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RESUMEN: Esta comunicacion, centrada en la atencion a la diversidad en el aula, muestra
una actividad de ampliacion tedrico-practica relacionada con la geometria del triangulo,
que se dirige a los alumnos de altas capacidades matemaéticas de la clase. Su objetivo
principal es darles a conocer a estos alumnos los elementos més relevantes de un triangulo,
como pueden ser los puntos y rectas notables del mismo: circuncentro, ortocentro,
baricentro e incentro, rectas de Euler y de Simson, las circunferencias que se pueden obtener
sobre el mismo como son, aparte las circunferencias inscrita y circunscrita, las
circunferencias de 6 y 9 puntos y las de Tucker y Taylor, y los triangulos asociados al mismo,
como el értico y el de Napoleon. Sobre todos estos elementos notables, los alumnos
desarrollaran un estudio teorico, que les permitira descubrir sus principales propiedades, y
otro préctico, con la ayuda de cualquier programa de Geometria Dindmica (en la
comunicacion se ha usado Geogebra) que les facilitarén su propia investigacion sobre todos
estos elementos, pudiendo ellos mismos llegar en su caso a obtener nuevas propiedades de
estos elementos o incluso descubrir otros nuevos mediante la manipulacion de las figuras

que vayan obteniendo con esos programas.
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INTRODUCCION

Por diversidad pueden entenderse las diferencias que presenta el alumnado ante los
aprendizajes escolares, en cuanto a aptitudes, intereses, motivaciones, capacidades, ritmos de
maduracion, estilos de aprendizaje, experiencias y conocimientos previos, entornos sociales
y culturales, etc. Estos aspectos conforman tipologias y perfiles en el alumnado que deben

determinar en gran medida la planificacion y la accion educativa.

Sin embargo, esta atencién a la diversidad es un apartado al que generalmente no se le presta
demasiada atencion, siendo sin embargo fundamental para una correcta elaboracién y puesta
en préctica de una Unidad Didactica. Ciertamente, es uno de los grandes retos para el sistema
educativo y en concreto para los centros escolares, ya que requiere el ajuste de la intervencién
educativa a las necesidades reales del alumnado para asegurar una accion educativa de
calidad, lo cual exige a los centros y al profesorado una importante tarea de reflexion y de

trabajo.

Esta comunicacién esta dirigida a los profesores de Matematicas de Secundaria y
Bachillerato que deseen interesar a sus alumnos de altas capacidades matematicas en el

conocimiento de los elementos notables de un triangulo.

El desarrollo de la actividad que se propone podria llevarse a cabo en dos partes. En la
primera, bien los propios profesores les explicarian a esos alumnos el contenido tedrico que
deben conocer para realizarla adecuadamente, o bien les propondrian a los alumnos que
fuesen ellos mismos los que obtuviesen ese contenido investigando para ello en diferentes

fuentes, tanto de tipo bibliograficas como informaticas o en red.

En una segunda parte de la actividad, ya se pasaria al aspecto practico de la misma,
ensefiandoles en primer lugar el profesor a esos alumnos los fundamentos mas bésicos de
funcionamiento de cualquier programa de geometria dindmica (nosotros hemos usado
Geogebra para la comunicacion, si bien puede usarse cualquier otro, como Cabri-Gedmetre,
por ejemplo) y pidiéndoles después que fuesen ellos mismos los que hiciesen uso de ese

programa para visualizar y sacar conclusiones de toda la teoria aprendida.
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Pasamos ahora a tratar el contenido tedrico que se desea que los alumnos aprendan, dejando,
por razones de extension, la descripcion de los programas de Geometria Dindmica utilizados
para mostrar ese contenido para la exposicion de la comunicacion. Para mayor informacion,

consultese (1,2) y (webl).

1. PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO
1.1 EL CIRCUNCENTRO

El circuncentro es el punto de interseccién de las tres mediatrices del tridngulo (recuérdese
que la mediatriz de un segmento es la recta perpendicular al mismo que pasa por el centro de

dicho segmento).
Las principales propiedades de este punto notable del tridngulo son las siguientes:

- El circuncentro es el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo, es decir, de la

circunferencia exterior al tridngulo que pasa por sus tres vértices.

- En el caso de un tridangulo acutangulo, el circuncentro es interior al tridngulo.

- En el caso de un triangulo obtusangulo, el circuncentro es exterior al tridngulo.

- En el caso de un tridngulo rectangulo, el circuncentro es el punto medio de la hipotenusa.
1.2 EL ORTOCENTRO

El ortocentro es el punto de interseccién de las tres alturas del triangulo (recuérdese que las
alturas de un tridngulo son las rectas perpendiculares a cada lado que van desde el vértice
opuesto a ese lado (o0 a su prolongacion). También pueden entenderse como la distancia de

un lado al vértice opuesto.
Las principales propiedades de este punto notable del tridangulo son las siguientes:
- En un triangulo rectangulo, el ortocentro coincide con el vértice que forman los dos catetos.

- El ortocentro podria estar en el exterior del tridngulo, en el caso de que este triangulo sea

obtusangulo. En los triangulos acutangulos, el ortocentro serd un punto interior.

1.3 EL BARICENTRO
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El baricentro es el punto de interseccion de las tres medianas del tridngulo (recuérdese que
las medianas de un triangulo son las rectas que van desde cada vértice al punto medio del
lado opuesto en el tridngulo).

Las principales propiedades de este punto notable del triangulo son las siguientes:

- El baricentro, también denominado centro de gravedad del triangulo o centroide, dista dos
tercios de cada vértice y un tercio del lado opuesto, es decir, la distancia del baricentro a cada
vértice es de 2/3 la longitud de cada mediana.

- En Fisica, el baricentro seria el centro de gravedad del triangulo (de ahi su otro nombre).
- El baricentro esta siempre en el interior del triangulo.
1.4 EL INCENTRO

El incentro es el punto de interseccion de las tres bisectrices interiores del triangulo
(recuérdese que las bisectrices interiores de un tridngulo son las rectas que dividen,

respectivamente, a cada uno de sus angulos en dos partes iguales).

Como principal propiedad de este punto notable del tridngulo, indicar que el incentro es el
centro de la circunferencia inscrita al triangulo, es decir, de la circunferencia interior al

tridngulo tangente a sus tres lados.
1.5 LOS EXINCENTROS

Los exincentros de un tridngulo son los tres puntos exteriores al mismo que equidistan (igual

distancia) de las rectas que contienen a los lados del tridngulo.

La principal propiedad de estos tres puntos de un tridngulo es que cada exincentro es el centro
de la circunferencia exinscrita al triangulo, que es aquella circunferencia cuyo centro es un

excincentro y es tangente a los lados del triangulo o a sus prolongaciones.

Una vez ya definidos estos puntos notables de un tridngulo, se indican a continuacion algunas

propiedades que relacionan a algunos de ellos entre si.

- En un triangulo equilatero el circuncentro, ortocentro, baricentro e incentro coinciden en un

mismo punto interior, que estd a la misma distancia de los tres vértices.

65
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



- A consecuencia de lo anterior, en un triangulo equilatero, el centro de la circunferencia
circunscrita es el baricentro y la altura coincide con la mediana, por lo que el radio de la

circunferencia es igual a dos tercios de la longitud de la altura.

- La distancia del ortocentro al baricentro es el doble que la del baricentro al circuncentro.

2. RECTAS NOTABLES DE UN TRIANGULO

2.1 LARECTA DE EULER

Es la recta que une el circuncentro, el ortocentro y el baricentro de un triangulo.
Sus principales propiedades son las siguientes:

- Sobre ella, el baricentro dista doble distancia del ortocentro que del circuncentro.

- En triangulos equilateros, esta recta contiene también al incentro del triangulo, es decir, en

un triangulo equilatero los cuatro primeros puntos notables indicados estan alineados.

Ortpbcentro

Baricentro |
~e_ Circunicentro
S0

i

Figura 1. La recta de Euler.

2.2 LARECTA DE SIMSON

Es la recta que une los pies de las rectas perpendiculares a los lados de un triangulo trazadas
desde cualquier punto arbitrario de la circunferencia circunscrita a dicho triangulo. Es

también conocida con el nombre de recta de Wallace-Simson.

Las principales propiedades de esta recta son las siguientes:
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- Si desde un punto P se trazan perpendiculares a los lados de un tridngulo o a sus
prolongaciones, los respectivos pies de las perpendiculares estaran alineados si y solo si el
punto P pertenece a la circunferencia circunscrita del triangulo (este enunciado se conoce con

el nombre de Teorema de Wallace-Simson).

- La recta de Simson de un vértice del triangulo es la altura del triangulo trazada desde ese
mismo Vértice, mientras que la de un punto diametralmente opuesto a un vértice es el lado

formado por los otros dos vértices.

- El angulo formado entre las rectas de Simson de dos puntos P, Q es exactamente igual a la

mitad del a&ngulo central del arco PQ.

- La linea de Simson de un punto P pasa por el punto medio del segmento PH, donde H es el
ortocentro del tridingulo. Ademas, dicho punto de interseccion esta sobre la circunferencia de

los nueve puntos (ver mas adelante).
3. TRIANGULOS NOTABLES DE UN TRIANGULO
3.1 EL TRIANGULO ORTICO

El Tridngulo 6rtico de un tridngulo dado es el triangulo formado por los pies de sus alturas

sobre sus lados.

Las principales propiedades de este triangulo értico de un triangulo son:

- Obviamente, no existe el triangulo értico de un tridngulo rectangulo.

- Los lados de un triangulo acutangulo son las bisectrices exteriores de su triangulo ortico.
- Los vértices de un tridngulo son los exincentros de su triangulo ortico.

- Las alturas de un triangulo acutangulo son las bisectrices interiores de su triangulo ortico.

- Si un tridngulo es obtusangulo, sus alturas son una bisectriz interior y dos exteriores y sus

lados son las restantes bisectrices de su tridngulo ortico.
4. CIRCUNFERENCIAS NOTABLES DE UN TRIANGULO

Aparte las circunferencias ya definidas anteriormente que se pueden considerar en un
triangulo, como la inscrita, circunscrita y exinscrita, existen otras circunferencias notables en

un triangulo. Entre ellas, pueden ser citadas las siguientes.
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4.1 LA CIRCUNFERENCIA DE 6 PUNTOS

Es la circunferencia que pasa por seis puntos notables en un triangulo: los tres veértices y los
tres puntos de interseccidn de la mediatriz de cada lado con la bisectriz que pasa por el vértice

opuesto.
Las principales propiedades de esta circunferencia son:

- Su nombre se debe a que pasa por esos seis puntos notables ya indicados del triangulo,
aungue obviamente, por propia definicion, esta circunferencia no es mas que la propia

circunferencia circunscrita del triangulo

4.2 LA CIRCUNFERENCIA DE 9 PUNTOS

Esta circunferencia notable en un tridngulo es la circunferencia que pasa por los siguientes
nueve puntos notables de un triangulo: los tres pies de las alturas del triangulo, los tres puntos
medios de sus lados y los tres puntos medios de los segmentos de altura comprendidos entre
cada vertice y el ortocentro. Su nombre deriva del hecho que la circunferencia pasa por nueve
puntos notables, seis de ellos sobre el mismo tridngulo (salvo que el tridngulo sea

obtusangulo).

Esta circunferencia fue denominada con ese nombre por Poncelet, si bien algunos gedmetras
franceses la llaman circunferencia de Euler y los gedmetras alemanes la denominan

circunferencia de Feuerbach.
Las principales propiedades de esta circunferencia (véase Figura 2) son:

- La circunferencia de 9 puntos de un triangulo es homotética a la circunferencia circunscrita,
siendo el centro de homotecia el ortocentro del tridngulo y 2 la razén de la homotecia (este
concepto de homotecia habria que explicarselo a los alumnos).

- El centro de la circunferencia de 9 puntos se halla sobre la recta de Euler del triangulo.

- La circunferencia de 9 nueve puntos es tangente exterior a los circulos exinscritos al
triangulo y la circunferencia inscrita al tridangulo es tangente interior a la circunferencia de 9

puntos.
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Figura 2. La circunferencia de 9 puntos
4.3 LA CIRCUNFERENCIA DE TUCKER

La circunferencia de Tucker es la circunferencia que pasa por 6 puntos de un tridngulo, siendo
uno de ellos un punto cualquiera de un lado del tridngulo y los restantes los puntos obtenidos
al trazar a partir de él, sucesiva y alternadamente, segmentos paralelos y antiparalelos a los

lados.

Esta circunferencia, que por cierto generaliza a la siguiente de Taylor, generaliza también a
la circunferencia del coseno y a la de Lemoine, pudiéndose ver esta ultima como una familia
de circulos obtenidos por desplazamientos paralelos de los lados del coseno correspondiente

o del hexagono de Lemoine (webl).
4.4 LA CIRCUNFERENCIA DE TAYLOR

La circunferencia de Taylor es la circunferencia que pasa por los pies de las perpendiculares

trazadas desde los pies de las alturas a los lados del triangulo.
Una propiedad principal de esta circunferencia es que es una circunferencia de Tucker.
5. TRIANGULOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

En un tridngulo dado también se pueden considerar otros triangulos notables, relacionados

con él. Entre ellos, pueden ser citados los siguientes.

5.1 LOS TRIANGULOS DE NAPOLEON: EXTERIOR E INTERIOR
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El tridngulo de Napoledn exterior (respectivamente, interior) de un triangulo es el triangulo
cuyos Vvértices son los baricentros de los tres triangulos equildteros exteriores

(respectivamente, interiores) construidos sobre los lados del triangulo inicial.
Las principales propiedades de estos dos triangulos son las siguientes:

- Tanto el tridngulo de Napoledn exterior de un tridngulo como el interior son triangulos

equilateros.

- La diferencia entre las areas de los triangulos de Napoleon exterior e interior de un tridngulo

dado es igual al area de dicho triangulo.
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