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Resumo

Nesta comunicacéo apresentamos os resultados de um estudo que visa compreender
como o0s estudantes iniciantes de um curso de formacdo inicial de professores de
Matemética, no Brasil, interpretam o limite de uma funcdo num ponto, quando
representado simbolicamente por sua definicdo formal ou geometricamente recorrendo a
registos que envolvem a simbologia contida nesta defini¢cdo. Discutimos, em particular, as
aprendizagens destes estudantes que decorrem da realizacéo de uma tarefa exploratoria com
recurso ao Geogebra, no decurso de uma experiéncia de ensino marcada por uma pratica
de ensino exploratdrio. Os dados, recolhidos através de gravacao audio e video das aulas e
das produc0es escritas dos estudantes na resolucéo da tarefa, evidenciam que, a partir da
sua definicdo formal, eles reconheceram o conceito de limite e atribuiram-lhe diferentes
significados. Além disso, a exploracao do Geogebra facilitou o reconhecimento do limite, da
existéncia de uma relagdo matemética entre § e ¢, e do entendimento da relagéo implicativa
das vizinhancas.

Introducéo
A investigacdo sobre o ensino e a aprendizagem do conceito de limite de fung¢des tem

mostrado as muitas dificuldades dos estudantes na aprendizagem da sua definicdo formal,
constatadas, inclusive, na formacéo inicial de professores de matematica, onde se espera que
0s estudantes apresentem maior familiaridade com os conceitos matematicos (Domingos,
2003). A compreensdo deste conceito de limite é fundamental para que os estudantes
avancem, no seu percurso escolar, para uma matematica mais formal e rigorosa (Cottrill et
al, 1996) mas a pratica comum de sala de aula, centrada na exposi¢do de contetdos pelo
professor, tem ajudado a manter este quadro de dificuldades (Tall, Smith & Piez, 2008). H3,
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por isso, necessidade de encontrar solucOes didaticas que possibilitem aos estudantes
ultrapassarem estas dificuldades e a alcangarem aprendizagem significativas.

O ensino do conceito de limite de funces, utilizando tarefas exploratorias com
recurso a software educacional, como o Geogebra, tem proporcionado resultados muito
positivos em relacdo as aprendizagens dos futuros professores sobre este conceito (Fonseca
& Henriques, 2016; Messias, 2013). Assumindo este contexto como favoravel, neste estudo
procuramos compreender como os estudantes de um curso de formagéo inicial de professores
de Matematica, no Brasil, interpretam o limite quando representado simbolicamente pela sua
definicdo formal e geometricamente com registos baseados na simbologia desta definicéo, a

partir de tarefas exploratdrias com Geogebra.

O ensino e a aprendizagem da definicdo formal de limite.

A definicao formal de limite € uma base fundamental para varias demonstraces no
Célculo e a sua riqueza no que respeita a notacéo simbdlica pode contribuir para os estudantes
desenvolverem a capacidade de pensar abstratamente e construir significados adequados
sobre este conceito (Tall, Smith & Piez, 2008). Os significados que os estudantes atribuem a
um conceito refletem os aspectos mobilizados da sua concecao sobre ele e, por isso, revelam
as suas aprendizagens do conceito (Domingos, 2003). Neste sentido, um aluno que ao

apresentar a definicdo formal do limite explica corretamente as simbologias |x—x,|<s €
IL—f(x)| <& em termos das vizinhangas v,(x,) € V, (L), da correspondéncia implicativa entre

elas (xeV;(x) = f(x) eV, (L)) e das ordens dos quantificadores s e &, concluindo que o

limite é o resultado desta implicacdo (significado), segundo Domingos (2003), evidencia
possuir uma concecdo adequada da definicdo formal, necesséria a compreensdo do conceito
de limite.

No entanto, a literatura tem evidenciado que o0s estudantes revelam muitas
dificuldades na aprendizagem desta definicdo formal, nomeadamente: a incompreensdo do
uso dos quantificadores & e & ou da sua ordem na definicdo e do quantificador & como um
numero diferente de zero, mas menor que qualquer numero real positivo (Cottrill et al, 1996);

e 0 ndo reconhecimento geomeétrico de |L - f (x) <, Uma vez que L € um valor fixoe f(x) €

uma grandeza variavel (Tall, Smith & Piez, 2008). Para Cottrill et al (1996), estas

dificuldades podem emergir da forma como estas formalizagdes sdo ensinadas aos alunos e
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sugere que este ensino deve relacionar as noc¢@es informais do limite com a simbologia da
sua definic&o formal. Isto significa, por exemplo, trabalhar a quantificacdo das aproximacgoes

Xx—>¥% € f(x)—L, em termos das vizinhangas v,(x,) € v,() representadas através de

intervalos e desigualdades, bem como o significado dessas simbologias e do seu papel na
expressao da definicdo formal. Também Tall, Smith & Piez (2008) sugerem que o ensino do
conceito de limite deve considerar, entre outras abordagens, a construgdo de intuicdes
adequadas, por meio da exploracdo de diversas representacbes que encaminhem oS
estudantes a futuras formalizacdes, recorrendo ao uso de tecnologia. Para os autores, 0 uso
de representacdes numéricas, simbdlicas e gréficas, articuladas com o uso de software
educacional contribui para envolver os estudantes nas tarefas propostas e promover um

sentido mais completo dos conceitos envolvidos, facilitando o entendimento de simbologias.

Ensino exploratorio com recurso ao Geogebra

O ensino exploratério constitui uma préatica de ensino com énfase na realizagdo de
tarefas exploratorias, as quais visam promover, nos estudantes, a descoberta e a construcao
do conhecimento, cabendo ao professor apoia-los e desafia-los no processo de exploracao,
de forma que alcancem as aprendizagens proposta (Canavarro, 2011). Segundo a autora, este
tipo de ensino permite aos estudantes mobilizarem conhecimentos prévios, realizarem
inferéncias, formularem conjeturas testa-las, no intuito de buscar as aprendizagens
pretendidas, possibilitando um processo simultdneo de ensino e aprendizagem, tanto
individual (aluno) quanto coletivo (alunos e professor).

Ademais, 0 uso planeado e integrado de software educativo, como o Geogebra, no
ensino exploratério do conceito de limite contribui positivamente para as aprendizagens dos
alunos. De facto, e no que respeita aos conceitos de funcdo e seu limite, os resultados dos
estudos de Fonseca & Henriques (2016) e Messias (2013) mostram que 0 uso do Geogebra:
i) auxiliou na deducgdo e demonstracéo de propriedades matematicas de funcdes e limite de
uma funcéo; ii) facilitou a compreensdo das noc¢des intuitivas do limite por meio das
aproximacgdes x —»x, e f(x)—L; e iii) auxiliou na criacdo de estratégias de resolugédo e

justificacdo das tarefas.

Metodologia
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Este estudo segue uma abordagem qualitativa e interpretativa (Coutinho, 2011) e teve
por base uma experiéncia de ensino exploratério com recurso ao Geogebra, que visava
promover a aprendizagem do conceito de limite de uma fung&o. Foi realizado no 1° semestre
do ano letivo de 2016, com 19 estudantes de um curso de formacéo inicial de professores de
matematica, no Brasil, identificados neste texto por nomes ficticios. O investigador, primeiro
autor desta comunicacédo, assumiu o papel de professor da turma.

A tarefa que serd foco de analise nesta comunicacdo (Anexo 1), envolvia a
aprendizagem da definicdo formal de limite no ponto, e foi aplicada na 5% aula da referida
experiéncia de ensino. Nas aulas anteriores a sua aplicacdo, foram trabalhados com os
estudantes: i) as noc¢des intuitivas do limite por meio de aproximacdes, ii) o calculo do limite
por procedimentos algébricos e iii) a significacdo das simbologias e do papel dos
quantificadores & e ¢, da definicdo formal, desafiando-os a apresentar a defini¢cdo de um
limite por meio dessas simbologias. Sua aplicacdo ocorreu numa aula de 3h, dividida em
qguatro momentos: a apresentacdo da tarefa, sua realizacdo de forma autonoma pelos
estudantes (8 pares e 1 trio), a discussdo coletiva das suas resolucdes e a sistematizagdo das
aprendizagens pelo professor.

A recolha de dados incluiu a gravacdo audio e video da aula e as producdes escritas
dos estudantes na resolucéo da tarefa. A analise dos dados centrou-se nos significados do
limite de uma funcéo (Cottril et al, 1996; Domingos, 2003), que se constituem como objetivos
de aprendizagem (Anexo 2), revelados pelos alunos quando o conceito esta definido

formalmente e geometricamente.

Resultados
Na primeira questdo da tarefa, apenas o par Gil e Fatima ndo demonstrou ter

reconhecido o limite, a partir de sua definicdo formal (Figura 1).

Considere vma funcao real s - 72 > 91 sobre a qual se sabe que
N e=0 38 =0 talguese ~ o 73 o |a 2 =3 entaco |rca> A = =i

1 Explique o significado dna expressaco anterio:n

oces meilliae % e vizinhome o L ¥Wo (e—F, Ko+ 5) & —asle
< v o lo s cao. rem ok le. vro- cizimbharge da Z (L-= , L+ __C_»)_
2. Como vocé poderia reproescntéa-la simbolicamente? E gcomotricamcecnte?
, i 2+= 5
Vg (2 X-2)l=~s —e T ————>
UeE)=)r(w—=)—= =« =€ e o

Figura 1: Resposta do par Gil e Fatima as questdo 1 e 2 da tarefa.
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O registo da resposta a questdo 1, evidencia que este par possuia uma nocao do
significado das simbologias |x-2<s € |f(x)-4 <, & da correspondéncia xev,(x,) = f(x)eV,(L)
. No entanto, a falta de indicacdo dos valores de x, € L e da correspondéncia entre as
vizinhangas v (x,) € v, (L), através da relagéo entre seus raios, s e ¢, (questdo 1) e de registos
incorretos das representacGes simbodlica e geométrica do limite (questdo 2), revelam
dificuldades no reconhecimento do limite.

Os demais oito grupos mostraram reconhecer o limite. Destes, trés grupos
apresentaram um significado do limite como resultado da aproximacdo ao objeto
(x—>x, = f(x) > L), conforme é exemplificado pela resposta de Maria e Miriam (figura 2). O

excerto da resposta apresentada por este par “quando x aproxima-se de x,=2" revela uma

concecdo do limite como resultado de um processo de aproximacao.

Considere vuna funcao real 7 - 72 > S sobre a qual se sabe que:
1. Expligque o significado da expressac anterior.

P Aen U .r'u'.'u(f‘;:--.’- £ (v}, SUMANOD X  PATEO I - ca o= Y

e’ O _AUyuTE

Figura 2: Resposta do par Maria e Miriam a questdo 1 da tarefa.

Trés grupos atribuiram significado ao limite, como resultado da correspondéncia
implicativa baseada na nogdo de vizinhanga (xeV,(x,) = f(x)eV,(L)), COMO mostra a
resposta de Miguel e Talita (figura 3). Este par reconheceu que a expressdo apresentada era
a definicdo formal do limite, apresentando uma explicagdo correta das simbologias |x-2<s

e |f(x)-4 <&, baseada na nocdo de vizinhanga (V;(2) e V,(4)) relacionadas entre si,

recorrendo a simbologia 1im f(x)=4 para justificar sua concluséo.
X—2

Considere wma funcao real f - 72 —> 91 sobre a qual se sabe que
= >0 1S5 >0 lal(llxcsc xe D e ix 2 <35 entao FAES] 4 <=
1

Explique o siznificado da expressaoc anterior

Figura 3: Resposta do par Miguel e Talita a questdo 1 da tarefa.

Os outros dois grupos de estudantes apresentaram dificuldades em explicar o

significado das simbologias da definicdo formal, mesmo tendo mostrado reconhecer nela o
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limite. Tal como na resposta de Vitor e Eliseu (figura 4), eles apresentaram explicacfes

indicativas de memorizacao, incompletas e até incoerentes, de algumas dessas simbologias.

Considere uma funciao real f : 7D —> 9% sobre a qual se sabe que:

\/ >0 38 =0 talquese x e D e |x 2| <=8 entao |[f(x) 4 < t;;

1. Explique o significado da expressao anterior.

, 7 [rectros
e AT " Paee 2 e axs Povasaacs [Cx) "A Adsogera OF R Rl

Uil Geee =

Figura 4: Resposta do par Vitor e Eliseu & questéo 1 da tarefa.

Os excertos “os valores de ¢ e 5 tem de ser positivos. Caso contrario ndo havera
variacao ”, que revela uma explicacdo confusa da simbologia v ¢ >0 3§ >0, e “0 médulo de

x—X, tem de ser menor que o valor de & tanto quanto |f(x)-L| tera de ser menor que &,
que sem associa-las com as vizinhangas (v;5(2) e v,(4)), evidencia uma descri¢éo verbal da
leitura das simbologias |x-x|<s € =|f(x)-L|<e, permite-nos inferir ss dificuldades destes

estudantes em interpretar as simbologias.

Sobre o reconhecimento do limite através da sua representacdo geomeétrica, Cujos
registos assentam-se nas simbologias contidas na definicdo formal, as respostas dos alunos
as questdes 1 a 3 da Parte 11 da tarefa, com recurso a applet do Geogebra, revelam que todos
0S grupos conseguiram alcanca-lo.

Quatro grupos apresentaram um significado do limite como resultado da aproximacéo
ao objeto. Na resposta apresentada por Miriam e Fatima, “Sim, Iin; f(x)=4. Quando x tende
X—>.

r

a2, f(x) tende a 4”, o termo “tende a” ¢ usado para indicar as aproximagdes x —x, =2 €
f(x) > L=4. Além disso, ha evidéncias de que a visualizacdo dindmica dos comportamentos
de x—2 e f(x) >4, produzidas por exploragdes na applet, tenha contribuido para o reforgo
da concecéo do limite, como valor obtido mediante a aproximacdo de f(x)—4 a medida que
x—2, como é possivel confirmar num didlogo mantido por este par e o professor, na
resolucédo da tarefa.

Miriam: Pronto! Arrastei 0 x. Ele est4 dentro da vizinhanga de 2.
Prof.: E aimagem dele (x)?
Miriam: Também fica dentro da vizinhanca, de 4. (Visualiza f(x) eV.(4) na applet)

Prof.: Isso vai acontecer para cada valor x nessa vizinhanca (indicando na applet a
vizinhanga de x, =2)?
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Fatima: Sim. Ah! As imagens estédo ali dentro (indicando na appleta V,_(4))
Miriam: Isso que eu queria falar, as imagens se aproximam de 4. Ok.

Trés grupos de alunos apresentaram um significado do limite como igualdade dos

limites laterais, como € possivel verificar na resposta do par Claudio e Pedro: “Sim, 4. Como

os limites bilaterais sdo iguais, logo, Iin; f(x) existe”. Por fim, dois grupos de estudantes
X—

apresentaram um significado do limite como resultado da correspondéncia xevj(x,) =
f(x) eV, (L), exemplificado pela resposta do par Miguel e Talita (figura 5), que recorre a

escrita correta da definigdo formal do limite, para justificar sua existéncia.

3. Nestas condigdes. o lim s/ (x) existe? Caso exista. qual é o seu valor? Justifique
sua resposta.
> & e A > B > AP auxn
L )i sy PSR vV E O - =
nN — S ) £ ‘ - -
\ = B T —Cx) — < —
N Ix - 2) <« 3 enloce f

L Y S G

Figura 5: Resposta do par Miguel e Talita & questdo 3 da tarefa.

A resposta deste par parece indicar a reescrita da expresséo do enunciado da questao
1. No entanto, um diélogo entre estes estudantes na resolucdo da tarefa, indica que, as
aprendizagens por eles alcancadas da definicdo formal e a recordacéo de algumas orientagdes

do professor na tarefa anterior, contribuiram para esta escrita.

Miguel: Acho que a justificativa da 3 é: por que o limite quando X tende a x, pela
esquerda € igual ao limite quando X tende a x, pela direita. Entendeu?

Talita: Entendi. E por que ele (professor) falou que agora quer esse tipo de justificativa
(apresentando a escrita da definicdo formal do limite). Na aula passada eu respondi
um negoécio de se aproxima .... Ele ndo quer mais. Ele quer que agente explique
assim, desta forma algébrica. Existe limite pois ... (1€ a sua resposta). Vamos
escrever?

O dialogo entre Miguel e Talita (figura 6), evidencia que a exploracdo do Geogebra,
ajudou-os no reconhecimento do limite e na compreensdo da relacdo matematica entre ¢ e

5 e da correspondéncia implicativa xeV;(x,) = f(x) eV, (L)
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Observe a interpretagao
existéncia do limite ’

[ | vator de e 5
® L=

Extenséo decimal do x

€=05 Ry i b &

_—mmmm—m—mm——eme,e—e—e—e—e—e—e—,———————————

geométrica da

lim ()= L.

X=X

Miguel:

Talita:

Miguel:

Talita:

Miguel:

Talita:

Vamos ver primeiro o que acontece quando esta fora
(modifica no aplet).

Coloca agora bem proéximo, 2,01.

Vamos modificar o valor de ¢ para ver se agente entende
alguma coisa? (apos analisar a applet). A medida que x se
aproxima de 2 f(x) se aproxima do limite 4.

Sim, quanto mais diminuir o valor de =, a medida que x se
aproxima de 2 os valores de f(x) se aproximam do valor do
limite (indicando na apllet). Agente pode afirmar também
que eles sdo diretamente proporcionais. Se eu diminuo um(z)
o outro (&) também diminui.

Pode ser. Acho que ele quer que agente diga que existe uma
proporg¢do (referindo-se ao item da tarefa).

Isso mesmo! Que agente entenda. Ele quer vé se agente
entendeu. Nessas condigdes existe o limite? (lendo a

pergunta). Para mim sim, 4.

1 Miguel: O que vocé entende agora se ele (professor) perguntar para
vocé explicar.

Talita: Aqui esta querendo dizer que, tipo assim, eu vou chegar a
uma certa aproximagao, vou aproximar tanto — o valor de §
e o valor de ¢ sdo tdo pequenos mais tio pequenos — que
vai existir imagem f (x) no ponto 2. Aqui (7,(4) o intervalo &
aberto. Eu nao tenho que ter imagem! Mas vai se aproximar
tanto que vai ter limite neste ponto. Entendeu?

Figura 6: Didlogo do par Miguel e Talita no momento da resolucéo da tarefa.

Neste didlogo, Miguel sugere a Talita que realize exploracdes na applet para buscar
um esclarecimento sobre o comportamento da funcdo. Através das exploracfes que realizou,
Miguel conclui a existéncia do limite e seu valor. O mesmo acontece com Talita que, apds
realizar algumas exploragdes na applet, reconhece o limite como resultado do processo de
aproximacgdo das imagens f(x) e consegue perceber que existe uma relacdo, de
proporcionalidade, entre ¢ e §. Ela explica que esta relagdo, faz com que as vizinhancas

(Vs(2) e V.(4)) estejam relacionadas entre si, e que, a medida que seus raios (& e &) se
tornam tdo pequenos, € possivel garantir a existéncia do limite.

No momento da discusséo coletiva, o professor esclareceu que a funcéo apresentada
na tarefa possuia & e & proporcionais. Todavia, nos casos em que nao ha uma relacao de
proporcionalidade, &£ e & precisam estar relacionados matematicamente a fim de que ocorra

o limite, seja mediante uma relacéo algébrica ou néo.

A concluir.

Os resultados indicam que, em geral, os estudantes reconheceram o limite da funcéo,
representado simbolicamente por sua definicdo formal e geometricamente com registos
baseados nas simbologias desta definicdo, e atribuiram-lhe diferentes significados,
nomeadamente, o limite como resultado da aproximacdo ao objeto, como igualdade dos

limites laterais e como resultado da implicagao (xev,(x,) = f(x) eV, (L)).
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As principais dificuldades constatadas, semelhantes as encontradas nos trabalhos de
Domingos (2003) e Cottrill et al (1996), foram a incompreensao de simbologia na defini¢cdo

formal e da correspondéncia xeV;(x) = f(x)eV,(L). E possivel inferir que estas

dificuldades contribuiram para que alguns grupos recorressem a argumentos baseados em
aproximacdes ao invés de basea-los nas ideias de vizinhancas, para justificar a existéncia do
limite. No que respeita as contribui¢cfes do Geogebra para reconhecimento do limite, ha
evidéncias de ter: (i) facilitado o reconhecimento da relacdo matemaética entre 5 e ¢, e da
concecéo do limite como resultado do processo de aproximacgéo ao objeto; e (ii) ajudado na

interpretacéo da relagéo implicativa x eVs(x,) = f(x) eV, (L) . Além disso, as interacdes entre

os estudantes, apoiada na exploracdo da applet do Geogebra, parece ter conduzido as
aprendizagens ja descritas, bem como ao desenvolvimento da sua capacidade de
argumentacao/justificacéo.

Os resultados sugerem que a exploracdo de tarefas com o Geogebra, num contexto
de ensino exploratorio, contribui para que os estudantes desenvolvam aprendizagens e
construam significados de limite conducentes & sua formalizag&o.
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Anexo 1 - Tarefa

Parte |

Considere uma fungdo real f : D — R sobre a qual se sabe que:

Ve>036>0 talquese xeDe|x-2/ <5 entdo [f(X)-4<e

1. Explique o significado da expressao anterior.
2. Como vocé poderia representa-la simbolicamente? E geometricamente?
Parte 11

Abra o arquivo “Deform”. Nesta cena esta apresentado o grafico da fungdo f . Clique

na caixinha “valor de € ” para exibir o seletor € que corresponde aos valores de um numero
real positivo arbitrario, proximo de zero. Clique sobre ele e arraste-o para a direita e esquerda,
aumentando e diminuindo-o.

Observe no cenario que, para cada valor de ¢ dado existe um nimero real correspondente
d, positivo e préximo de zero, de modo que o intervalo® (2—0,2+ ) esta relacionado com o
intervalo® (4—¢&,4+¢) pela funcdo f . Além disso, diminuindo ou aumentando o valor de &€, 0

valor de 0 também diminui ou aumenta, respectivamente. Experimente realizar algumas dessas
modificacdes para & . A seguir responda as questbes 1), 2) e 3).

1. Faga x se aproximar de X, =2, isto é, x pertencer ao intervalo (2—5,2+5).  (em
simbolos V(2)). O que acontece com os valores das imagens f (x) quando os valores de x
e V5(2)?

2. Experimente modificar o valor de &, diminuindo-o. Para cada modificacdo de ¢ faca
X e V;5(2). A medida que o valor de ¢ fica cada vez mais proximo de zero e os valores de X

e V;(2), 0 que acontece com as imagens y = f(x)?

O intervalo (2-6,2+6) é chamada de vizinhanga de X, =2 (em simbolos V(X,)).

s Qintervalo (4 — &, 4+ &) é chamada de vizinhanca de L =4, (em simbolos V, (L)).
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3. Nestas condigoes, 0 Iin; f(x) existe? Caso exista, qual € o seu valor? Justifique sua
X—>

resposta.

4. Caso exista, este limite € alcancado (atingido) pela funcdo f ? Justifique.
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Anexo 2

Tabela 1. Quadro de andlise dos objetivos de aprendizagem da defini¢do formal de limite
de fungdes num ponto (Cottrill et al, 1996; Domingos, 2003)

SIGNIFICADOS DE
LIMITE

DESCRICAO

Resultado da
aproximag¢ao ao objeto

O limite como valor obtido mediante um processo de
aproximacado dasimagens f(x) ao limite, a medida que valores
de abscissa x se aproximam de x,, seja através de
argumentos elucidativos e adequados, ou por meio de

simbologias, como por exemplo (x — x, = f(x) > L)).

Resultado da
correspondéncia
implicativa, assente
nas ideias de
vizinhanga

O limite como consequéncia de uma correspondéncia
implicativa (xeV;(x) = f(x) eV, (L)), quaisquer que sejam os
quantificadores ¢ e ¢ considerados. Seja através de
argumentos elucidativos e adequados, ou por meio de
simbologias.

Resultado da igualdade
dos limites laterais

O limite como resultado da igualdade dos limites laterais em
X, , seja através de argumentos elucidativos e adequados, ou

por meio de simbologias, como

lim f(x)= Iim+ f(x)= lim f(x).

X—>Xo X—>Xo X—>Xg

por exemplo
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