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Resumo

En el marco de una investigacion de doctorado se estudia el desarrollo del pensamiento
trigonométrico en la transicion de la razon trigonométrica a la funcion trigonométrica, en
el nivel bachillerato. Reportamos aqui una sintesis de la revision bibliografica realizada,
para situar nuestro planteamiento de investigacion y delinear algunos elementos tedricos
que nos permitan llevar a cabo el estudio.

En su mayoria, los resultados de investigacion apuntan hacia dificultades y niveles de
comprension no deseados, vinculados a la falta de significado no s6lo a las nociones
trigonométricas, también a nociones previas necesarias y nociones que se articulan con ellas
(por ejemplo: razén proporcional y funcién). Aquellos resultados con resultados positivos
estan cambiando lo que entienden por comprender las nociones trigonomeétricas y el tipo de
actividades asociadas con su aprendizaje. En esta direccion estamos proponiendo nuestra
investigacion.

La revision bibliografica, ademas de reportar el estado actual de la investigacion didactica
relacionada con la Trigonometria, permitio identificar elementos tedricos y metodoldgicos
que nos permitiran, respectivamente, estudiar el pensamiento matematico relativo a las
nociones trigonométricas y controlar variables en el disefio de instrumentos para la
intervencion didactica, en tanto proponemos una investigacion basada en el disefio.

Introduccion

El estudio de la Trigonometria desde las razones trigonométricas a las funciones

trigonométricas, transitando por las identidades y leyes trigonométricas; se ubica en el Nivel

Medio Superior (NMS) del Sistema Educativo Mexicano, en el que se atienden,

regularmente, estudiantes entre 15 y 18 afios.

Desde una perspectiva del desarrollo del pensamiento matematico asociado a estos

contenidos escolares, se puede identificar el reto de ir desde un pensamiento geométrico (para

trabajar con la razon trigonomeétrica, en el triangulo rectangulo) a un pensamiento variacional
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(para trabajar con la funcién trigonomeétrica, en el circulo unitario), con la complejidad que
implica cada uno y la transicion de uno a otro. Sin embargo, las investigaciones de Montiel
(Montiel y Jacome, 2014; Beltrdn y Montiel, 2016; Buendia y Montiel, 2011) han dado
evidencia sobre la falta de significados geométrico y variacional que provoca el discurso
trigonométrico escolar, aun en los estudiantes y profesores que dominan los conceptos de
razon y funcion trigonomeétricas; en tanto el significado lo asocian a la actividad matematica
y ésta favorece algoritmos aritméticos y dibujos de referencia (en contraste con la
construccidn geomeétrica y el anlisis de datos y relaciones). Con el objetivo de devolver a la
actividad trigonometrica sus componentes geomeétricos, se iniciaron proyectos de redisefio
del discurso matematico escolar con investigaciones basadas en disefio, donde estudiar el
desarrollo del pensamiento trigonométrico en un sentido amplio, es decir, mas alla del
dominio de técnicas y algoritmos.

Sobre el pensamiento trigonométrico en un contexto geométrico, se llevd a cabo una
investigacion basada en disefio (Scholz, 2014) que nos permitio identificar, en un proceso de
resignificacion de la razon trigonomeétrica, las herramientas, los razonamientos y el lenguaje
gue emergen en el contexto geométrico; que ahora serviran de base para centrar la atencion
en la transicion a lo variacional.

Presentamos, en este documento, una sintesis de la revision bibliogréafica que nos permita
situar nuestro proyecto de investigacion y dirigir su aportacion en la Matematica Educativa,

desde una teoria que atiende al estudio del desarrollo del pensamiento matematico.

Revision bibliografica

Hemos localizado diversos estudios que detectan y reportan las dificultades que presentan
tanto estudiantes como profesores respecto a los temas de Trigonometria que se estudian en
el NMS. Los estudios se enfocan en alguno de los dos grandes temas: razones trigonométricas
o funciones trigonomeétricas, hasta ahora no se han encontrado estudios que atiendan el
transito de uno a otro, aunque algunos aportan al planteamiento de nuestro problema de
investigacion.

Organizamos la revision en dos grandes bloques, asociados a uno de los temas (razén o
funcién), y en cada uno se desarrolla la revision en orden cronoldgico, haciendo notar una

cierta evolucion de la disciplina y sus objetos de estudio: énfasis en la cognicion (dificultades
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de aprendizaje y comprension alcanzada); énfasis en la didactica (estrategias de ensefianza),

énfasis en el razonamiento y pensamiento matematico.

Investigaciones relativas a la razon trigonométrica

Dificultades y comprension

Encontramos en (Blackett y Tall, 1991) un estudio donde se reconocen las dificultades que
encuentra el estudiante al conceptualizar las relaciones y propiedades en el triangulo
rectangulo cuando éste cambia de tamafio en dos formas diferentes: cuando un angulo agudo
en el triangulo se incrementa y se mantiene fija la hipotenusa, y cuando los angulos se
mantienen constantes, pero se amplia la hipotenusa en un factor dado. En este estudio se
destaca el rol de la visualizacién y manipulacion a través de una herramienta de geometria
dinamica.

De Kee, Mura y Dionne (1996) estudian los niveles de comprension que han alcanzado los
estudiantes, posterior a la instruccion mediante dos métodos: tridngulo rectangulo y circulo
trigonométrico. Comparando el desempefio de los estudiantes en ambos contextos era mejor
en el del triangulo rectangulo. Observaron poca comprension de la funcién circular y su papel
en la definicién de las funciones trigonométricas. Dentro de sus resultados, reportaron
algunas formas en las que los estudiantes usan Yy caracterizan las herramientas
trigonométricas, por ejemplo: no hacen distincion clara entre razén y funcién; la razén
trigonométrica la consideran como un procedimiento que consiste en dividir una entre otra
las longitudes de dos lados del triangulo rectangulo, que incluso algunos lo aplican a
triangulos que no son rectangulos o angulos que no son agudos; para algunos estudiantes el
lado més largo de cualquier triangulo es la hipotenusa; en el circulo trigonométrico, aplican
el seno y el coseno a sus coordenadas y no establecen relacion con el angulo central;
describen las graficas de las funciones seno y coseno como curvas o de aspecto ondulado.
También en un estudio sobre la comprension Araya Chacén, Monge Sanchez y Morales
Quirds (2007), ubican a su poblacién en niveles bajo o basico y reportan dificultades en la
interpretacion de los enunciados cuando se le plantea un problema escrito para hacer su
dibujo y colocar los datos de la situacion presentada, en el empleo erréneo de ciertas formulas

y en el uso de algunos procedimientos algebraicos (despeje de la incognita cuando ésta se
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encuentra en el denominador de uno de los miembros de la ecuacion), ciertos conceptos
geométricos como la semejanza y las relaciones entre los lados del triangulo rectangulo.
Estrategias de ensefianza

El estudio de Kendal y Stacey (1998), compara los métodos de ensefianza del triangulo
rectangulo y circulo unitario para ver cual promueve una mejor comprension de los conceptos
subyacentes y dominio de las habilidades. Sus resultados se basaron en: la capacidad para
formular y trasponer la ecuacion, mejoras en la actitud y mejora en la resolucion de
ecuaciones algebraicas. Los autores concluyen que el método del triangulo rectangulo es
mejor para iniciar el estudio de la Trigonometria, aunque reflexionan que la definicion de
razones trigonomeétricas en el circulo unitario tiene ciertas ventajas, por ejemplo, es ideal para
la extension mas alla del primer cuadrante.

Razonamiento y pensamiento matematico

La investigacion reportada por Montiel y JAcome (2014) pone en evidencia que el dominio
de la razén trigonométrica no implica un pensamiento trigonométrico, cuando se resuelve
una tarea tradicional de calculo de distancias inaccesibles. Los autores llevan a cabo un
analisis del discurso matematico escolar, relativo a la razon trigonométrica, en los libros de
texto; para documentar el fendmeno de aritmetizacion trigonométrica, y explicar el
significado lineal que muestran los profesores sobre la relacion angulo - longitud de lado, y
donde ubican lo trigonométrico del estudio del tridngulo.

Investigaciones relativas a la funcion trigonométrica

Dificultades y comprension

Weber (2005) desarrolla un estudio acerca de la comprension de los estudiantes de las
funciones trigonomeétricas, usando el concepto tedrico de procepto. Tras la implementacion
de un disefio didactico no tradicional, que incorpora algunas tareas de construccion
geométrica, medicion e identificacion de relaciones, los estudiantes participantes logran
establecer propiedades y justificarlas para trabajar con la funcién trigonométrica; lo que el
autor reconoce como comprension, a nivel procepto, de la funcion. Weber concluye que
brindar a los estudiantes la oportunidad de aplicar y reflexionar los procesos geométricos

utilizados en la evaluacion de las operaciones trigonométricas, permite que entiendan estas
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operaciones mejor que si se les ensefia que estas son meras razones que pueden aplicarse a

triangulos rectangulos dados.

Estrategias de ensefianza

Ross, Bruce y Sibbald (2011) llevan a cabo un estudio para determinar si la tecnologia tiene
un mayor impacto en el logro y las actitudes de los estudiantes si se implementa antes o
después de la ensefianza de un curso de trigonometria. El estudio encontrd que los estudiantes
que experimentaron la tecnologia después de la ensefianza de los conceptos basicos de
trigonometria tuvieron un mejor rendimiento en la resolucion de ejercicios que los
estudiantes que comenzaron con simulaciones apoyadas por la tecnologia.

Un modelo de comprension trigonomeétrica, integrado por tres contextos trigonométricos: la
trigonometria triangular, la trigonometria circular y los graficos de funciones
trigonométricas; y basado en un analisis conceptual de las ideas matematicas y entre los tres
contextos de trigonometria; sirve a Demir (2013) como base para el disefio de un nuevo
enfoque de instruccion de las funciones seno y coseno.

La idea béasica en el nuevo enfoque es evitar una introduccion temprana de los radianes como
unidad de medida para el angulo, a traves del circulo unitario, y en su lugar utilizar el
concepto de arco y longitud de arco para introducir el seno y el coseno como funciones reales.
Razonamiento y pensamiento matematico

Moore (2014) propone integrar el razonamiento cuantitativo y covariacional para apoyar el
desarrollo de significados en los contextos del circulo y el triangulo, estudia como los
significados de medida de angulos, incluyendo el radio como unidad de medida desde el
razonamiento cuantitativo, influyen en la construccion y significado de la funcion seno. El
autor caracteriza las acciones mentales del razonamiento covariacional en términos de la
funcion seno.

Por su parte y con base en el marco histérico en torno al trabajo de Euler con la funcion
trigonométrica, Buendia y Montiel (2011) proponen una epistemologia de practicas para la
funcién trigonométrica que se basa en dotarla de significado a partir de: un analisis
variacional del movimiento oscilatorio, identificar una unidad minima de anélisis para
caracterizar el comportamiento periddico, reconocer la caracteristica acotada del

comportamiento (para el caso del seno y el coseno) en relacion a las condiciones de la
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situacion donde emerge la relacion trigonométrica, y hacer uso de una unidad de medida
congruente, en términos situacionales. Esta epistemologia se utilizé para fundamentar y
analizar una experiencia con estudiantes del nivel medio superior, donde se reportd lograr la
modelacion del movimiento de un péndulo a partir de la significacion grafica y experimental

de los elementos expuestos (Beltran y Montiel, 2016).

Planteamiento de investigacion

La revision bibliografica realizada resalta la importancia de la actividad geométrica, la toma
de datos, el analisis de comportamientos, la modelacion, el uso de tecnologia y la articulacion
coherente con diversas nociones matematicas, para el aprendizaje y la comprension de la
Trigonometria. Esto, junto con las dificultades reportadas, cambian el enfoque del dominio
de técnicas y algoritmos, a la construccion de significados; y en esa direccion reconocen lo
que es propio del pensamiento matematico relativo a cada herramienta.

Nuestro estudio se ubica, entonces, en el transito de la razon trigonométrica a la funcion
trigonométrica, para estudiar el desarrollo del pensamiento matematico que se da al transitar
de un momento de construccion de significados a otro. Buscamos responder la pregunta: ;qué
condiciones instruccionales, didacticas y de socializacion en el aula, hacen emerger las
herramientas, los razonamientos y el lenguaje trigonométrico, en la transicion de la razén a
la funcion?

El objetivo del estudio es caracterizar el desarrollo del pensamiento trigonométrico, en su
transicion de lo geométrico a lo variacional, a través de un disefio instruccional fundamentado

tedricamente en una perspectiva que atienda al desarrollo del pensamiento matematico.

Fundamentacion

La investigacion se enmarca en una perspectiva social, particular de una teoria que ha
establecido como su objeto de estudio la construccion social y la difusion institucional del
conocimiento matematico. La consideracion social de la Teoria Socioepistemoldgica, se
orienta al conocimiento matematico mismo; estableciendo en la base de sus objetos de
estudio al conocimiento matematico en uso.

Nuestro objeto de estudio se centra en la construccion de significado mediante el uso (del

conocimiento trigonométrico) y su proceso de significacion progresiva, tanto en la resolucion
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de tareas como en la transicién de una tarea a otra (de un contexto geométrico a un contexto
variacional). Estos significados se asumen como constitutivos del pensamiento matematico
que desarrolla el sujeto en interaccion con su entorno, y se manifiestan en sus producciones,
en su lenguaje, en sus gestos, entre otros.

Considerando resultados de investigaciones previas (Scholz, 2014; Beltran y Montiel, 2016)
se tiene contemplado integrar constructos teodricos como las aproximaciones e ideas basicas
inherentes que propone Vohns (2006), a las que subyace la estructura geométrica; el
razonamiento cuantitativo y covariacional, particular de la trigonometria, que propone Moore
(2014); y, naturalmente, los planteamientos del pensamiento y lenguaje variacional
(Cantoral, 2004; Caballero y Cantoral, 2013); para caracterizar los significados particulares
construidos en cada contexto y su evolucion en la transicién de uno a otro.

Actualmente nos encontramos articulando estos elementos tedricos, pues seran la base para

el disefio de la intervencion didactica, de donde obtener los datos para el estudio.
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