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Resumo  
Se presenta un trabajo en el que se tuvo como objetivo, analizar en qué medida se favorece 

una adecuada articulación entre las ideas de variación y acumulación en la introducción al 

estudio formal del cálculo escolar en educación superior, ello mediante tareas de 

interpretación y representación de lo variable en un ambiente contextual y de simulación 

dinámica computacional. Se asumió como premisa fundamental que la conceptualización de 

los saberes en cálculo está estrechamente relacionada con el carácter empírico y situacional 

del conocimiento matemático, sin embargo, en la enseñanza aprendizaje se continúa 

excluyendo prácticas, actividades, y en general, contextos socioculturales entorno al 

desarrollo de tales nociones. A partir de los datos recabados del trabajo realizado por diez 

estudiantes se pudo identificar que ellos fueron capaces de establecer relaciones adecuadas 

entre algunas formas de variación y formas de acumulación, esto, mediado por la naturaleza 

icónica-dinámica de la situación variacional planteada, así como de la actividad de 

representación geométrica. 

 

Presentación 

Diversos investigadores (Schwarzenberger, 1980, Tall & Vinner, 1981; Tall 1990, 1993; 

Eisenberg & Dreyfus, 1991; Thompson, 1994; Artigue 1995; Dreyfus, 1999; Muñoz 2007; 

Mahir, 2009; Aparicio & Cantoral, 2014) indican que una de las principales problemáticas 

en la enseñanza aprendizaje del cálculo es la poca o nula conceptualización de éste. Grebe 

(2013), expone que tradicionalmente las definiciones formales de diferenciación e 

integración se basan en lo algebraico y que el uso de las interpretaciones geométricas solo es 

para ayudar a su entendimiento, limitando no solo el acceso a la dimensión conceptual de los 

saberes, sino también, al desarrollo de un pensamiento variacional, siendo ambos aspectos 

fundamentales en el aprendizaje y uso adecuado de los conceptos del cálculo. 
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Asimismo, curricularmente el cálculo se ha organizado y difundido en dos partes: cálculo 

diferencial y cálculo integral, induciéndose la idea equívoca de que el cálculo versa sobre los 

conceptos de derivada e integral, más que en el estudio y establecimiento de relaciones 

funcionales entre variación y acumulación de lo variable. Ejemplo de ello es cuando 

escolarmente el Teorema Fundamental del Cálculo es tratado como una técnica de 

integración y el argumento con el cual se concibe a la integral definida en dos de sus formas 

más usuales de representación: operación inversa de la derivada y, el método de 

determinación del área bajo una curva para funciones continuas sobre intervalos cerrados 

(Cabañas & Cantoral, 2007), reduciéndose la conceptualización de dicho teorema y del 

cálculo en general. 

En nuestra opinión, favorecer la conceptualización del cálculo demanda analizar formas de 

organizar y socializar escolarmente los saberes más allá de lo exclusivamente matemático, lo 

estático y lo algorítmico, se requiere tratar con las ideas y relaciones entre variación y 

acumulación de lo variable para posibilitar la comprensión del cálculo, pues su estudio 

escolar centrado en lo memorístico, repetitivo y la aplicación de técnicas de derivación e 

integración algebraica, ha sido poco eficiente para conceptualizar. 

Gray & Tall (1994), Cordero (2003), citados en Muñoz (2007), consideran que el estudio de 

la integral e integración, debiera centrarse en la idea de acumulación, más que en la función 

derivada o en la suma de Riemann. Thompson & Silverman (2008) refieren que será 

precisamente en el entendimiento de la acumulación donde, de manera coherente, los 

estudiantes vean la conexión entre la razón de cambio de cantidades y la acumulación de esas 

cantidades. Schnepp & Nemirovsky (2001), sugieren que en lugar de aprender cálculo 

partiendo de la diferenciación hacia la integración, se debe aprender acerca de la 

diferenciación en relación con la integración, y viceversa. Esto es, cuando los estudiantes 

discutan la integración, deben reconocer que la acumulación siempre ocurre con una cierta 

razón de cambio, y que esta razón es el valor de la función siendo integrada. 

Complementariamente, cuando se discuta la diferenciación se debe reconocer que la razón 

de cambio es acumulativa y lo que se ha acumulado hasta cierto instante, es el valor de la 

función siendo diferenciada.  
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Es en este contexto que el propósito con este trabajo fue analizar en qué medida, mediante 

tareas de interpretación y representación de lo variable en un ambiente contextual y de 

simulación dinámica computacional, se favorece una adecuada articulación entre las ideas de 

variación y acumulación. 

Marco conceptual 

Conceptualmente el cálculo es un cuerpo de conocimientos (herramientas matemáticas) útiles 

para cuantificar los cambios en situaciones o fenómenos de variación continua presentes en 

la naturaleza, sin embargo, en la escuela se ha ocultado, por un lado, la importancia de la 

relación variacional para representar y cuantificar cambios. La derivada y la integral 

mayormente son presentadas como procesos relacionados inversamente. Por otro lado, se 

excluyen contextos socioculturales que medien el desarrollo de una forma variacional de 

pensar (Aparicio & Cantoral, 2006). 

Radford (2003, p.41) señala que en un proceso de objetivación interviene la creatividad para 

darse cuenta de algo, en vinculación con los esfuerzos reflexivos y mediadores, orientados a 

la consecución del objetivo de una actividad. Para él, la naturaleza reflexiva es una relación 

entre la conciencia individual y una realidad construida culturalmente, mientras que la 

naturaleza mediadora son los medios que orientan el pensamiento y posibilitan a los 

individuos tomar conciencia de, y comprensión de la realidad cultural.  

Radford & Puig (2007, p. 148) utilizan la idea de " embedment principle" para enlazar los 

mecanismos cognitivos (percepción, abstracción, simbolización), con las prácticas sociales, 

los signos y artefactos que ellos median, y con base en ello, dar cuenta del papel que tienen 

las situaciones culturales en procesos de construcción de significados. Cantoral (2004, p.1), 

refiere que el desarrollo y el estudio del pensamiento y lenguaje variacional es un medio para 

entender los diferentes procesos cognitivos y culturales con que las personas asignan y 

comparten significados cuando emplean diferentes estructuras y lenguajes variacionales. 

Así, en este estudio se reconoce un entramado de lo cognitivo con lo social, asociado a la 

naturaleza conceptual del cálculo, asumiéndose en consecuencia que la conceptualización de 

los saberes en cálculo está estrechamente relacionada con el carácter empírico y situacional 

del conocimiento matemático, en donde lo situacional implica una relación tríadica entre un 
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contexto, una actividad humana y lo matemático. El contexto es lo que posibilita estudiar el 

pensamiento y la acción de los individuos cuando éstos construyen su conocimiento bajo 

condiciones y circunstancias socioculturales específicas. La actividad humana es donde el 

conocimiento matemático adquiere significados propios, una historia e intencionalidad, 

favoreciéndose versiones diferentes de una misma noción matemática (Cordero, 2005). 

Finalmente, en lo matemático se inscribe la especificidad de las acciones matemáticas que 

componen una situación y de las cuales se logra, o es posible abstraer un aprendizaje o 

conocimiento matemático concreto, es decir, es la expresión socio cognoscente de un 

conocimiento matemático formalmente instituido o en vías de instituirse.  

En la Tabla 1 se representa lo situacional del conocimiento matemático desde una perspectiva 

social de la construcción de dicho conocimiento y como una relación tríadica entre contexto, 

actividad humana y lo matemático, en el campo conceptual del cálculo. 

Lo situacional 

Contexto Actividad humana Lo matemático 

Situación variacional Cuantificar lo cambiante 
Variación y acumulación 
como nociones 
matemáticas 

Tabla 1. Lo situacional en el estudio de la construcción social del conocimiento matemático en 
cálculo 

 

Método 

En el estudio participaron diez estudiantes de nuevo ingreso a estudios superiores. Su 

participación fue voluntaria y sin algún beneficio o prejuicio académico en sus actuales o 

posteriores cursos. Sus conocimientos matemáticos incluían un curso de cálculo diferencial 

de variable real. Se conformaron en cinco binas para la realización de tareas relacionadas con 

la interpretación y representación de lo variable en simulación dinámica computacional. Los 

recursos disponibles fueron la proyección de dos simulaciones y hojas de trabajo. El tiempo 

total empleado para concluir las tareas fue de sesenta minutos. 

En las dos simulaciones se representaba una situación de variación y acumulación de un 

líquido en dos recipientes A y B. Fue así por considerar que visualmente es más perceptible 

el hecho de que el acumulado de una variable tiene consigo una rapidez de acumulación y 
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viceversa (toda rapidez de cambio en la variable genera un tipo de acumulado). No obstante, 

por la importancia de favorecer la naturaleza intrínseca de la relación inversa entre rapidez 

de cambio y acumulación, las tareas se enmarcaron en dos etapas cognoscitivas: una para 

favorecer visual y cualitativamente el reconocimiento de un estado en el que dos acumulados 

distintos ocurren con una rapidez constante empero, con valores distintos (primera 

simulación), y la otra para reconocer un estado en el que dos acumulados iguales ocurren con 

una rapidez variable (segunda simulación). 

El trabajo de los estudiantes estuvo centrado en analizar, representar y relacionar la variación 

y acumulación en cada par de recipientes para cada una de las dos simulaciones antes 

descritas. En la imagen 1 se muestra el tipo de simulación presentada para la primera etapa 

cognoscitiva, y en la imagen 2, lo presentado para la segunda etapa. 

Inicio 

 

En proceso dinámico 

 

En proceso dinámico Fin de la simulación 

Imagen 1. Primera etapa cognoscitiva. Simulación con dos acumulados de rapidez constante 

 

Inicio  

 

En proceso dinámico 

 

En proceso dinámico 

 

Fin de la simulación 

 

Imagen 2. Segunda etapa cognoscitiva. Simulación de dos acumulados con rapidez variable. 

 

En la Tabla 2 se muestran las tareas planteadas a los estudiantes. 
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Instrucción. Observen las simulaciones uno y dos, del llenado de dos recipientes A y 
B, para realizar las siguientes tareas. 

1. Para cada recipiente en las dos simulaciones, bosquejar las gráficas que 

representen: 

a) la rapidez de llenado; 

b) la acumulación. 

2. Supongan que se pueden realizar otras dos simulaciones como la uno y dos: 

a) Para la nueva simulación 1, supóngase que la rapidez de llenado en cada uno 

de los dos recipientes está dada por las siguientes funciones: 

𝑓1(𝑡) = 3  y 𝑓2(𝑡) = 5 

Determinar las funciones y sus respectivas gráficas de la cantidad acumulada de 

líquido para cada recipiente. 

b) Para la nueva simulación 2, supóngase que la rapidez de llenado en cada uno 

de los dos recipientes está modelada por las siguientes funciones: 

𝑔1(𝑡) = 2𝑡 y 𝑔2(𝑡) = 𝑡2 

Tabla 2. Tareas de análisis, representación y relación de variaciones y acumulaciones 

 

Una adecuada conjunción cognoscitiva de las tareas supondría el desarrollo de las nociones 

de variación y acumulación y su relación inversa.   

Datos y resultados 

Para la tarea 1 de la primera simulación, los estudiantes fueron capaces de establecer una 

relación entre la rapidez de llenado y cantidad acumulada (altura alcanzada por el líquido en 

los recipientes). La rapidez es referida con la expresión “llenado”. Por ejemplo, dijeron que 

ambos recipientes tienen un llenado constante. Algunos asocian una función lineal al 

comportamiento de llenado en ambos recipientes y establecen que la rapidez en un recipiente 

(recipiente A) es el doble que la del otro (recipiente B). En general las gráficas dadas son 

adecuadas, empero con errores (ver anexo). 

Para la tarea 1 de la segunda simulación, se reconoce que en uno de los recipientes hay una 

rapidez constante y lenta (recipiente A), mientras que en el otro (recipiente B), se presenta 

una rapidez exponencial. Las gráficas dadas en general son adecuadas, empero, también se 

detectaron errores respecto a la inclinación (valor de las pendientes). 
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En el inciso a) de la tarea 2, cuatro binas lograron establecer una relación entre variación y 

acumulación, bosquejan adecuadamente dicha relación mediante gráficas y reconocen que a 

variación constante le corresponde una acumulación lineal. Para el inciso b) de la tarea 2, 

solo dos binas lograron generalizar adecuadamente sus relaciones, dando gráficas adecuadas 

y el resto, su conceptualización si bien adecuada y sus relaciones también, tuvieron 

dificultades para generar las gráficas, dado que no había sistema numérico y se trataba de 

funciones exponenciales en ambos casos. 

De los datos recabados se identifica que lo situacional de un proceso de construcción social 

de conocimiento matemático, favorece que mediante la actividad humana de cualificar y 

cuantificar lo variable en un contexto específico de interpretación y representación gráfica 

de lo cambiante, mediado por lo icónico-dinámico computacional, se establezcan relaciones 

matemáticas funcionales tales como la relación inversa entre variación y acumulación, 

accediendo así a un primer acercamiento al campo conceptual del cálculo. 

No obstante, cabe decir que los errores de graficación detectados en las gráficas de los 

estudiantes, sugiere dificultades conceptuales para representar gráficamente y en forma 

adecuada, relaciones variacionales. Lo que refuerza expuesto por Grebe (2013), cuando 

menciona que el uso de las interpretaciones geométricas en la enseñanza del cálculo, solo es 

para ayudar al entendimiento de los conceptos de derivada e integral. 

Conclusión 

Se considera que la relación tríadica de lo situacional en la construcción social de 

conocimiento matemático, también podría servir como guía para organizar escenarios de 

aprendizaje matemático en contextos funcionales, ya que cognitivamente posibilita articular 

nociones matemáticas con elementos contextuales de significación social a partir de una 

actividad humana matemática específica. Pensamos, por ejemplo, el caso de la modelación 

gráfica, pues si bien no fue una tarea explícita para los estudiantes, es claro que el significado 

y uso dado a la gráfica por parte de ellos fue el de un modelo variacional, más que el de 

organizar o presentar (visualmente), información. 
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ANEXO 

Relación de gráficas realizadas por estudiantes en las tareas 
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Tarea 1, Simulación 1. 
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Tarea 1, Simulación 2.  
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Tarea 2, Inciso a) 

 


