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Resumo

O estudo das curvas e superficies em Geometria Analitica, nos diferentes niveis de ensino,
abrange uma série de conceitos e situacdes-problema que podem ser explorados em sala de
aula. Particularmente, as superficies regradas como o hiperboléide ou o paraboldide
hiperbolico, apresentam diversas aplicacbes no cotidiano, quer seja na engenharia,
arquitetura, artes ou na construcao de objetos. Com isso, este trabalho objetiva apresentar
uma proposta de ensino das superficies regradas analisando algumas obras do arquiteto
cataldao Antoni Gaudi, explorando suas propriedades algébricas e geométricas utilizando
como recurso auxiliar o software GeoGebra. O referencial tedrico empregado nessa
pesquisa baseia-se nos principios e ideias ligadas ao papel da visualizagdo e suas inter-
relacbes com a intuicdo e o rigor de acordo com David Tall. Como procedimentos
metodoldgicos, elaborou-se utilizando o GeoGebra uma intervengdo de ensino buscando
introduzir os conceitos de curvas e superficies a partir de algumas obras de Gaudi tendo
como publico-alvo estudantes do Ensino Médio e Superior. Como resultados, evidenciamos
que a construcdo de maquetes das superficies bem como o uso do GeoGebra como recurso
pedagogico possibilitou ndao somente visualizar como “concretizar” os objetos matematicos
de estudo bem como auxiliou em grande medida sua compreensao e formalizacéo.

1. Nocédo de Superficie e a importancia da visualizacio

O que é uma superficie e como caracteriza-la? Ao efetuarmos essas indagacdes, estamos
abordando um dos conceitos fundamentais da Geometria e que possui uma diversidade muito
grande de abordagens a aplicacdes, quer seja no Célculo Diferencial e Integral, na Geometria
Euclidiana, Analitica, Diferencial ou Topologia, por exemplo.

Quando desejamos definir ou descrever uma superficie quase que inevitavelmente caimos da

redundancia da utilizacdo do prdprio termo ou evocamos uma superficie plana como

631
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



exemplo. Uma superficie pode ser definida como um conjunto de pontos do espaco
euclidiano, sendo bidimensional e que qualquer ponto da mesma pode ser descrito localmente
por duas coordenadas. Utilizando-se intuitivamente de analogias fisicas, podemos obter por
exemplo outras superficies pela deformacdo ou rompimento de uma folha de papel ou a
colagem de alguns pedacos de papel.
Quanto as aplicacOes, destacamos sua utilizagdo em diversas areas, como a arquitetura, por
exemplo, na construcdo de estruturas que se utilizam de suas propriedades geométricas. Esse
fato pode ser observado nas obras do arquiteto cataldo Antoni Gaudi (1852 — 1926), que se
utilizou desprovido de qualquer formalismo de maneira empirica e intuitiva das chamadas
superficies regradas, que de um modo geral sdo aquelas formadas por retas, como o
paraboldide hiperbolico e o hiperboldide de uma folha.
Podemos considerar, em grande medida, que essa relacéo entre arte, arquitetura e geometria
propicia um contexto muito rico e alternativo envolvendo uma série de conceitos que podem
ser explorados em sala de aula nos diferentes niveis de ensino. Esse estudo envolve aspectos
ligados a visualizacdo das propriedades algébricas e geométricas dessas superficies aliados a
questdo da intuicdo e do rigor.
Sobre esse fato, segundo Grande (2013,) podemos considerar de um modo geral que a
questdo da visualizacdo na Matemaética foi responsavel pela elaboracdo de muitas ideias por
grandes descobertas assim como levou os matematicos a alguns resultados enganadores.
Em seus trabalhos sobre o ensino e aprendizagem do Calculo, Tall (2002) discute o papel da
visualizacdo do contexto do Calculo nos dltimos anos e suas possiveis contribuicdes
procurando relaciona-lo com as nog¢des de intuicdo e rigor. Segundo o autor:

Ao introduzir as visualiza¢bes adequadamente complexas de ideias matematicas,

é possivel fornecer uma visdo muito mais geral dos modos possiveis de aprender

0s conceitos, fornecendo intuicdes muito mais poderosas do que através de uma

linguagem tradicional (Tall, 2002, p. 20 — traducéo nossa).
Por visualizacdo o autor entende como uma acdo de transformar conceitos abstratos em
imagens mentalmente visiveis. Essa agdo constitui-se em dois momentos: constrdi-se algo
mentalmente e posteriormente representa-se 0 que pensou. Esse fato pode ser levado em
consideracdo no estudo das superficies regradas, no sentido de auxiliar sua compreensdo e
formalizacdo.
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Sendo assim, a presenta pesquisa objetiva apresentar e discutir uma proposta de ensino das
superficies regradas analisando algumas obras do arquiteto cataldo Antoni Gaudi, explorando
suas propriedades algébricas e geométricas levando em conta aspectos ligados a visualizagéo

utilizando como recurso auxiliar o software GeoGebra.

2. Gaudi e as superficies regradas

No final do século XIX, a Segunda Revolucdo Industrial promoveu o progresso em muitas
cidades da Europa, com destaque para as inddstrias quimica, elétrica, petrolifera e do aco.
A Exposicdo Universal, sediada na cidade de Barcelona em 1888, apresentou uma série de
experimentos como resultado de muitas descobertas cientificas na area dos transportes,
producdo industrial, entre outros.

Nessa cidade o arquiteto cataldo Antoni Gaudi (1852-1926), influenciado pelo movimento
modernista da época inspirou-se em formas presentes na natureza na construcao de estruturas
como solugdes de problemas arquitetdnicos. O autor vé na natureza a fonte de todo o saber,
pois para 0 mesmo a arte é filha da natureza e que ser original é voltar as origens, ou seja, a
prépria natureza.

Para Gaudi, ndo existe estrutura sem forma, ndo existe forma sem estrutura, e essa relacao
entre forma e estrutura se faz por meio da geometria. Isso faz com que o arquiteto se aproprie
da geometria sintética para a construcéo de objetos e edificacBes. Suas técnicas baseiam-se
em experimentos empiricos, em que se construiam maguetes em escala e as submetiam a
esforcos empregando pesos (bolas de chumbo, em proporgdes de carga) utilizando modelos
geométricos que retratavam seu percurso por uma geometria inspirada na percepcao analitica
dos elementos da natureza.

Gaudi faz uso das denominadas superficies regradas, que segundo o mesmo de um modo
geral representam a sintese de todas as possibilidades de criacdo dos espacos arquiteténicos.
Essas superficies sdo formadas por retas, o que torna o seu estudo extremamente interessante,
pois mesmo essas superficies sendo “curvadas” como 0 paraboléide hiperbdlico, helicoide,
condide ou hiperboloide de uma folha, podemos construi-las a partir de retas.

Faremos a seguir uma descricdo sobre uma proposta de ensino sobre as principais
caracteristicas das superficies regradas utilizando como recurso auxiliar o software

GeoGebra.
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3. Fundamentacao Tedrica
As superficies podem ser classificadas de varias maneiras, tais como superficies de

revolucdo, paralelas, minimas ou regradas.

Do ponto de vista intuitivo, a palavra regrada significa sujeita a regras. Uma superficie
regrada ¢ aquela ¢ ser formada por retas, o que lhe confere uma “regra” propria para ser
gerada. Uma propriedade dessas superficies consiste no fato de que sendo as mesmas
formadas por retas, sua construcao pode ser considerada mais simples, o que pode explicar
em grande medida sua utilizacdo em solucdes tal como Gaudi em suas obras.

Podemos definir uma superficie regrada da seguinte maneira: Uma superficie S é regrada,
se para cada ponto P de S, existir uma reta L, que contém P e pertence a S. Como exemplo
de superficies regradas, temos: cilindro, cone, paraboldide hiperbdélico, hiperboldide de uma

folha, helicoide ou conoide.

Figura 01 — Superficies regradas
Fonte — Autor (2017)

634
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



Para que as superficies regradas possam ser estudadas, no intuito de permitir uma melhor
visualizagdo de suas propriedades geomeétricas, neste trabalho elaborou-se a construgéo de
maquetes que representem de maneira concreta as superficies em questdo utilizando-se de
materiais simples como cartolina, isopor e palito de madeira, que representam as retas
geradoras da superficie.

Para a presente pesquisa, as maquetes foram construidas pelos alunos do Ensino Médio do
Colégio Sdo Marcos de Mogi das Cruzes, em que se abordou em uma atividade
extracurricular a nocdo intuitiva de superficies, classificacdo das mesmas e a discussao da
possibilidade de se obter superficies utilizando-se apenas retas, a partir da obra do arquiteto

cataldo Gaudi.

Figura 02 — Maquetes das superficies regradas (hiperbol6ide de uma folha, parabol6ide
hiperbdlico e helicoide).
Fonte — Autor (2017)

A partir das maquetes construida, mostraremos a seguir algumas caracteristicas dessas
superficies utilizando o software GeoGebra.

3. Superficies Regradas no GeoGebra

O hiperboléide de uma folha foi utilizado por Gaudi no teto da igreja da Sagrada Familia

com a finalidade de se recolher luz e projeta-la para o interior do edificio.
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Figura 03 — Hiperbold6ide de uma folha (Gaudi)
Fonte — Gaudi Barcelona 1900

O paraboloide hiperbdlico foi empregado na construcdo de abdbadas que permitem a
cobertura de grandes espacos sem a necessidade de pilares ou colunas, propiciando dessa
forma uma maior liberdade de espaco. Além disso, utilizou-se também para facilitar o
escoamento das chuvas, pois as mesmas formam uma combinagdo de curvas que véo para

cima e para baixo num formato de sela.

Figura 04 — Paraboldide hiperbélico (Gaudi)
Fonte — Gaudi Barcelona 1900

Nessa presente pesquisa vamos nos restringir a apresentar o estudo do hiperboléide de uma
folha utilizando o GeoGebra destacando aspectos da visualizacdo e formalizacdo dessa
superficie.
O hiperboléide de uma folha pode ser visualizado como um s6lido obtido pela rotagédo de
uma hipérbole em torno do eixo Oz, sendo representado analiticamente pela seguinte
equacao:
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com a, b e ¢ constantes reais ndo nulas.

A demonstracdo dessa equacao pode ser feita nas aulas de Geometria Analitica ou Célculo,
fugindo do escopo dessa pesquisa, que procurou enfatizar as propriedades geométricas da
superficie. Podemos inserir no GeoGebra a equacdo do hiperboléide conforme figura a

sequir:

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

& el eldlel 4

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo 3D

Cénica
f:X=(0, 0, 1.55) + (1.84 cos(t), 1.84 sin(t), 0)
h: X = (1.55, 0, 0) + (0, -1.18 sinh(t), = 1.18 cosh

Quédrica
® dax+y-r=1

< >

| » Janela de Visualizacio X

a=1

Entrada:

Figura 05 — Hiperboldide de uma folha no GeoGebra
Fonte — Autor (2017)

Podemos explorar as se¢des que se obtém interseccionado o sélido por planos paralelos e
conjecturar quais sdo os tragos ou curvas de nivel obtidas nesse plano. Para isso, vamos
considerar que ao intersecionarmos com um plano z e sendo k uma constante real temos as
seguintes possibilidades:

a) O plano 7 ¢ paralelo ao plano xy (z = k) obtemos elipses (no caso em que a = b temos uma
circunferéncia);

b) O plano = ¢ paralelo ao plano yz (x = k) ou paralelo ao plano xz (y = k) obtemos hipérboles.

Essas propriedades podem ser formalizadas algebricamente ao substituimos nos casos em

2
quez=k, x=kou y=kna equagao — + = — C— = 1 obteremos, respectivamente, equacgdes
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da elipse (ou circunferéncia) e da hipérbole. Essas secGes podem ser visualizadas no

GeoGebra conforme a figura a seguir:

Arguive Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

D BBl [o] ) P NIED 3

» Janela de Algebra B

X

» Vista de plano criade a partirde e [

Cénica @
® e:X=(0,0,05) (112 sin|
@ [X=(0.500+(0,x13¢
® 0:X=(0,050)+(x 0.9 c
Nimero

< >

~ Vista de plano criado a partir de g

Entrada:

Figura 06 — Secdes do hiperboldide de uma folha no GeoGebra
Fonte — Autor (2017)

A demonstracdo da propriedade do hiperboldide de uma folha ser uma superficie regrada

algebricamente é razoavelmente trabalhosa, e pode ser encontrada em Camargo e Boulos

(2005), por exemplo. Entretanto, para visualizarmos intuitivamente esse fato, além da

maquete construida pelos estudantes, podemos considerar o hiperboléide gerado por uma

familia de retas que tem como curva diretriz a circunferéncia a(t), com centro na origem de

raio r e cujo vetor diretor é igual a v(t) = a’(t) + e, sendo a’(t) o vetor tangente da curva

diretriz e e; 0 vetor candnico (0, 0, 1). Essa situacdo pode ser ilustrada a seguir no GeoGebra:
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Figura 07 —Hiperboldide de uma folha como superficie regrada no GeoGebra
Fonte — Autor (2017)

4. Considerac0es Finais

A introducdo ao estudo das superficies regradas a partir das obras de Antoni Gaudi propiciou
um ambiente extremamente enriquecedor para o ensino e aprendizagem da Matematica,
levando em conta a possibilidade de discussfes dos diversos conceitos interdisciplinares
envolvidos entre Arte e Matematica.

A construcdo de maquetes que representam algumas superficies regradas se revelou um
elemento responsavel por “concretizar” o objeto de estudo em questdo além de permitir
elaborar intuitivamente algumas conjecturas e hipéteses sobre as propriedades geométricas
de tais superficies. J& a utilizacdo do GeoGebra auxiliou simular a obtencéo das superficies
regradas como o hiperboloide de uma folha, por exemplo, mostrando sua caracteristica de
ser formada por retas, assim como contribuiu na formalizacdo das hipo6teses e conjecturas
intuidas anteriormente.

Destacamos que 0 ensino e a aprendizagem da Matematica sedimentados em principios e
ideias ligadas ao uso da intuicdo e do pensamento visual permitem aos estudantes, em grande

medida, uma maior participacdo na construcdo do conhecimento cientifico.

639
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



No caso dos trabalhos de Gaudi concluimos que mesmo se apropriando do uso das superficies
regradas em suas obras inspiradas na natureza sem nenhum formalismo matematico, suas
intuicBes aliadas a0 método extremamente criativo tornaram sua “geometria gaudiana” nao
somente uma grande fonte de solugdes para problemas arquitetbnicos como uma fonte de

situacOes para 0 ensino e a aprendizagem da Matematica.
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