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Resumo

No estudo de topicos de Algebra Linear os alunos do ensino superior tendem a manifestar
dificuldades devido a natureza abstrata de muitos dos seus conceitos, como se verifica na
aprendizagem de transformacéo linear. Recorrendo ao GeoGebra, procuramos averiguar o seu
contributo na aprendizagem de transformacé&o linear de alunos dos cursos de Engenharia Elétrica e
de Ciéncia da Computacdo. Os dados foram recolhidos através da resolugdo de duas questdes de
uma tarefa e de uma entrevista semiestruturada. Dos resultados obtidos, constata-se que os alunos
utilizaram o GeoGebra para, através da manipulacdo dindmica, efetuarem aplicacbes de
transformacdes lineares no plano e no espaco. Nessas aplicacbes, a maior parte dos alunos
estabeleceu conexdes entre diferentes representacdes (algébrica, geométrica e matricial) e criou
condigOes para generalizar a transformacéo efetuada em detrimento de recorrer somente a casos
particulares, tal como aconteceu com alguns alunos. Os alunos que ndo estabeleceram a conexao
entre as diferentes representacdes denotam ter uma concecdo fragil do conceito de transformagao
linear. As maiores dificuldades ocorreram na implementacdo do cisalhamento no espago. A
utilizagdo do GeoGebra contribuiu para visualizar as transformacfes realizadas, através da
alteracdo dos valores dos paréametros envolvidos, e para promover o raciocinio l6gico-dedutivo na
andlise de propriedades dessas transformagdes.

Introducéo
As transformagcdes lineares exercem um papel central no estudo da teoria da Algebra Linear
e € um contedo que se encontra em aplicacdes contextualizadas de diversas areas do
conhecimento. Por exemplo, na computagdo grafica as transformac@es lineares sdo usadas
para esticar, encolher, girar, deformar, cada pixel da imagem, até que toda a imagem tenha
um mesmo padrdo. Na matematica, dentre outras aplicacdes, as transformaces lineares, no
plano ou no espaco, podem representar algumas deformacgdes como a dilatagéo, a contracéo,
a reflex&o, a rotacéo e o cisalhamento.
A Algebra Linear pode simplificar a solugio de numerosos problemas, de uma maneira geral
e unificada, que poderiam ser resolvidos por outros métodos mais complexos (Harel &
Trgalova, 1996). O carater unificador e generalizador € o que torna dificil o estudo dos seus
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conceitos, atendendo as suas caracteristicas de abstracdo, formalismo e a centralidade da
prova. O uso de diferentes linguagens, representacdes, simbolos e o tratamento axiomatico,
que sdo necessarios em Algebra Linear, acabam por gerar obstaculos na aprendizagem de
conceitos dessa disciplina denominados por obstaculos do formalismo (Dorier et al., 2000).
Tais obstéaculos desafiam o professor que leciona Algebra Linear a definir a melhor estratégia
que promova a aprendizagem desses conceitos. Uma alternativa para apoiar a aprendizagem
dos alunos é o uso das tecnologias de geometria dindmica, por permitir a visualizacdo de
diferentes caracteristicas dos objetos matematicos, ndo perceptiveis nos registros de natureza
algébrica.

Nesse contexto, apresentamos um estudo que tem por objetivo averiguar o contributo do
GeoGebra na aprendizagem de transformacao linear por meio de uma tarefa proposta aos
alunos de dois cursos de graduacio que frequentaram a disciplina de Algebra Linear. Tal
tarefa consistia no reconhecimento, pelo aluno, do conceito de transformacéo linear, no plano
e no espaco, em diferentes representacGes: algébrica (vetorial/matricial) e geométrica, com o

apoio do GeoGebra.

A Aprendizagem de Transformacéao Linear apoiada pelo GeoGebra

O contetdo de transformacdo linear faz parte do curriculo dos cursos de Matematica,
Engenharia, Ciéncias da Computacdo e areas afins, sendo os conhecimentos basicos sobre
esse topico essenciais para a compreensdo de aplicacdes da Algebra Linear em diversos

contextos. No ensino de transformacao linear adotamos a definicdo de Anton (2012):

SeT:V — W for uma funcéo de um espaco vetorial V num espaco vetorial W, entdo T é denominada
transformagdo linear de V em W se as duas propriedades seguintes forem validas com quaisquer
vetoresu e vemV e qualquer escalar k: i) T (kv) = kT (v) [homogeneidade]; ii) T(u + v) = T(u) +
T(v) [aditividade]. No caso especial em que V = W, a transformac&o linear é denominada operador
linear do espaco vetorial V. (p. 433).

Se IV e W sdo subespacos vetoriais de dimensao finita, entdo uma transformacao linear podera
ser representada matricialmente por T(v) = A.v, onde A € a matriz na base candnica
associada a essa transformacdo. Assim, muitos problemas associados as transformacoes
lineares podem ser resolvidos com a teoria de matrizes. Em nossa préatica, observamos que a
compreensdo dessa definicdo, em termos de representacdo algébrica de vetores, como a

transicdo para a representacdo algébrica matricial, ndo ¢ tarefa trivial para os alunos. Nao é
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raro que os alunos operem mecanicamente 0s vetores desses espacos vetoriais sem

estabelecerem as conexdes com as aplica¢des dessas operagoes.

Os diferentes modos de descri¢do das transformacdes lineares— o abstrato, o algébrico e o
geomeétrico — sdo apontados como uma das dificuldades conceituais para a aprendizagem
nessa disciplina (Hillel, 2000). Assim, é importante que a abordagem desse assunto propicie
a exploragéo e transicao entre essas diferentes representacdes (Dreyfus, Hillel & Sierpinska,
1998).

Uma das maneiras de promover a exploracdo das diferentes representacdes € aliar aos
processos de ensino e aprendizagem as potencialidades dos softwares de geometria dinamica,
como, por exemplo, o GeoGebra. Nesse ambiente, podemos explorar simultaneamente um
objeto matematico em diferentes representagdes, tais como o algébrico e geométrico. Por
exemplo, num cisalhamento pode-se estabelecer, de maneira dindmica, o fator de
cisalhamento de uma determinada figura, por meio do controle deslizante, visualizando o
impacto dessa interacdo tanto pela representacdo algébrica do cisalhamento
(vetorial/matricial) quanto pelo efeito grafico na figura. Também é possivel entrar com a
transformacdo em representacdo matricial e utilizar a ferramenta de “AplicarMatriz” para
realizar o cisalhamento na figura. Assim, o aluno pode simular a variacdo do fator de
cisalhamento, visualizando o que essa mudanca provoca nos diferentes registros de
representacdo. Essa potencialidade da variagdo dindmica de uma variavel é de suma
importancia para os alunos explorarem situacdes particulares, estabelecendo conjecturas que
possam auxiliar na compreensao genérica de certas propriedades (Turgut, 2017). Pesquisas
em Educacdo Matematica apontam a importancia da visualizacdo no ensino de Matematica
(Arcavi, 2003; Dikovi¢, 2007; Tall, 1991), defendendo que néo é apenas para fins ilustrativos
mas que quando utilizada de forma adequada pode ser reconhecida como uma componente

importante do raciocinio, possibilitando formas diferenciadas da compreensédo conceitual.

Método

Com este estudo pretende-se averiguar o contributo do GeoGebra na aprendizagem de
transformacéo linear por meio de uma tarefa proposta a alunos de dois cursos de graduagédo
que frequentaram a disciplina de Algebra Linear. A tarefa foi aplicada por duas professoras

em duas turmas de graduacdo, uma em Engenharia Elétrica e outra em Ciéncia da
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Computacdo, contemplando 55 alunos matriculados, sendo que 40 alunos (20 duplas)
entregaram a atividade no ambiente lapis e papel e 38 (19 duplas) no ambiente
computacional. A tarefa contemplou operadores lineares no plano e no espacgo, envolvendo
dois momentos: o primeiro no ambiente lapis e papel (ver Anexo A) e o0 segundo no
ambiente computacional (ver anexo B) . No primeiro momento o objetivo era propiciar a
transicdo do registro algébrico para o registro geométrico, aferindo o efeito geométrico
quando aplicamos uma transformac&o linear em um objeto geométrico do plano. O segundo
momento, no ambiente computacional, envolvia a implementacdo de forma dinamica da
questdo apresentada na Tabela 1 (Anexo A) e ainda implementar no R3, de forma também
dindmica, um entre os operadores lineares: Rotacdo em torno de um eixo, Reflexéo atraves
de um plano qualquer, Reflexdo através de uma reta qualquer que passe pela origem e
Cisalhamento nas dire¢bes xy, xz ou yz. O objetivo dessa segunda etapa era propiciar ao
aluno a visualizacdo de forma dindmica do efeito geométrico dos operadores lineares
envolvidos sobre um objeto geométrico, além da transicdo do registro algébrico para o
geométrico. A Tabela 2 (Anexo A) ilustra a atividade proposta.

Na busca de identificarmos como os alunos fazem a transicdo nos diferentes registros de
representacdo, a identificacdo da aplicacdo e a interacdo com o Geogebra, adotamos uma
abordagem qualitativa e interpretativa na analise de conteudo dos registros produzidos pelos

alunos e das entrevistas semiestruturadas realizadas a 10 alunos.

Resolucéo da tarefa pelos alunos

Na questdo 1 (Tabela 1, Anexo A), realizada primeiramente com lapis e papel, pretendia-se
gue o aluno encontra-se a solucdo simplesmente pela observacdo de que a reflexdo através
do eixo x transforma cada vértice (x, y) do poligono em (x, —y) e que na reflexdo atraves do
eixo y a imagem resultante é da forma (—x, y). Ja para a reflexdo através da reta y = ax, a
imagem resultante ndo é 6bvia. Nesse caso, os alunos deveriam encontrar de forma genérica
a lei da transformacdo linear e entdo encontrar a imagem de cada um dos vértices, transitando
da representacdo algébrica da transformacdo linear para a geométrica. Analisando o0s
registros escritos dos alunos observamos que 9 duplas conseguiram fazer a transicdo da
representacdo algébrica para a geométrica, sendo que 8 duplas apenas fizeram o registro
geométrico da imagem sem apresentar os calculos de como chegaram a imagem resultante.
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Verificamos que em alguns registros os alunos utilizaram a ferramenta pronta no Geogebra
de reflexdo atraves de uma reta. Uma dupla fez apenas o registro algébrico da questdo, ndo
conseguindo transitar para o geométrico e 2 duplas ndo fizeram a questéo.

Na analise da questdo 2 (Tabela 1, Anexo A), realizada no GeoGebra, que nada mais é do
que a implementacéo de forma dinamica da questdo 1, observamos que os alunos nao tiveram
dificuldade de a executar. Embora no enunciado da questdo ndo se exigisse a representacéo
matricial da transformacéo, a maioria dos alunos apresentou-a. Como deveriam implementar
de forma dinamica, ndo poderiam usar a ferramenta pronta do software para a reflexdo através
da reta (que funciona para a reta estatica). Assim, tiveram que criar um parametro a para o
coeficiente angular da reta genérica y = ax para poder fazer a variacdo, obtendo a reflexdo
através de qualquer reta que passe pela origem (a # 0). Assim, com lapis e papel os alunos
obtiveram a lei da transformacdo linear definida pela reflexdo através de uma reta
especifica.No ambiente computacional, foi necessario encontrar a lei da transformacéao e a
representacdo matricial para um a qualquer, pois para obter a imagem da transformacao do
poligono tiveram que aplicar a matriz em cada vertice do poligono. Aqui se verifica a
transicdo entre a representacdo algébrica (vetorial/matricial) e a geométrica, como ilustra a

Figura 1.

Reta sy = Lx rp- (-0 0

T(%.y} = (~0.32x + 095y, 0.05x + 0.32y)

Reflexic. peios siros

Figura 1: Reflexao através de uma reta qualquer que passa pela origem (Fonte: Producéo dos alunos M
e LF da graduacdo em Engenharia Elétrica)

A questdo 3 (Tabela 2, Anexo A) envolvia a exploracdo do ambiente 3D do GeoGebra, que
ndo era familiar aos alunos. De forma geral, os alunos tém dificuldade em visualizar as
transformacdes no espaco quando se trabalha, em sala de aula, com quadro e giz. A ideia
dessa questdo era, além de proporcionar a visualizacdo das transformacdes em diferentes

perspectivas e possibilitar aos alunos transitar entre as diferentes representacfes como na
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questdo 2, desafiar os alunos a construir uma aplicacdo, com as ferramentas 3D do GeoGebra,
usando os conhecimentos adquiridos sobre transformacgdes lineares. Dikovi¢ (2007)
considera que o professor tem o papel de estimular os estudantes no processo de construcéo
de conhecimento, mas que simplesmente falando, fazendo calculos e mostrando, no quadro
ou no software, o efeito de uma transformacdo numa aplicagédo construida por ele € diferente
do aluno ter que mobilizar os seus conhecimentos para implementar tal aplicagdo. Embora
seja no R3, visivel aos alunos, sdo conceitos abstratos. Concordamos com o autor de que 0s
alunos tém que adquirir conhecimento por si mesmo e esse foi nosso objetivo ao propor a
tarefa. Essa ideia foi corroborada pelos alunos, na entrevista realizada, que consideram de
que aprendem mais quando tém um problema para resolver ao invés de ver a solucdo ja

pronta:

Eu aprendo muito mais quando tenho que interagir com o problema, quando tenho um problema
para resolver. No quadro vés, até entendes, mas ndo é tdo aprofundado quanto ter que resolver um
problema. (Aluno R, Elétrica)

E esse tipo de atividade que ajuda a gente a pensar. (Aluno V, Computag&o)

Na questdo 3, os alunos deveriam escolher um objeto para aplicar a transformacao, construi-
lo graficamente, obtendo de forma genérica a matriz da transformacdo. Observamos que
apenas uma dupla ndo usou o conceito de transformacéo linear para obter a rotacdo em torno
de um eixo, usou a ferramenta de giro do GeoGebra. Os demais conseguiram fazer a transicéo
entre as representacOes algébrica (matricial) e geométrica como era exigido. Para algumas
transformacoes, as professoras em sala de aula ja haviam encontrado a matriz, entdo os alunos
usaram este resultado. Mas acreditamos que alguns alunos foram além disso, conseguiram a
transicdo entre representacdes (vetorial/matricial e geométrica), como evidenciam os alunos
LeM:

Primeiro fizemos os calculos para encontrar a matriz da transformacgdo e depois colocamos no
GeoGebra. (Aluno M, Elétrica)

Também fizemos as contas no papel, calculamos a transformacéo de cada ponto para depois conferir
no computador. (Aluno L, Elétrica)

No caso do cisalhamento, s6 havia sido explorado no plano. Como na questao 3 foi exigido
no espaco, essa foi a questdo de maior dificuldade, pois a quem coube trabalhar com essa
operacao tiveram que pesquisar como seria a sua “lei”. Por exemplo, na direcao do plano xy,

a transformagdo é descrita por T(x,y,z) = (x + az,y + az,z), onde a é o fator de
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cisalhamento, conforme ilustrado na Figura 2. A dificuldade aqui foi que alguns alunos

consideraram fatores de cisalhamento distintos nas direcdes x e y.
[

Cisalhamento na dire¢&o do plano XY
Matriz Transformagao:
Insira o fato de cisalhamento abaixo:

(10 2)
T (Dll)
A2 001

Figura 2: Cisalhamento na direcio xy (Fonte: Producdo dos alunos V e B da graduacéo em Ciéncia da
Computacao)

Na opinido de alguns alunos, a execucdo da tarefa no GeoGebra contribuiu para a
visualizacdo, em diferentes perspectivas, do efeito de uma transformacéo linear sobre um

objeto.

Uma das contribui¢des é poder visualizar o que esta acontecendo. Quando por exemplo vocé faz
uma reflex@o através de uma reta y=2x, encontra sé para esse valor a imagem, ndo consegue variar

“

0 “a”. Vocé consegue dar mais possibilidades para a mesma transformagdo, consegue ver de forma
dindmica a transformacéo. Vocé representa a matriz genérica da transformacéo e s6 faz variar o
parémetro. (Aluno F, Elétrica)

Quando vocé esta fazendo apenas no papel tem que ir imaginando, no computador conseguimos ver
0 3D que ndo conseguimos ver no papel. Vocé até consegue fazer um desenho, mas é estatico. (Aluno
LF, Elétrica)

A partir da manipulacéo o aluno pode experimentar as diversas formas de representagéo de
um objeto matematico, além de poder variar as entradas de uma matriz, para visualizar o que
essa mudanca provoca nos diferentes registros de representacdo. Além disso, permite que o
estudante veja e explore relacbes matematicas e conceitos que para ele sao dificeis de
entender com lapis e papel, como declara o aluno F:

Contribuiu para a visualizagdo. Em sala de aula é muito abstrato, as vezes ndo da para entender
direito e ali ficou muito mais facil...quando fica apenas na teoria fica muito mais complicado...
(Aluno C, Computacao)

Os alunos tiveram dificuldade em lidar com o GeoGebra. Em algumas aulas de Algebra
Linear foram mostradas algumas interpretacdes geométricas utilizando o software, mas nao
foi proposto uma tarefa antes dessa para os alunos manipularem. Como mencionamos antes,
foi deixado como um desafio para os alunos reconhecerem as potencialidades do software.

De acordo com alguns alunos,

A maior dificuldade foi o software. Os professores costumavam mostrar em sala de aula para
visualizar alguma coisa, mas a gente nunca tinha usado efetivamente. (Aluno C, Computagao)

A parte mais dificil foi encontrar todas as ferramentas no GeoGebra, como adicionar matriz, como
adicionar as barras deslizantes, porque eu praticamente nunca tinha usado o software. (Aluno M,
Elétrica)

A parte computacional demandou bastante tempo para aprender como funciona o GeoGebra... no
final foi muito bom fazer o trabalho e ver funcionando. (Aluno B, Computacéo)
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Assim, a tarefa possibilitou aos alunos explorar as potencialidades do GeoGebra para o
ensino de transformagéo linear, permitindo o uso simultaneo das representacdes vetoriais,

matriciais e grafica, de forma relacionada ou articulada dinamicamente.

Consideracoes finais

A tarefa proposta possibilitou aos alunos trabalhar simultaneamente com as representacdes
algébrica (vetorial/matricial) e geométrica de algumas transformacdes lineares especiais no
plano e no espaco. Interagir com os objetos dinamicamente, podendo arrasta-los e modifica-
los, enriqueceu a propria concepcdo do objeto, pois estes mantiveram propriedades somente
quando foram construidos corretamente, quando os alunos mobilizaram os conhecimentos
matematicos inerentes ao conceito de transformacdo. Além da interatividade, a possibilidade
de visualizagdo, no plano e no espaco, que o GeoGebra apresenta, permitiu aos alunos
explorarem o impacto geométrico das transformacdes que eram dificeis de mostrar apenas
com lapis e papel. Assim, aliar as ferramentas que possibilitam explorar as diferentes
representacfes de um determinado conceito matematico, trabalhando com exemplos
visualmente concretos de objetos e conceitos lineares pode ser uma ponte para ultrapassar o
obstaculo do formalismo e dar uma abordagem mais adequada para um curso de Algebra
Linear.

Apesar das dificuldades que os alunos enfrentaram na manipulagdo do software e mesmo
com o cisalhamento no espaco, eles se sentiram desafiados para a resolucdo da tarefa pois
tiveram a possibilidade de reconhecer, pesquisar e ativar novos conhecimentos para propor a
solucdo. Essa é a grande vantagem em relacdo a uma aula em que o professor propde e resolve
exercicios ou usa a ferramenta tecnoldgica e o aluno apenas observa. A socializacdo da
pratica também foi importante no processo de aprendizagem pois permitiu a visualiza¢do das
diferentes transformac6es implementadas pelos colegas sobre varias perspectivas, bem como
foi um momento para os colegas e professoras contribuirem em relacdo ao que poderia ser
melhorado no trabalho e detectar possiveis erros de implementacdo e interpretagdo. Foi nesse
momento que foram identificados os erros de interpretacdo em relagdo ao cisalhamento no
espaco. Com base nas contribui¢des obtidas na apresentacdo foi oportunizado aos alunos

entregarem uma nova versdo da tarefa e apds isso foi atribuida uma classificacéo.
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Anexo A: Atividade proposta aos alunos no ambiente lapis e papel

Tabela 1. Interpretacdo geométrica da reflexdo no plano (2-D) com lapis e papel

1. Dado o poligono ABCDE, na Figura 1. Represente geometricamente a imagem I
desse poligono nas seguintes transformacgdes: \ e
a) reflexdao em torno do eixo x ‘
b) reflexdo em torno do eixo y
c) reflexdo em torno dareta y = kx
Para a escolha do k, verifique quais sdo as vogais presentes no primeiro nome dos membros da equipe,
e use o maior valor numérico associado, conforme abaixo:

A E I 0 u

1 2 3 4 5
Por exemplo: Gabriel e Réger. Usar k=4.

A

Tabela 2. Questbes da tarefa proposta no ambiente computacional em duas e trés dimensdes

2. Escolha uma ferramenta tecnoldgica para representar dinamicamente as transformagdes ocorridas no
poligono ABCDE (da questdo 1).

3. Utilizar uma ferramenta tecnoldgica para implementar um dos operadores lineares no R3: Rotacdo
em torno do eixo x, Rotagdo em torno do eixo y, Rotacdo em torno do eixo z, Reflexdo através de um
plano que passa pela origem, Reflexdo através de uma reta que passa pela origem, Cisalhamento na
direcdo xy, Cisalhamento na dire¢do yz, Cisalhamento na diregdo xz.

Diretrizes para a questao 3:
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Escolha um objeto geométrico para aplicar o referido operador no R? e apresente a atividade, na
ferramenta tecnolégica, de maneira organizada, dindmica e interativa. (Deve ficar claro qual o papel do
operador linear ao transformar o objeto escolhido). A implementacdo deve atender os requisitos:

i. Rotagdo em torno de um eixo coordenado: apresentar campo de entrada para o dangulo de rotagao,
fazer a transformacdo do objeto geométrico para cada angulo e apresentar a matriz do operador
correspondente a transformagdo para cada angulo.

ii. Reflexdo através do plano: apresentar campo de entrada para a equagdo do plano, fazer a
transformacdo do objeto geométrico para o plano qualquer da entrada e apresentar a matriz do
operador correspondente a transformacgao.

iii. Reflexdo através da reta: apresentar campo de entrada para a equacdo da reta, fazer a transformacgao
do objeto geométrico para a reta qualquer da entrada e apresentar a matriz do operador
correspondente a transformacgao.

iv. Cisalhamento: apresentar campo de entrada para o fator de cisalhamento, fazer a transformacgdo do
objeto geométrico e apresentar a matriz do operador correspondente para cada fator de cisalhamento.
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