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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar parte dos resultados de uma pesquisa que
buscou investigar a producéo de ideias matematicas acerca de fungdes de duas variaveis em
ambientes informatizados. A pesquisa, de cunho qualitativo, é fundamentada no constructo
tedrico seres-humanos-com-midias, descrito por Marcelo Borba e Monica Villarreal. Foi
desenvolvida com alunos de um curso de engenharia, na disciplina Célculo Diferencial e
Integral I11. Neste trabalho apresentamos e discutimos atividades relativas a exploracéo do
gréafico e do dominio de funcdes de duas variaveis, utilizando o software MAXIMA. As
atividades foram planejadas considerando-se as caracteristicas do software, especialmente
as possibilidades de visualizacdo, buscando favorecer a transicdo do calculo de uma para
varias variaveis. Foram desenvolvidas de modo a estimular as interagGes no coletivo de
seres-humanos-com-midias e a exploracao dos conceitos. Estes foram posteriormente
formalizados a partir das ideias matematicas produzidas pelos estudantes no coletivo. A
analise dos dados fornece indicios de que existiu producdo de conhecimento acerca de
grafico e dominio de funcbes de duas variaveis, sendo que cada midia teve sua importancia
e influéncia nessa producéao.

Introducéo

Muitos séo os desafios enfrentados por profesores e estudantes no que diz respeito ao
ensino e a aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral. Sdo altos os indices de reprovacéo
e desisténcias por parte dos estudantes. Entre as razGes apontadas nas pesquisas para as
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dificuldades estdo: as caracteristicas especificas dos processos envolvendo infinitos e
infinitésimos e da abstracdo requeridos pelo Pensamento Matematico Avancado (Dreyfus,
1991; Tall, 1991), a forma como os conteudos s&o trabalhados em sala de aula que enfatizam
a repeticdo, memorizacdo e as técnicas em detrimento da compreensdo dos conceitos
(Franchi, 1993; Villareal, 1999). Algumas pesquisas (Imafuku, 2008; Alves, 2010) destacam
ainda as dificuldades relativas a transicdo do Calculo de uma para varias varidveis tais como:
visualizacdo e representacdo simbdlicas mais complexas, mudangas de significados
conceituais, regras operatorias particulares, entre outras.

Ja na década de 1980 um movimento, conhecido no cenario internacional como a
Reforma do Célculo, indicava que os problemas e conceitos deveriam ser abordados de forma
algébrica, numérica e gréfica (o que era conhecido como “Regra dos Trés”) e posteriormente
incluiu-se a forma verbal ou descritiva (expandindo-se para a “Regra dos Quatro™) (Stewart,
2010). Um dos pontos sugeridos neste movimento foi 0 uso da tecnologia, como calculadoras
gréaficas e softwares educacionais, para a aprendizagem e resolucdo de problemas.

Vivenciando como professores muitas das dificuldades apontadas no contexto
descrito e tendo interesse pelo uso da tecnologia para o ensino do Calculo, realizamos uma
pesquisa buscando responder a seguinte questdo: “Que ideias matemdticas acerca de
funcbes de duas variaveis sdo produzidas em um coletivo de seres humanos-com-midias?”.

Descreveremos a seguir os fundamentos teéricos norteadores da pesquisa.

Tecnologias e Produc¢ao do conhecimento

O constructo tedrico dos seres-humanos-com-midias é apresentado por Borba e
Villarreal (2005). Para os autores o conhecimento é sempre produzido por um coletivo de
atores humanos e ndo humanos, ou seja, por um coletivo composto por seres-humanos-com-
midias, que constitui a unidade basica do conhecimento. Essa concepg¢do se fundamenta na
ideia de que 0 pensamento humano é reorganizado com a presenca de diferentes midias, como
os computadores e suas diferentes interfaces (Tikhomirov, 1981). E também nas ideias de
Lévy (1993, 1999) sobre pensar coletivamente e sobre a a nogdo de tecnologias da
inteligencia caracterizando trés técnicas que estdo associadas ao conhecimento e

consideradas como extensdes de nossa memoria: a oralidade, a escrita e a informatica.
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Borba e Villarreal (2005) enfatizam que precisamos entender que hd mudangas no
pensamento das pessoas, quando estas estdo envolvidas em atividades em que 0s
computadores estdo disponiveis. Nao se trata de julgar se ha melhoria ou ndo, mas sim de
identificar as transformacdes. Por isso, admitindo que o pensamento é reorganizado na
presenca das diferentes midias (oralidade, escrita e informatica), as consideram também
como atores que constituem o coletivo pensante, tendo papel importante na producdo do
conhecimento.

Destacamos dois pontos que nos parecem relevantes ao considerarmos os softwares
constituindo o coletivo: as posibilidades de experimentar e testar mudancas nos objetos
estudados e a visualizacdo. As estratégias com foco na visualizacdo séo favorecidas com o
uso das tecnologias digitais, sendo esta o principal meio de feedback fornecido pelos
computadores (Borba & Villareal, 2005). Para Machado (2008) as imagens provocam
processos mentais como abstracdes, associacles e articulacdes, desta forma propiciando a
descoberta. Ainda, a visualizacdo através da tela do computador “da possibilidade de se
elaborar um conjunto de argumentos (conjecturas) e ainda utilizad-los para resolver
problemas, permitindo aos estudantes construir e relacionar as varias representacfes da
informacdo e construir os conceitos matematicos” (p.107). Para Franchi (2007) a
visualizacdo facilitada pela informética torna possivel testar mudancas nas caracteristicas
algébricas e observar variacdes no aspecto grafico. “A comparacdo entre as representacoes
gréficas, algébricas e numéricas, a observacdo e a reflexdo sobre o observado podem levar a
elaboragdo de conjecturas” (p. 184), 0 que pode contribuir para produgdo do conhecimento
matematico.

Tendo sintetizado os fundamentos tedricos que nortearam a pesquisa, apresentamos

a seguir o contexto em que se desenvolveu e seus procedimentos metodolégicos.

Contexto e Metodologia

A pesquisa, de cunho qualitativo, envolveu 43 alunos da disciplina Caélculo
Diferencial e Integral 111 de um curso de Engenharia em uma Instituigéo privada de Ensino

Superior no Brasil. Teve o propoésito de investigar a producdo do conhecimento acerca de
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funcOes de duas variaveis, num coletivo de seres-humanos-com-midias, tendo como atores o
software MAXIMA e os alunos em grupos, interagindo com o professor-pesquisador.

Optamos pelo MAXIMA por ser um software livre do tipo CAS (Computer Algebra
System), que possibilita tratamento simbdlico dos contetidos, além de abordagens numéricas
e graficas, em especial o esbogo e a manipulacdo de graficos em trés dimensdes, com
diferentes possibilidades de visualizagao.

Nas aulas regulares da disciplina desenvolvemos atividades de carater exploratdrio,
com questdes abertas, com o intuito de possibilitar a discusséo, a interacdo (aluno-aluno,
aluno-computador, aluno-professor), a compreensao e consequentemente a producdo do
conhecimento acerca de funcBes de duas variaveis. Assim havia inicialmente a exploracao
orientada dos temas, permitindo aos alunos transitarem nas diferentes midias e
posteriormente as sistematizacoes tedricas dos conceitos. Os alunos trabalharam em
pequenos grupos.

Os dados foram coletados por meio dos registros dos alunos das atividades realizadas,
das avaliacBes escritas e das anotagdes do caderno de campo do pesquisador. A andlise
buscou indentificar o conhecimento matematico produzido pelos estudantes considerando a
visualizacdo, a transi¢do do calculo de uma para duas variaveis e o papel desempenhado pelas

midias no coletivo de seres-humanos-com-midias.

Desenvolvimento e Resultados da Pesquisa

As atividades relativas ao grafico e ao dominio de funcBes de duas varidveis, que
abordamos neste artigo, foram desenvolvidas em trés encontros de 100 minutos cada, sendo
os dois primeiros em laboratorio com uso do software e o Gltimo em sala de aula. Os conceitos
foram introduzidos a partir da exploracdo de imagens obtidas por meio do MAXIMA e
sistematizados de modo tedrico no terceiro encontrd. Os estudantes receberam um roteiro
com sugestdes de fungdes para serem trabalhadas e questdes estimulando a observacgéo e a
manipulacdo das imagens obtidas como gréfico das fungdes, assim como da relagdo entre
cada grafico e a regido plana obtida por sua projecdo no plano xy, que posteriormente seria

identificada como representacdo grafica do dominio da funcao.

705
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



2 2
Inicialmente foram sugeridas as fungdes f(x,y)=x*>+y*e g(x,y)= 005(_)( 1goy J

com dominio R*. Foi solicitado aos alunos que eshogassem e explorassem o grafico das

fungdes considerando diferentes intervalos de variacdo das varidveis x e y. Foram

escolhidas de modo a chamar a atencdo para o fato de que, para determinadas fungdes, um
unico intervalo de variagdo pode mostrar apenas parte do grafico, ndo dando nenhuma ideia
sobre a funcdo de modo amplo. A possibilidade de variar os intervalos foi bastante explorada
pelos estudantes. Na figura 1 temos imagens produzidas pelos estudantes para a segunda

funcéo.

Figura 1: Gréafico da segunda funcao estudada

2 2
Figura 1: Imagens do grafico da fungdo g(x,y) :cos(x Y j com diferentes intervalos de variacéo
100

das variaveis x e y. As imagens foram produzidas pelos estudantes na pesquisa.

A visualizacdo possivel pelo uso do software e a analise das imagens obtidas a partir
das variagdes dos intervalos de x e de y contribuiram para a producao de ideias matematicas
acerca dos gréaficos, que se mostraram nos registros escritos e manifestacGes orais dos
estudantes. Entre elas destacamos: “Os gréaficos de fungdes de duas variaveis sdo superficies
em trés dimensdes”; “Um grafico ndo muda quando modificamos os intervalos de variacéo
das variaveis independentes, apesar das modificagdes da aparéncia do grafico”.

Borba e Villarreal (2005), citando Levy (1993), destacam o papel do computador no raciocinio

matematico: “a possibilidade de ver os efeitos da mudanca de um pardmetro em uma equagdo pode
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contribuir para a gera¢cdo de novas conjecturas. Este tipo de utilizagdo do computador, na aquisicdo e
processamento de informacées, pode transformar o raciocinio matematico” (p. 87).%8

Indagamos se ¢ possivel calcular o valor da funcéo e esbocar o grafico para qualquer
valor de x e de y. O dominio foi definido como o conjunto de valores para os quais é possivel
calcular o valor da funcdo. Os alunos analisaram tambem outras func6es sugeridas, fazendo
uso de diferentes midias: alguns usaram os recursos de calculo algébrico do software e outros
fizeram uso da midia lapis-papel (escrita). Os resultados foram comparados e discutidos.
Buscamos relacionar o dominio com a visualizacao da regido plana obtida pela projecao do

grafico da funcéo no plano xy.

Na figura 2 temos o grafico da funcdo h(x,y) = 4/16—x2 —y® esua projecdo no
plano xy, sendo a terceira imagem a projecao obtida com maiores valores de grade, recurso

gue melhora a visualizagdo da regido e da definicdo de seu contorno.

Figura 2: Gréfico e projecdo da funcédo h(x,y)

worens 1 Ml

Figura 2: Grafico da fungdo h(x,y) = «/16— x* — y? e projeces no plano xy com diferentes valores de
grade. As imagens foram produzidas pelos estudantes na pesquisa.

Machado (2008), ao discorrer sobre visualizacéo, destaca que as imagens provocam
processos mentais como abstracdes, associacdes e articulacdes, dessa forma propiciando a
descoberta. A associacdo das imagens da projecao do grafico no plano Xy com a localizagédo
dos pontos para os quais € possivel calcular o valor real da funcdo pode ter contribuido para

a producdo de conhecimento acerca do dominio de funcdes de duas varidveis. Na figura 3

* Tradugdo nossa de “the possibility of seeing the effects of changing a parameter in an
equation may contribute to the generation of new conjectures. This kind of use of the
computer, in the acquisition and processing of information, may transform mathematical
reasoning”.
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temos algumas imagens produzidas pelos estudantes para visualizacdo da representacao

grafica do dominio.

Figura 3: Representagdes Graficas de dominios de funcdes

f(X,Y)=ﬁ f(xy)=yy -x° f(x, y)=log(y +x*)
Figura 3: Representagdes graficas dos dominios das fungbes indicadas. As imagens foram produzidas
pelos estudantes na pesquisa.

Embora os contornos ndo estejam bem delimitados, os estudantes ndo tiveram
dificuldade em identificar que as regides sao delimitadas por curvas planas, embora estas ndo
estejam visiveis como tal nas imagens obtidas, devido a limitagdes do software. Tinham
consciéncia de que as imagens poderiam ser melhoradas com o aumento da grade. Nos
didlogos dos estudantes sobre a determinacdo da fronteira da regido do dominio
identificamos aspectos da transicdo do calculo de uma para duas varidveis. Os estudantes
relacionaram os extremos dos intervalos reais, que sdao dominios de funcdes reais de uma
variavel, com as curvas gque delimitam as regides planas que sdo dominios de funcdes de duas
variaveis.

As imagens obtidas pelas projecdes dos graficos no plano xy foram comparadas com
as analises das possibilidades de calculo dos valores das funcdes, a partir de suas expressdes
algébricas, feitas utilizando os recursos de calculo do MAXIMA ou a midia lapis-papel. Por
meio dessa comparacdo (transitando entre a representacao grafica e algébrica, entre o visual
e o calculado) as ideias matematicas acerca do dominio de funcfes de duas variaveis foram
produzidas, acreditamos que de forma diferente da que seria possivel apenas usando a midia

lapis-papel ou apenas as imagens produzidas por meio do software.

Considerac0es Finais
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Na pesquisa descrita buscamos identificar como se da a producdo de conhecimento
acerca do grafico e do dominio de funcBes de duas varidveis, em um coletivo de seres-
humanos-com-midias, tendo como atores o software MAXIMA, os computadores e 0s alunos
em grupos, interagindo com o professor-pesquisador. Descrevemos e analisamos atividades
nas quais os estudantes, com uso das Tecnologias Digitais e outras midias, como o lapis-
papel, constituindo um coletivo de seres humanos-com-midias, puderam explorar conceitos
matematicos acerca de fungdes de duas varidveis, de modo a elaborar e testar conjecturas e
produzir ideias matematicas referentes ao tema. Para tanto buscamos aproveitar as
caracteristicas que as midias utilizadas oferecem, como as possibilidades de trabalhar
diferentes representacdes: graficas, numéricas e algébricas.

Pode-se dizer que o0s recursos de visualizacdo possibilitaram producdo de
conhecimento diferente do que seria produzido apenas com a oralidade ou escrita. Imagens
de superficies tridimensionais obtidas por meio de softwares sdo frequentemente encontradas
nos livros de Célculo. No entanto é significativamente diferente olhar uma imagem pronta
ou produzi-la com a possibilidade de mudar expressdes, variar parametros, elaborar
conjecturas a partir do observado, testa-las e tirar conclusdes. As ideias matematicas
produzidas pelos estudantes na exploracdo inicial foram fundamentais para a formalizacéo e
para a abordagem tedrica dos conceitos de gréfico e dominio de fungdes de duas variaveis,
feita posteriormente.
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