Una métrica simple y curiosa
Héctor H. Cuenya

El objetivo de este breve articulo es presentar un ejemplo de una métrica
en un intervalo de la recta que, no obstante lo simple de su definicién, tiene
curiosas propiedades desde el punto de vista geométrico. Mds precisamente,
mostraremos que las “formas” de las bolas varian con los centros y los radios.
Ademas, veremos como uno se puede estar “alejando” de un punto dado en el
sentido usual (es decir, considerando la métrica euclidiana) y simultineamente
estar aproximandose tanto como se quiera a ese punto en esta nueva métrica.
Estas cualidades de la métrica, que contrastan con la primera nocién intuitiva
de bolas que uno adquiere, hacen que pueda resultar interesante para dar, a
manera de ejemplo, en un curso introductorio de espacios métricos.
Comenzamos por introducir el concepto de métrica 6 distancia en un conjunto

FE no vacio.

Definicién. Una métrica en el conjunto F es una funcién d: E x E — R la

cual satisface

(1) d(a,b)=0siysolosia=>b

(2) d(a,b) = d(b,a) para todo a,b € E. (Simétrica)

(3) d(a,bd) < d(a,c)+ d(c,b) para todo a,b,c € E.(Desigualdad triangular)
El par (E,d) se denomina un espacio métrico.

Definicién. En el espacio métrico (E,d), sia € Ey r es un nimero real positivo

llamaremos bola abierta(bola cerrada) de centro a y radio r al conjunto
B(a,r) = {z € E : d(a,z) < r}, (Bl(a,r)={z € E:d(a,z) <1}, Tesp.).

El conjunto S(a,r) = {z € E : d(a,z) = r} es llamado esfera de centro a y
radio r.
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Ejercicio Si d es una métrica, entonces d(a,b) > 0 para todo a,b € E.

Un primer ejemplo de métrica en R es la llamada métrica euclidiana e
definida por e(z,y) = |z — y|, para z,y € R.
Sea E=[0,1)y d: E x E — R una funcién definida por d(0,0) = 0 y por

m 1-M

d(a,b) = (M + 1_m)(M-m),

sia#06b#0,donde my M son el minimo y el méaximo entre a y b, respec-

tivamente. Es decir m = min{a,b} y M = max{a,b}.

Teorema. d es una métrica sobre [0, 1).

Demostracion (1) y (2) quedan para verificacién del lector.

Mostraremos la desigualdad triangular. Sean a,b,c € [0,1) con a < b. Los casos
b = 0 6 bien a = ¢ se verifican directamente, luego suponemos de ahora en mas

b>0ya#c.Sia<c<b,entonces

d(a,b) = %(b—a)+ I;:Z(l—b)
- %(b-c)+§(c-a)+£’—:§(1-b)+‘;:Z(l-b)
< g(b—c)+%(c—a)+ 1:2(1-b)+ f:Z(l_c)

= d(a,c)+ d(c,b).

Supongamos ahora a < b < ¢ y consideremos la funcién g(z) = d(a,z)+d(z,b),

paraz € [b,1). Como 1 —a > tenemos

b

9(17) =a(1 —a)+ b(1 - b) > d(a,b) = g(b)
Por otro lado, la derivada segunda de la funcién g es

2(a?+b2) 2 2

@)(z) = -
g (z)_ z3 l—a 1—b<0

Luego la funcién g es céncava y por lo tanto g(z) > d(a,b) para todo z € [b,1),

en particular para z = c.
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El caso, 0 < ¢ < @ < b se reduce al anterior. En efecto, es facil ver que d

satisface
d(z,y) = d(1-z,1-y), para z,y € (0,1),

de aqui y del caso previo tenemos
d(a,b)=d(l1-a,1-b)<d(1-a,1-¢)+d(1-c¢c,1-0b)=d(a,c)+ d(c,b).

El caso faltante 0 = ¢ < a < b, queda para el lector.O
Ahora hacemos una pequefia disgresion para estudiar algunas propiedades

de la funcién

(g+i:z)(z—a) si a<z<1
f@=1 . 1-a _
e

con a € (0,1), que nos dardn informacién sobre la “formas” de las bolas
abiertas, bolas cerradas y esferas.

Ejercicio. La funcién f es dos veces derivable en (0, 1) excepto en a y

2a? 2 .
_1_3_1—a si a<z<l1
@)(2) =
e M—g si 0<z<a
(1-z)* a '

En todo caso la derivada segunda es negativa, luego la funcién es céncava en
cada uno de los intervalos (0,a) y (a,1).

Ejercicio. Si f(0%) y f(17) son los limites derecho e izquierdo de f en 0y 1

respectivamente, entonces

f(0%) = f(17) = a(1 - a).

36



Ejercicio. Si 0 < a < 1, la funcién f alcanza un méximo A; en el intervalo
(0,a) y un maximo A; en el intervalo (a,1). Si @ = 0 la funcién f alcanza un

maximo en [0,1).

Supongamos ahora 0 < a < :1; Mostramos que en este caso A; < A, y que

A; = Ay siy sélo sia= % En efecto,si z < a

z(l_:;)ltax()l_a)(a—z)
_l-asz(l1-2)+a(l-a)

T T ( (1-a)(1 - z) )(“")
l-a a-

z
- a l—z—af(l_z)

< f(1-2).

Ejercicio. Probar la tdltima desigualdad. Probar también que la desigualdad

f(z)

es estricta si y sélo si a < ,1—,

De aqui sigue que A; < Ay y Ay = Ay siysblosia= % El caso%<a<1
no merece consideracién especial ya que produce resultados andlogos al caso
0<ac<i.

Retomando nuestro problema original, observamos de la discusién precedente

quesi0<a< % podemos elegir nimeros reales ry,r; , r3 y 74 tales que

0<rm<a(l—-a)<r <A <r3<A;<rg.

Ahora es ficil ver que B(a,r;) es un intervalo abierto que contiene a a y
contenido estrictamente en el (0, 1). La bola abierta B(a,r;) es una unién de tres
subintervalos disjuntos dos a dos, uno semiabierto que contiene al cero, y dos
abiertos , uno conteniendo a a y el otro con extremo derecho 1. La bola abierta
B(a,r3) es una unién de dos intervalos disjuntos, uno semiabierto conteniendo
al cero y al a y otro abierto con extremo derecho el 1. Finalmente, la bola
abierta B(a,r4) es igual al intervalo [0,1).
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Ejercicio. En el caso a = 1 probar que las bolas abiertas estin compuestas
A) 2 P q p

por un intervalo 6 por la unién de tres intervalos disjuntos dos a dos.

Ejercicio. En el caso a = 0 probar que las bolas abiertas estin compuestas

por un intervalo 6 por la unién de dos intervalos disjuntos.
Ejercicio. Describir las bolas cerradas y esferas en todos los casos posibles.

Ejercicio. Sea § el didmetro del conjunto E, es decir

§ = sup d(z,y).
z,y€E

Probar que
V2 V2
2’ 2

Las sfguientes figuras ilustran los graficos de la funcién f(z) = d(a,z) para

§=d(1- )=6—4v2.

tres valores de a

(1)a=0

05925
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(2)a=0.3
D835
053
0525
O82
0.15
0.1
0.05

(3)a=}

0.3
0.25
022

0.1

Comentarios.

(1) Como dijimos en la introduccién de este articulo, en el primer grifico
podemos observar que cuando en el eje de abscisas nos aproximamos en
la métrica euclidiana por la izquierda al punto de abscisa 1, o dicho de
otra manera nos alejamos en la métrica euclidiana del punto 0 € E,
simultineamente nos estamos acercando tanto como uno quiera al punto

0 en la métrica d.

(2) Es conveniente notar que métricas d’ sobre subconjuntos de R produciendo
bolas de distinta forma también se pueden lograr, por ejemplo, tomando

sobre el grifico de una funcién sinusoidal f(z) = sen(az) definida so-
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bre el conjunto E, la métrica inducida por la métrica euclidiana en R? y
luego “transportando” esta métrica sobre E, es decir definiendo d/(z,y) =
||f(z) = f(y)||- Podemos asi conseguir bolas abiertas compuestas de mu-
chos intervalos disjuntos dos a dos, tomando convenientemente el a. Sin
embargo, nuestra métrica tiene un caracter si se quiere mas intrinseco,ya
que depende sélo de las propiedades que tiene R por ser un cuerpo orde-
nado. Ademids, lo sencillo de su definicién permitié como hemos visto un

rapido andlisis de todas las situaciones posibles.

Para aquel lector familiarizado con el concepto de topologia, puede resultar

ser interesante comparar las topologias inducidas a partir de las métricas e y d.

Ejercicio. Probar que la topologia inducida sobre E por d esta estrictamente
contenida en la topologia inducida por e.

Como otra aplicacién de nuestra métrica podemos ver que la misma nos
provee de un ejemplo de métricas equivalentes (es decir, producen la misma
topologia), que no son uniformemente equivalentes (recordemos que dos métricas
sobre un espacio métrico son uniformemente equivalentes si la funcién identidad
de un espacio métrico en otro es uniformemente continua con inversa uniforme-
mente continua). En efecto, si £y = E — {0} y consideramos las métricas
inducidas sobre E; por e y d, tenemos el siguiente resultado que dejamos como

ejercicio.

Ejercicio. Las métricas e y d sobre E; son equivalentes, pero no uniformemente

equivalentes.
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