Principio de Induccién
Maria Isabel Viggiani Rocha - Gabriela Paola Ovando

Supongamos tener 1.000.000 de lamparitas eléctricas alineadas de tal forma
que al encenderse una de ellas se enciende la siguiente. En un moniento dado
queremos saber si todas las lamparitas estdn encendidas. La verificacién directa
seria bastante trabajosa, pero el lector ya habrd encontrado otra forma de
resolver el problema. Dird: “Basta con observar si la primera lamparita estd
encendida”. Investiguemos ahora, en nuestro razonamiento, cudles han sido
las hipdtesis que nos han permitido asegurar que todas las lamparitas estdn

encendidas.

1) Sabemos que la primera lamparita estd encendida,
2) sabemos que si una lamparita estd encendida, también estd encendida la

siguiente.

Para generalizar este razonamiento a otros casos similares, numeremos las
lamparitas de 1 en adelante y asociemos a cada nimero n una proposicién que
abreviaremos P(n) y dice lo siguiente: “la lamparita n estd encendida”. La
proposicién P(n) puede ser, evidentemente, verdadera o falsa.

Con estas convenciones, y teniendo en cuenta que el siguiente de un nimero
natural se obtiene sumando 1 a ese nimero (el siguiente de n es n + 1), las

hipétesis anteriores se expresan

1) Sabemos que P(1) es verdadera,
2) para cualquier n sabemos que si P(n) es verdadera,entonces P(n+ 1) es

verdadera.

La conclusién, es decir, que todas las lamparitas estdn encendidas se expresa:

“la proposicién P(n) es verdadera para todo n”.
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La posibilidad de obtener tal conclusién a partir de las hipétesis 1) y 2) es
una propiedad intrinseca de los nimeros naturales que puede aplicarse a toda
situacién similar a la dada. El nimero de lamparitas que dimos como dato al
principio, no desempefa ningin papel en este razonamiento, puede aumentarse
tanto como se quiera. Con este ejemplo el lector habrd captado el soporte

intuitivo del “principio de induccién”, que damos a continuacién.

Principio de Induccién

Sea P(n) una proposicién asociada a todo nimero natural n. Si se cumple:

1) la proposicién P(1) es verdadera,

2) si la proposicién P(n) es verdadera, entonces también lo es P(n+1) para

cualquier n,
Entonces P(n) es verdadera para cualquier nimero natural n.

Demostracidon:

Definamos § = {n/ P(n) es verdadera}. Queremos probar que

S= IN. Notemos que
(i1eS
(i) Si » € S entonces (n+1) € §
Sea T = IN- §. Es suficiente probar que T = . Supongamos que T' # 0.

Entonces T contiene un menor elemento m . Por hipdtesis m # 1 y entonces

m > 2. Perocomo0 < 1,0 < m—1< m. Como m es el menor elemento de

La existencia de este elemento minimo es consecuencia del principio de buena ordenacién

en los niimeros naturales: “ todo subconjunto no vacio de IN, tiene menor elemento”.
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T, se sigue que m — 1 € §. Pero entonces, por hipétesis
(m-1)+1=m
pertenece a S, lo cual es un absurdo.

La validez de este principio es una de las propiedades fundamentales de
los niimeros naturales. Consideremos otras formas alternativas al Principio de

Induccién:

a) Sea P(n) tal que
al) P(p) es.verdadera
a2) Vk > p si P(k) es verdadera entonces P(k + 1) es verdadera

Entonces P(n) es verdadera cualquiera sea n > p

b) Sea P(n) tal que
b1) P(1) es verdadera
b2 ) Vk € IN si P(m) es verdadera V m < k, entonces P(k +1)es
verdadera. ,
Entonces P(n) es verdadera Vn € IN. A esta forma se la suele denominar

;Principio de Induccién Completa?’.

Estudiemos a continuacién algunos ejemplos

I) Sea P(n):

n

. _n(n+1)
3= oD

i=1
Observemos que P(1) es verdadera pues 1 = 12 :
Supongamos P(k) verdadera (es decir Z,_li = Jk—;’—ll), debemos probar

que P(k + 1) es verdadera , _ :
SHi= St kD) =M b k1= (k+1)(5+ )_(M)@
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Por lo tanto P(n) es verdadera Vn € IN.

El lector puede probar
a) Z:——l i _ n!n+16[!2n+1!

Esta férmula puede deducirse como sigue. Empezamos con la férmula
(k+1P2 -k =3k +3k+1
Escribiendo esta férmula para k£ = 1,...,n y sumando obtenemos:

23 13 =3.134+3.1+1
3323 =3224+32+41

(n+1®—-nd =3n%4+3n+1
(n+12-1 =31%+..+2)+3(1+..+n)+n
Asi podemos encontrar ) ;_; k? si ya conocemos Y ;_; k .Este método

puede utilizarse para hallar las férmulas b) y ¢); d) y €) quedan como ejercicio.

b) Ez-—li _..'"- n).

4

c) 1%5+'2173+...+;(%T)=ﬁf

d) 11_3 + 513 ot (2n—1)1(2n+1) = Tl
e)Encontrar una férmula para: F+E+3+..+ -(;;”T)—,

IT) Si m es impar entonces m es de la forma 2s+1 con s € ZZ. Afirmacidn;
m™ esimpar

P(n) es la proposicién “m”™ es impar”

P(1) es verdadera pues m es impar
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ASupongamos vélido P(k), veamos P(k + 1)

mFtl = mhm = (2t 4+ 1)(2r + 1)
=4tr+2t4+2r+1=22tr+t+r)+1

IIT) Probemos
a) 6712 4 727+1 n € IN es divisible por 43
b) 8 divide 2 3" + 7" +6,n € IN
c) 73 divide a 8"t2 + 92"+l n ¢ IN

Veamos a). Sea P(n) la proposicién “6"+2 + 72n+1 es divisible por 43”
P(1) es verdadera, en efecto 6 + 72 = 216 + 343 = 559 = 43.13
Supongamos P(k) verdadera, es decir 6512 4 72k+1 = 43.s con s € Z.
Probemos P(k + 1)

gk+1)+2 4 72(k+1)41 = g(k+2)+1 4 7(2k+1)+2
- 6k+26 + 72k+149
= 6526 4 725+1(6 + 43)
— 6(6k+2 + 72k+1) +43.72k+1 )
= 6.43.5 + 43.7%%+1 = 43(6s + 7%*1) se N

Verificamos que la proposicién es verdadera. b) y c) se dejan como ejercicio.

IV) Mostremos que paran € IN z € IR z > —1, tenemos

14z)">21+nz

Sin=1,14+2z > 1v+cc
Si n = k, asumimos que (1 + z)*¥ > 1+ kz, demostremos paran =k + 1
(14+z)Ft! = (14+2)¥(1+2) > (1+kz)(1+2) = L+kz+z+ka? > 1+(k+1)z
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Con lo cual concluimos la demostracién.

V) Probemos que
3">2"+64 ,n>4

Si n = 4 tenemos 2* + 64 = 80 < 81 = 3*

Supongamos que la proposicién es verdadera para k > 4 , probémosla para
E+1

3k = 3.3F > 3(2F + 64) > 2(2% + 64) = 251 1 128 > 2F+1 4 64

Con lo que concluimos la prueba.

VI) Mostraremos que n rectas en el plano, las cuales. no son paralelas dos
a dos, y tres de ellas no se intersecan en un mismo punto dividen el plano en
L’f_‘*;?’}_t%l Tegiones. A

Una recta divide al .plano en dos regiones, llamadas semiplanos (axioma de
divisién del plano). ‘

Supongamos que k rectas dividan al plano en &fﬂl regiones. La (k+1)-
ésima recta deberd cortar a las k£ anteriores en k diferentes puntos y, por lo
tanto aumentard en (k4 1) el nimero de regiones existentes (Verifique esto).

Es decir

E2+k42 — K2tk 2+2k42
_._'tz__'l'_ + (k + 1) —_ _‘t.iiiﬂ_‘L
— kziki2i21i2kj;l

— (k4134 (k+1)+2
- 2

VII) (¥)

~ (cosz + cos2z + ... + cos nm)sen—z— = cos (W)sen(%)

Recordemos:

19




sen(—z) = —senz; seno — senfl = 2sen“3= 2 cos gié
sena. cos B = Lsen(a — B) + Ssen(a + f)

Probaremos (*) por induccién en n.

Sin=1 coszsen = cos Fsenf

Supongamos que la proposicién es verdadera para n = k. Probemos para
E+1:
(cosz + ...+ cos kz + cos [(k + 1)z])senf =

(cosz + ...+ coskz)senf + cos [(k + 1)z]sens
= cos Qﬂﬁfaen + cos [(k + 1)z]sent
= 1(sen=E + .sen&’,i;lE + sen(-—i&’;ﬁ)+

+sen!2k-§3!z)

= 5(sen£——2—L — sen%)
- sen(2k-;—2):z: cos (2k1—4)z
— sen(k-{-zl)z oS (k-}éZ)z

VIII) La sucesién de Fibonacci a1, az, as, ... se define como sigue

ay = 1
as = 1
ap = Qp-1+Gn-2 ,7 >3
Esta sucesién, cuyos primeros términos son 1,1,2,3,5,8,... fue descubierta
por Fibonacci ( 1175-1250 aproximadamente ) en relacién con un problema de
conejos. Fibonacci supuso que de cada pareja de conejos, a partir del segundo
mes de vida nacfa una nueva pareja cada mes. Partiendo de una pareja inicial,
sea a, el nimero de parejas nacidas al cabo de los primeros n- meses. En el mes
n-ésimo mes tendremos las a,- parejas correspondientes al mes n — 2, mas las

n — 2 que nacerdn de estas, mas a,—j — a,—3, que no aportardn nuevas ya que
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todavia son muy jévenes. En total en el n-ésimo mes tendremos
an = Gp-2 + (an—l - an—Z) + ap—2 = Gp_3 + a1 Dparejas
Vamos a demostrar que
( 1;};15)11 - ( 1-v/5 )n
2 2
V5

C Gy =

Sin=16n=2 tenemos

1+v6, 1-vB. 25
7 ) -Fl=5%

1+v6, 1-v6, 1 46
ﬁ[( 5 ) —(—5 )]—'\/—'E[T]-l‘-az

Sea n > 2 y supongamos el resultado valido para k < =, veamos parak =n

an = Qp-1+ Gp-2
W@“P@“%%WCiW]
[(A8)-2)(358) - (1587)(3508]

[(1+\/' )n—2(1+\/— )2 (1—\/' )n-z(l—\/" )2]
H@”P@ﬂ

It
shsk sk ok

Observemos que en este ejemplo es necesario hacer uso de la hipdtesis in-

ductiva para k < n.Veamos otro ejemplo de la misma situaci6n.

IX) Sea f : IN — IN definida por

n .
g si nes par

f(n)=14 3n+1, sinesdelaforma 4k+1lconk € No

3n —1, si nes delaforma 4k — 1lcon k € INg
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Calculemos por ejemplo f4(3) y f8(7). Tenemos respectivamente

3—-8—24—-2—-1
7—-20—-10—-5—216—-8—-4—-2—>1

. Mé4s generalmente afirmamos que la aplicacién reiterada de f a cualquier n

conduce a 1, al cabo de un niimero m de pasos (m dependiendo de n).

En efectb, si n =1, tenemos f(1) = 4, f3(1) = 2, f3(1) =1.

Supongamos P(k) verdadera para todo k£ < n y probemos que es cierta para
n. Si n es par, entonces f(n) = § < k; por lo tanto reiterando la aplicacién de
f sellega a 1. Sea, pues n = 4s+1. Se tiene que f(n) = 3(4s+1)+1 = 12s+4;
f2(n) = 6s+2; f3(n) =3s+1. Si3s+ 1< 4s+ 1= n, es posible aplicar la
hipétesis inductiva y concluir que la aplicacién reiterada de f a 3s+ 1 conduce
a 1. Queda la posibilidad 3s+ 1 =4s+1,05sea s =0y porlo tanton =1, en
cuyo caso la afirmacién es claramente valida. '

Dejamos como ejercicio la posibilidad n = 4s — 1. Considerados todos los

casos, concluimos que P(n) es verdadera para todo n.

X) Probemos que la suma de los 4ngulos de un poligono convexo de n lados
es S, = 2R(n — 2) ,(R = 90°). En este caso trabajaremos con el conjunto n €
IN,n2>3.

Para n = 3, sabemos que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo
es 2R = 2R(3 — 2), lo cual dice que la propiedad es cierta.

Supoﬁga,mos que es cierta para n > 3, S, = 2R(n—2) (poligono de n lados).
Sea ...LM NPQ... un poligono convexo de n + 1 lados. Si trazamos la diagonal
M P, se obtienen dos poligonos convexos ... LM PQ...y MNP; ...LM PQ)... tiene
n lados y por lo tanto S, = 2R(n — 2), MNP es tridngulo y 53 = 2R. Luego
Spy1 = Sn+ S3=2R(n—2)+ 2R =2R(n—2+ 1) = 2R[(n+ 1) — 2],lo que

demuestra la validez de la férmula.
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X1I) Parece normal que /7 tenga que ser irracional siempre que el nimero

natural » no sea cuadrado de otro niimero natural. Un nidmero natural p se

dice que es un nimero primo si es imposible escribir p = ab para nimeros
naturales @ y b a no ser que uno de éstos sea p y el otro 1; por convencién
se considera que 1 no es un ndimero primo. Los primeros nimeros primos son
2,3,5,7,11,13,17,19.

El Teorema Fundamental de la Aritmética afirma que

Todo nimero natural n > 2 puede escribirse de manera tinica como producto
de nimeros primos, salvo por el orden de los mismos.

Probemos esta afirmacién por induccién; supongamos que todo nidmero
menor que n pueda exp.resa,rse‘ como Proddcto de primos. Si n es primo no
hay nada que probar. De lo contrario n = ab con ambos a > 1, b > 1. Segin lo
supuesto por hipétesis inductiva, a y b son ambos productos de nimeros primos,
con lo que también lo es n = ab. Supongamos que existen dos descomposiciones
de n como producto de factores primos, o sea n = p{l p’f P = qil q?... ir con
Pk Gk DTMOS P; # Pjyi # j 6,5 = j1ye0sfom1 Y G F @ K F L Byl = 1150081
Usemos induccién para probar la unicidad de la descomposicién. Recordemos
que si un nimero primo divide a un producto divide a uno de los factores.
Como p; divide a n, divide a algin ¢;. Por cancelacién eliminamos Py G.
Comom =-<nym= p{l_lpg"...pg’ = q{‘q}?...qﬁ"l... ir, aplicando ahora
hipétesis inductiva, resulta que los factores primos y sus respectivas potencias
deben ser iguales, salvo por el orden, y por lo tanto también para n ambas
descomposiciones sélo pueden diferir en el orden en que aparecen sus factores.

Volvamos a nuestra inquietud original. Si /7 = § entonces b’n = a? con lo

cual las respectivas descomposiciones primas de nb? y de a? deberédn coincidir.

Ahora bien, cada niimero primo debe aparecer una cantidad par de veces en la
descomposicién de a? y en la de b? y por lo tanto deberd ocurrir lo mismo con

la descomposicién de n. Esto implica que n es un cuadrado perfecto.

E. Gentile “Notas de Algebra”, Editorial Eudeba

23




XII) Sea f(n,k) el nimero de formas de seleccionar k objetos de un con-
junto de n objetos dispuestos en fila, de modo que dos de ellos no sean consec- .
utivos. Afirmamos que

n—k+1
. )

V) fmk)=(

Tenemos las condiciones iniciales f(n,1) = (:) =nysin>1, f(n,n) =
0= ()

Seg‘l < k < n. podemos dividir las selecciones en aquellas que incluyen el
primer objeto y aquella,s que no.

Las selecciones que incluyen el primer objeto no deben incluir el segundo
objeto y son numeradas por f(n — 2,k - 1).

Las selecciones que no incluyen el primer objeto son enumeradas por f(n —

1,k)

Por lo tanto tenemos la recurrencia (2)  f(n,k) = f(n —1,k) + f(n —
2,k — 1) (pues las divisiones anteriores producen una particién en el conjunto
de selecciones).

Probaremos (1) por induccién. Por hipétesis inductiva,

fn—1,k) = (n;k)  f(n—2,k—1)= (’_‘_k)

k-1

ri=()+ () =77

Parala prueba de la dltima igualdad recomendamos desarrollar cada uno de

(2) dice

los binomios del miembro de la izquierda por sus expresiones factoriales y operar -

para obtener el miembro de la derecha, con lo cual concluimos la demostracién.

XIII) Supongamos un rectdngulo y n rectas que pasan por puntos inte-

riores del rectdngulo, determinando en él diferentes regiones. Probaremos que
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podemos bicolorear el mapa, es decir, podemos asignarle a cada una de las re-
giones, uno de dos colores de manera tal que dos regiones que comparten un
‘segmento tienen colores diferentes.

Una recta divide el rectdngulo en dos partes y a cada una de ellas le damos
un color .

Por hipétesis inductiva supongamos tener bicoloreadas las regiones deter-
minadas por n rectas. Agreguemos una recta mas. Esta nueva recta divide
al rectdngulo en dos partes A y B. Elijamos una de esas partes y en ella de-
jamos los colores como estaban, mientras que en la otra cambiamos los colores,
da tal forma que cada regién tiene ahora el color distinto del que tenfa. De
esta manera hemos bicoloreado el recténgulo pues, la primera regién estd bi-
colorerada; la dltima recta interseca a m regiones, cada una de las cuales fue
dividida en dos. Aquellas partes que estdn en la primera regién A tienen su
color original, las otras tienen uno distinto por estar en la otra regién B y en-
tonces hasta el momento, logramos que este mapa parcial fuera bicoloreado.
Puesto que el mapa original estaba bicoloreado, con el cambio hecho en esta

etapa conseguimos bicolorear el nuevo mapa y concluimos la demostracion.

APENDICE

Este principio puede ser generalizado en el principio de induccién tré,nsﬁnita,
el cual permite trabajar con conjuntos que no sean IN. Parala demostracién de

este principio necesitamos algunas definiciones:

Sea A un conjunto. Una relacién de orden en A es una relacién reflexiva,

antisimétrica y transitiva.

Se llama conjunto (parcialmente) ordenado a un par (4, R), donde A es un.

conjunto y R una relacién de orden en A.
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Se dice que (4, <) estd totalmente ordenado por la relacién “<” si, para

todo par a,b de elementos de A, se cumplea<b o b<a.

Sea B un conjunto no vacio de un conjunto (A, <) parcialmente ordenado,

| un elemento ¢ € B es el menor elemento de B, si ¢ < b para todo b € B.

Si todo subconjunto no vacio de (A4, <) tiene menor elemento, A se dice bien

ordenado.

Se puede observar que todo conjunto bien ordenado estd totalmente orde-
nado, pues si a,V b son elementos de (4, <), luego {d', b} es un conjﬁnto no vacio
de Ay tlene un menor elemento, es dec1r, a<b 6 b < a.

La reciproca no es cierta: no todo conjunto totalmente ordena.do es bien
ordenado (Por ejﬂmplo en IR, el conjunto {z G R:z > 3} no tiene menor

: elemento).
Teorema - Principio de Induccién Transfinita

Sea B un subconjunto no vacio de un conjunto (4, g) bien ordenado tal que

para todoa € A

{ceAjle<a}CB =a€B

Entonces B= A .

Demostracion:

Supongamos que existe z € A tal que z ¢ B. Sea C = A — B; observemos
que C es no vacio y que existe ¢ € C tal que ¢ < c para todo c € C (prlmer
elemento de C). ’ ’

Sea D = {d € A/d < &}; entonces D C B pues si existiera z € D (por lo
tanto z < ¢) tal que z ¢ B, (ie z € C), entonces ¢ no serfa menor elemento.

Luego, por hip6tesis ¢ € B; lo cual es una contradiccién.

Este teorema permite el uso del siguiente
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Criterio de demostracién

Sea (4, <) un conjunto bien ordenado y sea P(z) una proposicién asociada
a cada elemento z € A. Si para todo z € A, se cumple que la validez de P(y),
cada vez que y € S; = {a € A / a < z}, implica la validez de P(x), entonces

la proposicién es verdadera para todo z € A.

El principio de Induccién en IN es equivalente al principio de Buena Orde-

nacién.
Principio de Buena Ordenacién

Si A es un subconjunto no vacio de los nimeros naturales, entonces A tiene

un elemento minimo.

Demostracién:

Supongamos que A no tiene elemento minimo. Sea B el conjunto de los
nimeros naturales n tales que 1,2, ...,n no estin ninguno en A. Evidentemente
1 estd en B ( pues si 1 estuviese en A, entonces A teﬁdn’a 1 como elemento
minimo). Adem4s si 1,2,...,k no estdn en A, entonces k + 1 no estd en A (de
este modo serfa el elemento minimo de A); de manera que 1,2, ...,k+ 1 no estan
ninguno en A. Esto demuestra que si k¥ € B entonces k+ 1 € B, con lo cual B
= IN y por lo tanto A = (.

La otra parte de la equivalencia fue demostrada en el texto del articulo.

Fa.C.E.y T. Universidad Nacional de Tucuman
Fa.M.A.F. Universidad Nacional de Cérdoba
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