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INTRODUCCION

El proyecto investigador que aqui se presenta se enmarca dentro de la linea de
investigacion Pensamiento Numérico y Algebraico en la que vengo desarrollando mi
actividad investigadora dentro del area de Didactica de la Matematica. Surge, en gran
medida, del trabajo en equipo que venimos realizando en el seno de varios proyectos
I+D+i en el departamento de Didactica de la Matemaética de la Universidad de Granada
y de mi estancia en otras universidades nacionales y extranjeras. Describimos aqui un
linea de trabajo en la que se localiza gran parte de la investigacion que he realizado
hasta el momento, pero principalmente, en la que se planifica su continuacién motivada
por las vias de investigacion abiertas identificadas en los trabajos realizados y por mi
interés personal por la investigacion en esta linea. Las cuestiones que se abordan
conciernen a diferentes componentes de la competencia algebraica, partiendo de una
amplia concepcion del algebra escolar (en adelante, &lgebra) reconocida a nivel
internacional. Concretamente se busca profundizar en el estudio de los procesos de
desarrollo y uso de pensamiento relacional y sentido estructural, y en el uso y
comprension de dos sistemas de representacion vinculados a la actividad algebraica: el
lenguaje horizontal de igualdades y paréntesis (en adelante lenguaje HIP) y el

simbolismo algebraico.

El documento se presenta estructurado en diez apartados, estando el primero de
ellos dedicado a detallar el contexto institucional en el que desarrollo mi actividad
investigadora (ver Figura 1). A continuacion, para enmarcar la investigacion que se
propone, se presenta una sintesis de la evolucion que a nivel internacional ha
experimentado la investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra, se atiende
a la cuestion qué es el algebra y se aborda la problematica de la ensefianza y aprendizaje
del algebra. Estos elementos junto con la definicion de dos constructos clave en este
trabajo, sentido estructural y pensamiento relacional, nos permiten formular con
precision y justificar el interés de la investigacion que aqui se plantea.

La propuesta que se presenta es un plan de trabajo a corto y medio plazo. En el
momento en que se presenta este documento ya se ha iniciado la investigacion que se
propone por medio de tres estudios que se encuentran en diferente nivel de desarrollo y

que se describen al final de este documento. Cerramos el proyecto indicando la
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contribuciéon que prevemos que el desarrollo de esta investigacion supondré para la
innovacion curricular y para la investigacion en educacion matematica.
CONTEXTO INSTITUCIONAL
Mi actividad investigadora, y en particular este proyecto de investigacion, se enmarcan
en la linea de investigacion Pensamiento Numérico y Algebraico y, mas concretamente,
en la investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje del algebra, incluyendo su
conexion con las matematicas propias de la etapa de educacién primaria en linea con la
propuesta Early-Algebra. En la actualidad también colaboro en investigaciones sobre la
estimacion de cantidades de magnitudes continuas, la modelizacion como metodologia
de ensefianza, la invencion y resolucion de problemas, la influencia del lenguaje en la
actividad matematica y la formacién inicial de profesores. En estas tres lineas vengo
desarrollando mi actividad investigadora de forma colaborativa con otros
investigadores, la mayoria de ellos estudiantes de posgrado y personal docente e
investigador adscrito a la Universidad de Granada. El contexto institucional de esta
actividad investigadora es el grupo de investigacion FQM-193 “Didactica de la
Matematica. Pensamiento numérico” y, de forma complementaria, diferentes proyectos
de investigacion dirigidos por el Dr. Enrique Castro y financiados por el Plan nacional
de Investigacion, Desarrollo e innovacion. Concretamente los siguientes proyectos, el
ultimo aun en vigencia:

= “Representacion y resolucion de problemas en educacién matematica” (2003-

2005),
= “Representaciones, nuevas tecnologias y construccion de significados en
educacion matematica” (2006-2009)

=  “Modelizacién y representaciones en educacion matematica” (2010-2012).

En el desarrollo de mi actividad investigadora también he colaborado y colaboro con
investigadores de otras universidades, entre los que destaco a la Dra. Rebecca Ambrose
(Universidad de California-Davis), el Dr. John Mason (Open University y Oxford

University) y el Dr. Bernardo Gomez (Universidad de Valencia).
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Figura 1. Marco en que se desarrolla mi actividad investigadora

Grupo FQM-193

El grupo FQM-193 al pertenezco desde el afio 2003, inicialmente como becaria del
programa de Formacion de Profesorado Universitario (FPU) y posteriormente como
personal (laboral) docente e investigador adscrito al area de Didactica de la Matematica
en la Universidad de Granada, esta dirigido por el Dr. Luis Rico y reconocido por el
Plan Andaluz de Investigacion, Desarrollo e innovacion, del cual recibe financiacion
desde su constitucion en 1988.

Este grupo consta en la actualidad de 26 miembros que realizan su labor
investigadora en las Universidades de Cordoba, Granada y Malaga, la Universidad
Carlos 11l de Madrid y la Universidad de los Andes (Colombia), y pertenecen, a nivel
nacional, al grupo “Pensamiento Numeérico y Algebraico” de la Sociedad Espafiola de

Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM). El objetivo principal de nuestra
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actividad como grupo es comprender la naturaleza del pensamiento matematico, de su
ensefianza y de su aprendizaje, y usar tal conocimiento en la practica para el aprendizaje
y la ensefianza de las matematicas. Reconocemos ambas acciones como fines
principales en la investigacion en Educacion Matematica.

Inicialmente el campo de estudio considerado por el grupo fue la aritmética escolar
y las nociones béasicas de ndmero, incluyendo los sistemas numeéricos superiores
(enteros, racionales y decimales), y se extendia al estudio sistematico de las relaciones y
estructuras numeéricas, la teoria de nameros, el inicio del algebra, los procesos infinitos
que dan lugar al sistema de los nimeros reales y los conceptos basicos del andlisis. Por
este motivo se integré en la denominacion del grupo el término “Pensamiento
numerico”.

Este interés por el pensamiento numérico ha estado acompafiado de los siguientes
supuestos tedricos que fueron explicitados a final del pasado siglo y que aparecen
recogidos en la pagina web del grupo http://fgqm193.ugr.es/:

= Consideracion de la construccion del conocimiento matematico como un
fendmeno social y cultural, cuya importancia para la sociedad tecnoldgica
actual es determinante. Se tiene en cuenta que la educacién matematica
desempefia un papel relevante en la transmision de los significados y valores
compartidos en nuestra sociedad y se considera criticamente el conocimiento
matematico y las acciones comunicativas mediante las que se transmite.

= Concepcion de la investigacibn como indagacién sistematica con fines
epistémicos y reconocimiento de la reflexion permanente sobre los problemas
de la préactica escolar como sustento de la investigacion en educacion
matematica.

= Consideracion del caracter sistémico de cualquier plan de formacion en
matematicas dentro del sistema educativo. Se valora el curriculo como un
plan operativo con diferentes dimensiones y diversos niveles de reflexion e
implementacion.

= EIl estudio del conocimiento significativo en matemaéticas, el dominio de sus
procedimientos, el desarrollo y mejora de capacidades, el diagnostico y
tratamiento de los errores y dificultades en la comprension de los escolares junto
con una aproximacion desde el constructivismo social centra la perspectiva

cognitiva de los trabajos del grupo.
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= La aproximacion fenomenoldgica a contextos y situaciones junto con un
enfoque funcional de las matematicas escolares caracterizan el interés por el
caracter aplicado del conocimiento matematico.

= Se consideran la formacion inicial y permanente del profesorado de
matematicas y la autonomia intelectual y profesional del educador matematico

como intereses prioritarios de investigacion.

En la actualidad la investigacion que se realiza en este grupo se enmarca dentro de
nueve lineas de investigacion. A continuacion sintetizamos cada una de ellas
concretando posteriormente en cuales se situa el proyecto de investigacion que aqui se
presenta:

1. Pensamiento numérico (y algebraico):
Esta linea de investigacion surge de aquellos trabajos en los que la prioridad de estudio
se establece sobre los contenidos matematicos, particularmente sobre las estructuras
numéricas, las estructuras algebraicas, los procesos infinitos, el célculo y el analisis
matematico.

2. Sistemas de representacion:
Esta linea se interesa por indagar sobre las representaciones externas e internas que
intervienen en los procesos de aprendizaje de conceptos, procedimientos, resolucion de
problemas, actitudes y metacognicion en matematicas. Algunos de los intereses de esta
linea son averiguar como los estudiantes representan los conceptos matematicos (interna
y externamente), qué significados les asocian, qué relaciones estructurales desarrollan, a
qué representaciones dan prioridad, como conectan las diferentes representaciones de un
mismo campo conceptual entre si y que juego de interacciones se produce entre las
representaciones internas y externas.

3. Resolucién de problemas:
Esta linea focaliza su atencién en la resolucién de problemas como contenido
transversal en el aprendizaje de las matematicas. Trata de dilucidar y establecer
relaciones con otros aspectos que condicionan el proceso de planteamiento y resolucion
de problemas matematicos, en los distintos niveles del sistema educativo.

4. Historia y educacion matematica:
Esta linea aborda aspectos relacionados con la evolucion de los conceptos matematicos

y su presentacion en los libros antiguos de texto, las aportaciones didacticas, sociales y
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matematicas de los autores espafioles y las influencias epistemoldgicas en la
construccion de las matematicas y su ensefianza en Espafia.

5. Disefio, desarrollo e innovacion en el curriculo de matematicas:
En esta linea se ha elaborado un concepto de curriculo estructurado en cuatro ejes y
analizado segun cuatro niveles de reflexion. Este sistema de dimensiones y niveles junto
con un conjunto de organizadores del curriculo de matematicas, proporcionan
fundamento para un procedimiento denominado andlisis didactico, mediante el cual
llevar a cabo el disefio, puesta en practica y evaluacion de unidades didacticas de
matematicas. Este analisis es una herramienta bésica de investigacion para esta linea y
permite abordar los problemas de la planificacion y la practica de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas escolares.

6. Formacién de profesores de matematicas:
La amplia experiencia profesional de los integrantes del grupo en formacion de
profesores de matematicas ha llevado a promover y participar en investigaciones sobre
las lineas prioritarias del area relacionadas con el desarrollo y conocimiento profesional
del profesor de matematicas. Se atiende a la formacion inicial de profesores de
matematicas de educacién primaria y secundaria, a la caracterizacion profesional del
profesor de matematicas en ejercicio y al papel de las competencias profesionales de los
maestros y los procesos formativos relacionados con ellas, entre otros temas
relacionados.

7. Competencia matematica:
La nocion de competencia constituye un componente estructural y organizativo de los
programas formativos basados en un enfoque funcional del aprendizaje. Algunos de los
intereses de esta linea son los avances sobre el alcance y la delimitacién conceptual de
lo que significa ser competente en matematicas, la caracterizacion de las actuaciones y
decisiones docentes que promueven el desarrollo de esta competencia basica asi como el
disefio y seleccion de tareas y la eleccidon de criterios, medios e instrumentos para
evaluar la competencia matematica.

8. Andlisis de la investigacion en didactica de la matematica:
Esta linea de trabajo aborda cuestiones relacionadas con los mecanismos de difusion de
la investigacion y su impacto en la comunidad cientifica. Se investiga cuales son las
redes sociales académicas que se generan tanto en los procesos de investigacion como
en su difusién y se analiza la visibilidad e identificacidn de los autores, centros y grupos

de investigacion de determinados ambitos cientificos.
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9. Calidad y evaluacién de programas de formacion en matematicas:
En esta linea de investigacion se desarrollan proyectos dirigidos a evaluar la calidad de
programas de formacion en matematicas, con particular atencién a los programas de
formacion de profesores de matematicas. Los proyectos se realizan teniendo en cuenta
el contexto en el que se ubican los estudiantes; se enfocan al impacto de los programas
en las instituciones, a la caracterizacion del aprendizaje de los estudiantes, a la puesta en
practica de los aprendizajes por parte de los estudiantes y al efecto del programa en el
aprendizaje de los escolares; y tienen el proposito de analizar y mejorar el disefio y la
implementacion de los programas en sus dimensiones de relevancia, eficacia y

eficiencia.

En concreto, el proyecto investigador que se presenta se enmarca dentro de las tres
primeras lineas de investigacion del grupo aqui descritas al considerarse como objeto de
estudio procesos cognitivos relativos a la actividad matematica realizada por estudiantes
de diferentes niveles educativos en contextos numéricos y algebraicos, implicando el
uso de diferentes sistemas de representacion y la actividad de invencién y resolucién de

problemas resolubles algebraicamente.
1. LA INVESTIGACION EN ENSENANZA Y APRENDIZAJE DEL ALGEBRA

La ensefianza y aprendizaje del &lgebra ha sido objeto de intensa y continuada atencion
por la comunidad de investigadores en Didactica de la Matematica desde hace ya mas
de tres décadas. Tomando como referencia los trabajos presentados en los congresos
anuales de la comunidad internacional de investigadores y educadores matematicos
conocida con el nombre de PME (Psychology of Mathematics Education), iniciados en
1977, Kieran (2006) aporta una perspectiva sintética de como la investigacion en esta
tematica ha ido evolucionando a nivel internacional. En la Tabla 1 presentamos de
forma esquematica las tematicas de interés, concepciones del algebra (ver proximo

apartado) y marcos tedricos predominantes en cada periodo identificados por Kieran.
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1977-1985

1985-1995

Marta Molina

1995-2006

TEMATICAS DE INTERES
Interpretacion de simbolos y signos

Uso de procedimientos algebraicos y resolucion de ecuaciones

Resolucién de problemas algebraicos

Anélisis y deteccion de errores

Transicion de la aritmética al algebra

Uso de herramientas tecnoldgicas

Uso de multiples representaciones

Estudio de las funciones y del cambio

Modelizacién de problemas reales

Desarrollo de comprensién de los conceptos algebraicos

Generalizacion y demostracion

Algebra en la educacion
primaria (Early-Algebra)

Ensefianza del algebra vy
formacion de profesores.

Modelizacion dindmica de
situaciones fisicas y otros
escenarios de algebra
dindmica

CONCEPCIONES DEL ALGEBRA

Lenguaje algebraico
Resolucién de problemas
Estudio de estructuras

Piagetianos
Desarrollo historico del algebra

Funciones y estudio del cambio

Estudio de patrones y generalizacion

Modelizacién

MARCOS TEORICOS

Constructivismo

Perspectivas socioculturales

Tabla 1. Evolucidn de la investigacion en ensefianza y aprendizaje del algebra desde

1977 a 2006 en el seno de los congresos anuales del PME

Existen trabajos sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra previos a la fundacion del

PME, por ejemplo los desarrollados a principios del pasado siglo por Hotz (1918),
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Thorndike, Coob, Orleans, Symonds, Wald y Woodyard (1923) y Reeve (1926) sobre la
dificultad relativa de la resolucion de varios tipos de ecuaciones lineales y el papel de la
practica en el aprendizaje del algebra (Kieran, 2007; Wagner y Parker, 1999). Los
primeros trabajos realizados en esta linea de investigacion partian de una concepcion del
algebra como herramienta procedimental y representacional, analizando la dificultad de
procedimientos algebraicos especificos (gj., resolucion ecuaciones lineales) y los errores
cometidos por los estudiantes en el uso de los mismos (Kieran, 2007).

A partir de la década de los 70 fue cuando el nimero de investigadores interesados
por la ensefianza y aprendizaje del algebra comienza a crecer y a constituirse como una
comunidad (Wagner y Kieran, 1989). En la decada de mediados de los 70 a mediados
de los 80, segun recoge Kieran (2006), las investigaciones realizadas tendian a centrarse
en conceptos y procedimientos algebraicos, la resolucion de problemas algebraicos y las
dificultades de los estudiantes en la transicion de la aritmética al algebra, asumiendo el
curriculo existente. Estos trabajos se limitaban a considerar el simbolismo algebraico
como representacion y los marcos tedricos para analizar los datos eran mayormente de
tipo Piagetiano. El desarrollo historico del algebra se utilizaba como marco tedrico,
guiando la reflexion sobre la evolucion del uso del simbolismo por los estudiantes.

A partir de mediados de los 80 se fue ampliando el tipo de representaciones y las
concepciones del algebra consideradas. En esta década tuvo un impacto destacado la
incursion de las tecnologias en el aprendizaje del algebra y la emergencia del
constructivismo. Este Ultimo condujo la reflexion hacia los modos en que los
estudiantes desarrollaban su comprensién de los conceptos y procedimientos
algebraicos, disminuyendo el interés por el analisis y deteccion de errores. El énfasis
prioritario en los aspectos simbolicos sufrio ciertos cambios al comenzar a integrarse el
estudio de las funciones en la investigacion sobre algebra, lo que condujo a considerar
las representaciones gréficas y tabulares ademés de las simbdlicas. También se
desarroll6 la vision del algebra como actividad de generalizacién, considerando la
notacion algebraica como una herramienta para expresar de forma general relaciones
abstraidas de patrones vy justificar la equivalencia de diferentes expresiones. En ambos
contextos se explora el uso de diferentes sistemas de representacion.

La posterior introduccion de perspectivas socioculturales del aprendizaje, durante
los 90, condujo a analizar los factores sociales que influyen en el aprendizaje del
algebra con un especial interés hacia los gestos y metaforas y otras herramientas

culturales como fuentes de significado. Asi mismo, como se muestra en la Tabla 1, se
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dirige la atencion al papel del profesor en el aprendizaje del algebra, se explora la
modelizacion en escenarios dindmicos y se comienza a considerar la introduccion del
algebra en la educacion primaria. Esta propuesta, conocida como Early-Algebra, viene
apoyada por evidencias aportadas por diversos estudios de las capacidades de
generalizacion y habilidades para expresar generalidad de los alumnos de educacion
primaria (Bastable y Schifter, 2007; Lins y Kaput, 2004; Mason, 1996).

La evolucion en la investigacion en la ensefianza y aprendizaje ha conducido al
panorama de investigacion actual en el que se pone en juego una amplia concepcion del
algebra que da cabida a gran diversidad de problemas de investigacion y en la que se
percibe un fuerte componente tedrico y la consideracion de una amplia diversidad de

teorias.

2. ALGEBRA ESCOLAR

Para concretar el marco tedrico de partida en este proyecto investigador, comenzamos
atendiendo a las diferentes concepciones que se distinguen del algebra en la literatura
del area. El reconocimiento de la multidimensionalidad del &algebra conduce a la
adopcion de una amplia vision de la misma que, en la actualidad, es ampliamente
aceptada y defendida en la comunidad de investigadores. Kaput, Carraher y Blanton
(2008) argumentan que las concepciones cerradas del &lgebra resultan un obstaculo al
tratar de identificar modos en que el aprendizaje del algebra puede partir de las
habilidades y conocimientos previos de los estudiantes o puede ser integrado en el
curriculo de la Educacion Primaria. Citando a Bell (1988) y Vergnaud (1989), Bednarz,
Kieran y Lee (1996) insisten en que sélo un equilibrio entre las diferentes componentes
del &lgebra y la consideracion de las variadas situaciones que las hacen significativas,
pueden permitir a los alumnos comprender en profundidad la pertinencia del algebra, su
estructura, el significado de los conceptos algebraicos fundamentales y el uso de
razonamiento algebraico.

Hasta hace algo mas de una década en la investigacion relacionada con la
ensefanza y aprendizaje del algebra habia una asuncién mayormente implicita de que el
pensamiento algebraico y, por tanto, la actividad algebraica, s6lo podia tener lugar en la
presencia de lenguaje simbdlico (Sutherland, Rojano, Bell y Lins, 2001). Un ejemplo lo
encontramos en el trabajo de Usiskin (1988) quien afirma: “el algebra escolar tiene que
ver con la comprension de las “letras” [...] y sus operaciones, y consideramos que los

estudiantes estudian algebra cuando encuentran por primera vez las variables” (p. 8).
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Actualmente el uso del simbolismo algebraico sigue considerandose un elemento
esencial del algebra escolar, no asi un requisito para que tengan lugar modos de

pensamiento y actividad de tipo algebraico.

3.1. Concepciones del algebra

Son numerosos los autores que han tratado de precisar lo que ellos mismos entienden
por algebra o lo que se entiende como tal en la comunidad de investigadores en
educacion matemaética. La identificacion de componentes o concepciones del &lgebra ha
sido utilizada para proponer diferentes enfoques en la introduccién y ensefianza del
algebra escolar y para analizar sus conexiones con otras areas del curriculo. Usiskin
(1988), Bednarz et al. (1996), Kaput (1999, 2011), Drijvers y Hendrikus (2003), Kaput
et al. (2008) y Drijvers, Goddijn y Kindt (2011) son algunos de los autores que han
tratado esta cuestion. Recogemos a continuacion las principales concepciones que
identificamos a partir del analisis de sus trabajos.

Estas concepciones —también denominadas componentes, enfoques, perspectivas o
visiones de forma casi sinbnima—, no son disjuntas, existen numerosas relaciones entre
las mismas. Asi mismo, en la practica educativa no pueden ser separadas radicalmente
debido a que una situacion o contexto a menudo provoca actividades algebraicas

correspondientes a diferentes visiones del algebra (Drijvers y Hendrikus, 2003).

Aritmética generalizada y estudio de patrones
Dentro de esta concepcion del algebra, como se pone de manifiesto por el titulo dado a
este epigrafe, podemos distinguir dos componentes. Ambas estan basadas en la
consideracion de la generalizacion como raiz del algebra y de la exploracion,
identificacion y expresion de regularidades y patrones como actividades algebraicas. La
distincion entre “aritmética generalizada” y “estudio de patrones” radica en diferenciar
entre patrones y leyes numéricas relativas a la estructura aritmética, la cuél es en general
analoga a la estructura del algebra, y aquellos patrones asociados a situaciones no
numeéricas o especificos de situaciones numéricas particulares tales como los nimeros
figurados o secuencias como las que se muestran a continuacion:

1°+2° =9 = (1+2)°

1%+ 2% + 3% = (1+2+3)°

En ambos casos interviene la generalizacion y puede utilizarse el simbolismo algebraico

para capturar, revelar y describir los patrones y estructuras, haciendo uso de las letras
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con el significado de variables, mas concretamente de numeros generalizados. Segun
cual de las dos sub-dimensiones de esta concepcion queramos destacar en este proyecto
utilizaremos el término Estudio de patrones o Aritmética generalizada.

Drijvers y Hendrikus (2003) aluden a esta doble concepcion del algebra al
argumentar, por una parte, que el algebra tiene sus raices en la aritmética y depende
fuertemente de su fundamentacion aritmética y, por otra, que la aritmética tiene muchas
oportunidades para simbolizar, generalizar y razonar algebraicamente.

Enmarcamos en esta concepcion del algebra las argumentaciones de Gomez (1995),
Hewitt (1998) y Mason, Graham y Johnston—Wilder (2005) sobre la conexién entre la
aritmética y el algebra. Gomez (1995) sefiala que el algebra generaliza a la aritmética y
la aritmética, por su parte, se apropia de su lenguaje horizontal de igualdades y
paréntesis. En términos de Hewitt (1998) y Mason et al. (2005), la aritmética consiste en
el aprendizaje de métodos (generalidades implicitas) para hacer célculos aritméticos y
se centra en la obtencion del resultado, siendo el &lgebra lo que permite encontrar una
forma estructurada de obtener dicho resultado. Usiskin (1995) se basa en esta
concepcion del algebra para justificar la importancia del aprendizaje del algebra por
todos los estudiantes: “Si haces algo una sola vez, probablemente no necesitas el
algebra. Pero si haces un proceso repetidamente, el &lgebra te facilita un lenguaje muy
simple para describir lo que estas haciendo” (p. 23).

Una posicion extrema de la concepcion del algebra como aritmética generalizada
fue defendida por algunos investigadores en el siglo XIX considerando que la
construccion y transformacion de expresiones algebraicas vienen dadas por las
propiedades de la aritmética, y oponiéndose a la consideracion del uso algebraico de los
nameros imaginarios, irracionales y negativos al no poder ser interpretados como
cantidades (Kieran, 1990).

Funciones

El algebra incluye el estudio de relaciones entre variables y, por tanto, de funciones y
graficos (Vergnaud, 1997). Este enfoque sugiere un estudio del &lgebra centrado en el
desarrollo de experiencias con funciones y familias de funciones en situaciones de la
vida real en las que relaciones cuantitativas pueden explicarse por medio de esos
modelos (Heid, 1996). En este caso, si interviene el simbolismo algebraico, las letras

representan variables con el significado de cantidades cambiantes.
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Resolucion de problemas

El algebra es una herramienta potente para la resolucién de problemas, en especial los
que pueden ser formulados en términos de ecuaciones e inecuaciones. Estos problemas
no tienen por qué provenir de las matematicas en si mismas; a menudo proceden de
otras areas como la fisica, economia, vida profesional, etc. En caso de utilizarse
simbolismo, las letras tienen el significado de incdgnitas y parametros. Esta concepcién
del &lgebra es la més proxima a los origenes del algebra como herramienta privilegiada
para la expresion de métodos generales que resuelven clases de problemas (Kieran,
2007).

Incluimos dentro de esta concepcion la modelizacion de fendmenos fisicos, si bien

otros autores prefieren ubicarla dentro del estudio de relaciones funcionales.

Estudio de estructuras

Usiskin (1988) distingue esta concepcion en la que las letras se utilizan en expresiones
algebraicas como un objeto arbitrario en una estructura, no siendo necesaria su
vinculacion a numeros o cantidades como referentes. El algebra se entiende aqui como
el estudio de estructuras por medio de las propiedades que se le atribuyen a las
operaciones con numeros reales y polinomios. En este sentido tiene una estrecha
conexion con la concepcion del algebra como aritmética generalizada. Esta es la
perspectiva del algebra que se aborda, por ejemplo, cuando se trabaja la obtencion de
expresiones equivalentes (ej., simplificacion o manejo de identidades algebraicas) en el

contexto de expresiones algebraicas descontextualizadas.

Lenguaje algebraico

El ultimo enfoque se centra en el lenguaje, considerando el algebra como un medio de
expresion de ideas matematicas, en otras palabras, como un sistema de representacion.
El algebra dispone de un lenguaje propio estandarizado con un conjunto de simbolos,
signos y reglas para su uso. Este lenguaje expresa acciones en, y relaciones entre,
cantidades u otro tipo de nimeros. Es un lenguaje compacto e inequivoco lo que hace
que sea altamente aplicable en otras areas. Se utiliza para representar ideas algebraicas
separadas del contexto inicial y concreto del que surgen, ésta es una de sus fortalezas:
nos permiten separarnos e incluso olvidar los referentes para producir resultados de

forma maés eficiente (Arcavi, 1994).
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El término lenguaje algebraico es utilizado por algunos autores como Drouhard y
Teppo (2004) para referir a una parte del lenguaje matematico formado por simbolismo
algebraico, lenguaje natural y representaciones algebraicas compuestas (ej., tablas,
diagramas, graficos,..). Otros en cambio lo utilizan Unicamente para referir al
simbolismo algebraico. En relacién con este segundo significado, es habitual en su
analisis el uso de téerminos linglisticos como sintaxis 0 semantica, sin embargo aunque
autores como Drouhard (2001) y Kirshner (1987) han demostrado que puede
considerarse como un lenguaje, la mayoria de los autores no entran a tratar esta

problematica.

3.2. Tipos de actividades algebraicas

Las diferentes concepciones condicionan el contexto, sentido, proposito y motivacion
para emprender actividades de tipo algebraico ya sean de caracter generacional o
transformacional (Kieran, 1996, 2007). Por actividades generacionales referimos a
aquellas que conducen a generar representaciones de ideas algebraicas. Por ejemplo, la
generalizacion de relaciones surgidas del estudio de patrones numéricos o geométricos y
su expresion ya sea verbal o simbolica, la generacion de ecuaciones para representar una
situacion problema o la expresion de reglas que gobiernan las relaciones numéricas. Por
otra parte, las actividades transformacionales implican el uso de simbolismo algebraico
y estan guiadas por la aplicacion de reglas y procedimientos, tales como factorizar,
expandir, operar expresiones polindmicas, resolver ecuaciones e inecuaciones, etc. Estas
actividades requieren desarrollar significado para la equivalencia de expresiones y
capacidades como el reconocimiento de la estructura de una expresion o la
identificacion de las manipulaciones mas eficientes a realizar.

Utilizando las acciones diferenciadas por Mason et al. (2005) para definir las raices
del algebra, sefialamos como motivacion de las actividades generacionales las acciones
de experimentar estructura y generalidad y necesitar encontrar las palabras y simbolos
para expresarlas. En el caso de las actividades transformacionales, encontrar multiples
representaciones para una misma generalidad o el uso de simbolos como incognitas y
tener expresadas las restricciones respecto de las mismas por medio de simbolos, son
ejemplos de acciones que provocan la necesidad de reglas para la transformacion de
expresiones.

Kieran (1996, 2007) distingue también otro tipo de actividades, no exclusivamente

algebraicas, las cuales denomina globales o avanzadas e incluyen la modelizacion, la
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demostracion, la elaboracion de conjeturas, la busqueda de estructura, el trabajo con
patrones y el estudio del cambio. Este tipo de actividades se corresponden en cierto
modo con las concepciones del algebra entendidas como enfoques en la actividad

algebraica, y suelen conducir a actividades de tipo generacional.

3.3. Fuentes de significado

La multidimensionalidad del &lgebra anteriormente descrita permite reflexionar sobre
diferentes fuentes de significado para las nociones y el simbolismo algebraico. En esta
reflexion nos apoyamos en la discusion realizada al respecto por Kieran (2007).

Una de las fuentes de significado a destacar, que conecta principalmente con la
concepcion del algebra como resolucion de problemas pero que también puede
relacionarse con la concepcion denominada funciones, es el contexto del problema o
situacion de partida. En este caso las letras y signos operacionales tienen un significado
externo al algebra relativo a una situacion o evento descrito en un problema (el cual
puede referir a una situacion matematica).

En conexidn con la concepcion del dlgebra como aritmética generalizada y como el
estudio de estructuras, actian como fuente de significado la estructura algebraica y
aritmética en si mismas. La habilidad de manipular el simbolismo algebraico con éxito
requiere comprension de las propiedades estructurales de las operaciones y relaciones
matematicas.

Centrando la atencion en las representaciones que se ponen en juego en la actividad
algebraica, lo que alude a la concepcion del algebra como lenguaje algebraico pero no
se reduce a la misma, se distingue la traduccion entre representaciones como fuente de
significado. Coordinando objetos y acciones con diferentes representaciones como, por
ejemplo, gréficos y simbolismo algebraico, se enriquece la informacion y percepcion
aportada por el altamente conciso simbolismo algebraico.

En linea con tendencias recientes en la investigacion en educacion matematica,
Kieran (2007) destaca otra fuente de significado que es personal y exterior a las
matematicas y al contexto problema, y surge de centrar la atencion en los procesos de
produccion de significado puestos de manifiesto por los estudiantes en la actividad
matematica. Esta fuente hace referencia al uso de gestos, movimientos corporales,
palabras, metéforas y artefactos. Consiste en aspectos relativos a la actividad corporal
del estudiante, a su uso del lenguaje y a sus experiencias previas.
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3. ENSENANZA Y APRENDIZAJE DEL ALGEBRA

“Hay una etapa en el curriculo en la que la introduccion del algebra puede
hacer complicadas las cosas simples, pero no ensefiar algebra hara que pronto
resulte imposible hacer simples cosas complicadas.”

(Tall y Thomas, 1991, p.128)

El algebra es un paso importante en el aprendizaje de las matematicas. No solo requiere
de célculo simbdlico en un modo y extension nunca antes visto por los estudiantes,
también incluye nuevos conceptos (ej., ecuacion, funcion, variable, parametro) que no
forman parte de la aritmética (Vergnaud, 1997).

El contenido del algebra escolar ha cambiado poco con los afios, especialmente
durante el siglo XX. El algebra escolar ha tenido en este tiempo una marcada
orientacion simbdlica y estructural, incluyendo como contenidos la simplificacion de
expresiones, la resolucién de ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones con
métodos formales y la factorizacion de polinomios y expresiones racionales, los cuales
se aplican a la resolucién de problemas (algebraicos) verbales (Kieran, 1992, 2007). El
estudio de las funciones también se ha considerado pero en un segundo plano.

En el siglo XXI enfoques mas reformistas dan un mayor peso al estudio del cambio
asi como al uso de sus multiples representaciones y a la modelizacion de problemas
“reales” con el uso de tecnologia (Kieran, 2007). Los variados enfoques curriculares
existentes en la actualidad a nivel internacional combinan y priorizan de forma diferente
las concepciones del algebra, observandose que aquellos que dan mas énfasis a la
resolucion de problemas realistas tienden a minimizar la atencién hacia las
transformaciones algebraicas (Sutherland, 2002; citada por Kieran, 2007). El debate
actual se sitia en qué es lo esencial en el aprendizaje del algebra, partiendo de un
acuerdo en el reconocimiento de la importancia del aprendizaje del algebra, por todos
los estudiantes, dentro de la educacion obligatoria. Otro de los temas en discusion es la
relacion entre las habilidades procedimentales y la comprension conceptual en la
ensefianza y aprendizaje del algebra (Dijvers et al., 2011). Algunos investigadores
destacan como objetivo de la ensefianza del algebra el desarrollo de habilidades de
razonamiento y de resolucion estratégica de problemas, sentido simbdlico y flexibilidad
mas que fluidez procedimental. La postura que nosotros asumimos es el fomentar un

equilibrio entre componentes procedimentales y estructurales.
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4.1. Vision tradicional de la ensefianza del algebra

La ensefianza del algebra se ha planteado tradicionalmente desde la concepcion del
algebra como aritmética generalizada, precedida por afios de intensa formacion
aritmética. La justificacion de esta organizacion temporal es atribuida, ademas de a la
mayor abstraccion del algebra, a razones histéricas: el algebra surgié de la aritmética
ante la necesidad de sistematizar y describir propiedades generales y procedimientos
generales para resolver clases de problemas (Banerjee, 2011; Lins y Kaput, 2004).
Dicho orden va acompafiado de una separacion estricta entre la aritmética, centrada en
los hechos numéricos, la fluidez en el célculo y los problemas verbales de valores
concretos y el algebra, que se ocupa, entre otras cuestiones, del estudio y simbolizacién
de la generalizacion de la aritmética, las funciones y las variables.

El enfoque elegido, aritmética generalizada, puede justificarse aludiendo al caracter
inductivo del mismo: se espera que el estudiante adquiera conocimiento de las
relaciones matematicas y la estructura de las operaciones a partir de su aprendizaje de la
aritmética. Las expresiones algebraicas se introducen como generalizaciones de
operaciones con cantidades y rapidamente se pasa a considerarlas como objetos
matematicos en los cuales se llevan a cabo operaciones estructurales (ej., combinacion
de términos lineales, factorizacién, u operar de igual modo en ambos miembros de una
ecuacion) (Kieran, 1992). La introduccion del algebra va enfocada al aspecto sintactico,
asumiéndose que las dificultades de los estudiantes son debidas a la complejidad de su
sintaxis (Booth, 1989).

Variados estudios muestran que bajo este modelo de ensefianza muchos alumnos
desarrollan una pobre comprensién de las relaciones y estructuras matematicas (ej.,
Booth, 1982; Greeno, 1982, Kieran, 1989, 1992, 2007; MacGregor, 1996; Schifter,
1999) y muestran desconexion entre sus conocimientos aritméticos y sus conocimientos
algebraicos (Carpenter y Franke, 2001; Cerulli y Mariotti, 2001; Warren, 2001, 2004).
Evaluaciones internacionales tales como TIMSS y PISA corroboran las reiteradas
deficiencias detectadas en la investigacion, en el conocimiento del algebra que
desarrollan los estudiantes (Kieran, 2007). Por tanto se concluye que la transicion de la
aritmética al algebra no es directa ni transparente y que la forma tradicional de
introducir el &lgebra no es eficaz en el desarrollo de las habilidades de los alumnos para

reconocer y usar la estructura matematica.
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Aritmética vs algebra

“Our teacher says that with letters it [computing] is the same as with numbers,
but to me it doesn’t look the same, it looks very different” (Francesca, alumna
de tercer curso de educacién secundaria, extraido de Cerulli y Mariotti, 2001).

La complejidad involucrada en la transicion de la aritmética al algebra, expresada en la
cita anterior en palabras de una estudiante de educacién secundaria, y la interferencia
que produce la aritmética en el aprendizaje del algebra han sido argumentadas por
numerosas investigaciones. Variados autores han centrado su atencion en analizar y
comparar la naturaleza y ensefianza de la aritmética y el algebra, buscando comprender
dicha complejidad y extraer conclusiones para hacer mas eficiente su ensefianza. En esta
linea destacamos los trabajos de Kieran (1990), Molina (2006) y Banerjee (2011) en los
que se sintetizan resultados de estudios previos que identifican discontinuidades en el
paso entre ambas sub-aéreas de las matematicas: el cambio de significado de algunos
simbolos y signos operacionales, la necesidad de operar con incognitas, la consideracién
bidireccional de las expresiones y, en relacion con la resolucion de problemas, la
introduccién de la representacion formal de los métodos que se utilizan (los cuales
habitualmente no se hacen explicitos cuando se trata de problemas aritméticos) y el
requisito de representar las operaciones que se describen en una situacién-problema en
vez de las que permiten resolverlo, entre otros.

Se argumenta que el énfasis en “encontrar la respuesta” habitual en la ensefianza de
la aritmética hace que los alumnos consigan desenvolverse con procesos intuitivos e
informales o con una comprension inadecuada o pobre de la aritmética, evitando el uso
y reconocimiento de la estructura el cual es esencial en el aprendizaje del algebra
(Banerjee, 2011; Kieran, 1989). Esta afirmacion estd relacionada con otra de las
discontinuidades que se perciben entre la aritmética y el algebra, la cual Sfard (1991),
Sfard y Linchevski (1994), Gray y Tall (1994) y Kieran (1991) explican utilizando la
dualidad proceso-objeto’. Seglin estos autores una de las grandes diferencias entre
ambas sub-areas de las matematicas, aritmética y algebra, es que en la primera de ellas
las expresiones simbdlicas (en este caso numeéricas) son interpretadas como procesos Yy,
en cambio, en la segunda han de interpretarse como procesos y como objetos. Ver una
entidad matematica como un objeto (algebraico) requiere ser capaz de referirse a ella

! Segun Tall, Thomas, Davis, Gray y Simpson (2000), esta idea de la dualidad proceso/objeto surgié, en
los afios 50, a partir del trabajo de Piaget. De este modo las ideas de Piaget sobre las acciones y
operaciones que se convierten en objeto de pensamiento y asimilacion han sido extendidas mas alla de las
matematicas elementales.
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como si fuera una cosa real y manipularla como una unidad global. Por otra parte,
interpretar una entidad matematica como un proceso implica considerarla como algo
potencial, constituido por una secuencia de acciones a realizar, en vez de una verdadera
entidad (Sfard, 1991).

Desde esta perspectiva el estudio del algebra escolar se entiende como una serie de
ajustes proceso—objeto que los alumnos deben realizar para poder comprender los
aspectos estructurales del algebra. Progresivamente se va desarrollando la habilidad de
ver una cadena de simbolos como un nombre para un nimero, mas adelante se llega a
considerar las letras en una férmula como variables en vez de como incégnitas, y
finalmente se perciben las funciones que se esconden tras las formulas. Ver un proceso
como un objeto implica una significativa reestructuracion cognitiva (Drouhard y Teppo,
2004).

El simbolismo algebraico

“El simbolismo algebraico permite moverse con fluidez a través de capas de
abstraccion y comprimir complejos pensamientos matematicos en eficientes
cadenas de simbolos. Al mismo tiempo, sin embargo, estas caracteristicas
hacen a la escritura simbolica muy opaca para el estudiante. Hay profundas
ambigledades en el uso de los simbolos que son ventajosas para el experto
pero dificiles para el novato”.

(Drouhard y Teppo, 2004, p. 240)

En esta cita Drouhard y Teppo hacen referencia a una de las caracteristicas del
simbolismo algebraico: la ambigledad. Esta caracteristica dota al simbolismo
algebraico de una gran aplicabilidad, pero al mismo tiempo lo hace muy débil desde el
punto de vista semantico, lo que dificulta su comprension al estudiante (Wheeler, 1989).
Una razén de la misma es la doble interpretacion que se puede hacer de los simbolos,
COmO procesos y como objetos, como anteriormente se ha destacado; una dualidad
referida por Davis en 1975 como el dilema proceso-producto y encapsulada por Gray y
Tall (1992, 1994) bajo el término procepto. La opacidad del simbolismo algebraico
permite que no se distinga entre el objeto y el proceso, pudiendo el sujeto utilizar una u
otra interpretacion segun le resulte necesario 0 mas conveniente.

Otro de los motivos de la ambigledad del simbolismo algebraico es la polisemia de
los simbolos. Por ejemplo, el simbolo x puede interpretarse como una variable, una
incognita o el argumento de una funcién. El simbolismo algebraico posibilita
transformar las expresiones por medio de técnicas algebraicas aprendidas sin necesidad
de atender al significado de los simbolos que las componen. “El comportamiento
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experto no consiste ni en ser consciente del significado de los simbolos todo el tiempo,
ni olvidarlo todo el tiempo. En cambio, depende de la capacidad de alcanzar el
significado de los simbolos a demanda” (Drouhard y Teppo, 2004, p. 251).

Como consecuencia de estas apreciaciones, una parte esencial de ser competente en
algebra es la capacidad de alternar de forma flexible y oportunista el uso de acciones
desprovistas de significado (como la aplicacién automatica de reglas y procedimientos),
para incrementar la eficiencia y rapidez en la ejecucion de procedimientos, con la
aplicacion del sentido comun y la busqueda de significados dirigidas a cuestionar y
elegir estrategias, reflexionar, conectar ideas, sacar conclusiones o elaborar nuevos
significados (Arcavi, 2006). Ademas se requiere capacidad de ver una expresion como
un objeto y como un proceso, asi como adquirir un sentido de cual de ambas formas de

ver una expresion es méas adecuada en cada momento (Drijvers et al., 2011).

4.2. Vision innovadora de la ensefianza del algebra: Early-Algebra

La preocupacion por hacer el estudio del algebra accesible a todos los estudiantes y la
insatisfaccion con el modo en que tradicionalmente se ha implementando su ensefianza,
ha llevado a los investigadores a buscar formas mas efectivas de abordar la ensefianza
de esta sub-area de las matematicas. Algunas propuestas defienden un curriculo con
énfasis estructural (Banerjee, 2011), en un doble sentido: mayor atencién a la estructura
de la aritmética y del algebra y al desarrollo de una vision estructural de las expresiones
propias de ambas sub-areas. Estas propuestas estdn motivadas por la constatacion de
que la transicion de una concepcion procedimental a una concepcion estructural
requiere mas atencion explicita de la que se le da en la ensefianza tradicional (Boulton—
Lewis, Cooper, Atweh, Pillay y Wills, 2000; Kieran, 1992) y que la ensefianza puede
mejorar la habilidad de los estudiantes para reconocer y operar en la estructura de una
expresion algebraica (Thompson y Thompson, 1987; Carpenter, Franke y Levi, 2003).
Entre las propuestas curriculares que se proponen con dicho objetivo, destacamos
aqui la denominada Early-Algebra que plantea la introduccion de modos de
pensamiento algebraicos, en la matematica escolar, desde los primeros cursos escolares
(Bastable y Schifter, 2007; Cai y Knuth, 2011; Carraher, Schliemann, Brizuela y
Earnest, 2006; Carraher y Schliemann, 2007; Kaput, 1998, 2000; Kaput et al., 2008). Se
basa en la “algebrizacion del curriculo” (Kaput, 2000): promover en las aulas la
observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas y, de este modo, cultivar

habitos de pensamiento que atiendan a la estructura que subyace a las matematicas. Se
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busca promover el desarrollo progresivo de diferentes modos de pensamiento
involucrados en la actividad algebraica y de significados nuevos o mas amplios para los
simbolos presentes en la aritmética y el algebra escolar, reconociéndose para ello la
necesidad de un periodo prolongado de tiempo. Para ello, se recomienda un ambiente
escolar en el que se valore que los alumnos exploren, modelicen, hagan predicciones,
discutan, argumenten, comprueben ideas y también practiquen habilidades de calculo
(Blanton y Kaput, 2005).

Esta propuesta parte de una concepcion diferente de la relacion existente entre la
aritmética y el algebra que se ilustra en la Figura 2.

VISION TRADICIONAL VISION DEL EARLY-ALGEBRA

Direccién de la Algebra
ensefianza

Aritmética

Aritmética Algebra

Pre-algebra

Figura 2. Dos visiones de la relacién aritmética y algebra en la ensefianza

(Schliemann, Carraher y Brizuela, 2007).

En la dltima década se ha explorado, entre otros aspectos, la viabilidad de esta
propuesta, sus diferentes dimensiones, su interpretacion y puesta en practica por
docentes, y las capacidades y modos de pensamiento algebraicos que ponen de
manifiesto los alumnos de Educacién Primaria (Bastable y Schifter, 2007; Brizuela y
Lara-Roth, 2001; Carpenter et al., 2003; Carraher, Schliemann y Brizuela, 2001,
Carraher et al., 2006; Freiman y Lee, 2004; Koehler 2002; Knuth, Alibali, McNeil,
Weinberg y Stephens, 2005; Molina, 2006; Molina, Castro y Castro, 2009; Molina y
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Mason, 2009; Subramaniam, 2004; Sutherland, 2008; Warren, 2004). Las
investigaciones realizadas consideran diferentes visiones del algebra. Aquellas que
atienden a contextos aritméticos proponen trabajar con actividades que faciliten la
transicion e integracion de la aritmética y el algebra mediante un enfoque estructural,
convirtiendo en el foco de la aritmética las operaciones que se realizan en nimeros y su
doble naturaleza como procesos que se realizan con objetos y como objetos en si
mismos (Mason et al., 2005).

Aln esta pendiente ver qué cambios provoca esta innovacion curricular en la
posterior ensefianza del algebra en educacion secundaria y, en especial, en la
competencia algebraica que los estudiantes desarrollan. Por el momento las ultimas
propuestas curriculares de algunos paises, entre ellos Australia, Estados Unidos y
Portugal, ya integran el desarrollo de pensamiento algebraico como objetivo de la

educacion primaria, o incluso, de la educacién infantil.

4, CONSTRUCTOS CLAVE EN ESTE PROYECTO

Dedicamos este apartado a definir dos constructos que han sido propuestos por
investigadores en la ensefianza y aprendizaje del algebra, los cuales son necesarios para
describir la investigacion que se propone en este proyecto. Se trata de los términos

sentido estructural y pensamiento relacional.

5.1. Sentido estructural

El término sentido estructural, junto a otros como el sentido numérico o el sentido
simbdlico, forma parte de una serie de constructos propios de la Didactica de la
Matematica que incluyen la denominacion de “sentido” con la intencién de destacar la
consideracién de los alumnos como pensadores, como personas capaces de comprender
los dominios matematicos (Molina, 2006). Son términos asociados a una vision de la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas centrada en promover su comprension y la
busqueda de significado, en la que se considera que un conocimiento no puede ser
funcional sino en la medida en que el sujeto es capaz de identificar un campo de
aplicacion para el mismo (Arcavi, 1994, 2006; Peltier, 2003; Piccioto, 1998).

El término sentido estructural, introducido por Linchevski y Livneh (1999) y
desarrollado por Hoch y Dreyfus (Hoch, 2003; Hoch y Dreyfus, 2004, 2005), se
enmarca en el contexto del algebra. Esta nocion surge del andlisis del trabajo con

expresiones algebraicas, al distinguir las actuaciones que hacen un uso efectivo de la

22



Proyecto investigador Marta Molina

estructura particular de las expresiones y de las técnicas algebraicas aprendidas
previamente, entre otras actuaciones posibles. Linchevski y Livneh (1999) lo emplean
por primera vez para referir al uso de estructuras equivalentes de una misma expresion
(algebraica o numérica) de forma flexible y creativa, y, en general, a la comprension de
la transformacion de expresiones. Hoch (2003) utiliza este mismo término para referir a
una colecciéon de habilidades, separadas de la habilidad de transformar expresiones
algebraicas, que permite a un alumno hacer un mejor uso de las técnicas algebraicas
aprendidas previamente. Posteriormente, Hoch y Dreyfus (2004, 2005) precisan algunas
de las habilidades que engloba el sentido estructural en el contexto del &lgebra escolar:
ver una expresion algebraica como una entidad, reconocer una expresion algebraica
como una estructura conocida, dividir una entidad en subestructuras, apreciar las
conexiones mutuas entre estructuras y reconocer qué transformaciones es posible
realizar y cudles de éstas son de utilidad. En un trabajo mas reciente (Hoch y Dreyfus,
2006), estos autores presentaron una caracterizacion operacional de sentido estructural,
por medio de tres descriptores, los cuales ayudan a identificar el uso de sentido
estructural en el contexto de una tarea algebraica. En la Tabla 2, procedente de Vega-
Castro, Molina y Castro (2011), se recoge la definicién de estos tres descriptores y
algunos ejemplos.

Descriptor Definicién de Hoch y Ejemplos
Dreyfus (2006)
SS1 Reconocer una estructura | Al factorizar 81—x?, reconocer dicha

familiar en su forma mas
simple.

expresion como una diferencia de

cuadrados, e identificar los factores.

SS2 Tratar un término

compuesto como una Unica

Al factorizar (x—3)* —(x+3)* tratar los

entidad y reconocer una
estructura familiar en una
forma mas compleja.

binomios (x—3)* y (x+3)* como una sola
entidad, reconocer dicha expresion como
una diferencia de cuadrados, e identificar
los factores implicados.

SS3

Elegir manipulaciones
apropiadas para hacer el
mejor uso de una
estructura.

En las tareas anteriores, aplicar la igualdad
notable diferencia de cuadrados

a’—-b*=(a-b)(@a+b) para factorizar
dichas expresiones.

Tabla 2. Definicion y ejemplos de los descriptores del sentido estructural.
(Vega-Castro et al., 2011)

En funcion de la complejidad de los términos que componen las expresiones con las que

se esté trabajando, Hoch y Dreyfus (2006) subdividen los descriptores SS2 y SS3 para
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sefialar aquellos casos en que se hace necesario tratar con términos compuestos ya sea
con productos o potencias o incluso con sumas y restas,

Como resultado de un trabajo exploratorio sobre este constructo y habiendo
observado que la definicion aportada por Hoch y Dreyfus en 2006 esta limitada por su
consideracion de tareas en las que es necesario realizar transformaciones de expresiones
algebraicas, Vega-Castro, Molina y Castro (en prensa) afiaden a los anteriores
descriptores los siguientes: reconocer relaciones (ej., de igualdad, ser factor o
mdaltiplo,...) entre subestructuras, considerar formas alternativas de trasformar una
expresion algebraica, anticipar la utilidad de transformaciones algebraicas en una
expresion, e identificar el rango de variacion permisible para las variables involucradas.

Las diferentes habilidades que componen el sentido estructural son parte del
aprendizaje que se espera desarrollen los estudiantes de educacion secundaria en
relacion con el algebra. Su uso o aplicacion implica una concepcidn estructural de las
expresiones algebraicas (mas o menos desarrollada) para ser capaz de percibir,
comparar y relacionar la estructura de diferentes expresiones, 0 subexpresiones,
algebraicas y utilizar esta informacién para la toma de decisiones sobre la manipulacién
de las mismas. El uso eficiente de técnicas algebraicas requiere desarrollar un sentido de
qué tipo de métodos son Utiles en cada caso y qué efecto tienen (Bell, 1995; Chazan y
Yerushalmy, 2003; Linchevski y Livneh, 1999; Usiskin, 1988).

En este contexto Boero (1994, 2001) destaca la necesidad de distinguir entre
convenciones y propiedades de las operaciones, y de atender en la ensefianza al
desarrollo de anticipacion del efecto de una transformacion en una expresion aritmética

o algebraica.

La nocion de estructura

Al considerar el constructo sentido estructural merece atencién especial el término
estructura, aunque su definicion tiende a ser omitida por los autores que utilizan este
constructo (Dreyfus y Hoch, 2004). Si bien el término estructura aritmética o algebraica
es utilizado para referir a la estructura matematica del sistema compuesto por los
nameros y/o variables numéricas, alguna operacion u operaciones y las propiedades de
dichas operaciones (Castro, Rico y Romero, 1997), en este contexto cabe un significado
diferente del mismo al referir a la estructura de expresiones aritméticas y algebraicas.

Reconocemos un significado doble del término estructura — la estructura externa de
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una expresion y la estructura interna—, cuya concrecion es objetivo del proyecto
investigador que aqui se propone.

La estructura externa refiere a los términos que componen la expresion, los signos
que los relacionan, el orden de los diferentes elementos y las relaciones que existen
entre ellos (Molina, 2010). Se refiere a la forma gramatical de las expresiones en
términos de Esty (1992), la denominada estructura superficial de una expresion en
palabras de Kieran (1991) o la estructura sintactica, segun Kirshner (1989). Desde un
punto de vista amplio, se puede decir que la estructura externa refiere a la forma en que
una entidad se compone de partes (existiendo conexiones o relaciones entre las partes
que componen dicha entidad). El reconocimiento de dicha estructura no implica ni
requiere evocar posibles significados para los simbolos involucrados.

Por otra parte, la estructura interna resulta mas dificil de definir. Desde nuestra
interpretacion refiere al valor de dicha expresion y a las relaciones de los componentes
de la expresion con el mismo. Utilizando los términos de la terna de Frege sentido-
referencia-signo, podemos relacionar la referencia con la estructura interna y el sentido

con la estructura externa (ver Figura 3).

Sentido
(forma, estructura
superficial)

; SIGNO
! / (representacion)

Referencia
(valor, estructura
interna)

SIGNIFICADO

Figura 3. Conexiones entre la terna sentido-referencia-signo y el término estructura en

el contexto del simbolismo algebraico

Drouhard y Teppo (2004) y Arzarello, Bazzini y Chiappini (2001) utilizan el lenguaje
de Frege para distinguir el significado de dos expresiones algebraicas equivalentes tales

como 2(x+3) y 2X+6. El significado viene dado por el sentido y la referencia. En

este caso ambas expresiones tienen una misma referencia pero diferentes sentidos:

“El sentido, en términos de Frege es la forma en que la referencia es dada; el
sentido de lo escrito nos permite conocer como esta hecho. En el caso de una
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expresion aritmeética (por ejemplo, 2(3 + 4)) el sentido indica cdmo encontrar
su referencia: aqui, uno debe calcular el doble de la suma de 3y 4. El sentido

también nos da informacion de lo que puede hacerse. Por ejemplo, 2x* + 2X
puede factorizarse, mientras que 2x(x +1) puede desarrollarse.”

(Drouhard y Teppo, 2004, p.235)

Desde esta perspectiva la resoluciéon de ecuaciones o la simplificacion de expresiones
son transformaciones que afectan al sentido de la expresion pero no a su referencia. El
objetivo de las transformaciones es facilitar la identificacion de dicha referencia. Estos
autores afirman que sin atender a la referencia, el algebra se reduciria a la aplicacion de
reglas mecanicas y sin significado a simbolos vacios de significado.

En relacion con esta reflexion, Hoch (2003) distinguen entre el orden y la forma de
una expresion algebraica, como expone Vega-Castro (2010, p. 17) en el siguiente
extracto:

“La forma esta relacionada con la apariencia externa de una expresion

algebraica y el orden con las relaciones que mantienen los componentes de

dichas expresiones entre si y con otras estructuras. Mediante el proceso de
simplificacion o transformacién de una expresion, el cual implica un cambio

de forma, puede revelarse el orden interno de la misma. Por ejemplo, si

tomamos una expresion polindGmica que represente una ecuacion cuadratica

podremos transformarla en otra expresion con forma estandar: ax? + bx +

c =0, siendo a, b y ¢ nimeros reales. El proceso de transformacion de la

ecuacion dada a la forma estandar puede conducir a la solucién ya sea por la

factorizacion o utilizando la férmula cuadratica. El orden interno también
podria llevar a conocer el nimero de soluciones (0, 1 o 2 soluciones), y saber

que estas soluciones son los puntos de interseccion de la parabola y = ax? +
bx + c con el eje X.”

5.2. Pensamiento relacional

El constructo pensamiento relacional surge en el marco de la propuesta Early-Algebra
como respuesta a la necesidad de un enfoque estructural de la aritmética que rompa con
el énfasis computacional predominante en los primeros cursos escolares. Este término
refiere al reconocimiento y uso de relaciones entre los elementos de expresiones
numeéricas y algebraicas, y de propiedades fundamentales de las operaciones (Carpenter
et al., 2003; Empson, Levi y Carpenter, 2011; Stephens, 2007). Al utilizar pensamiento
relacional, los estudiantes consideran las expresiones como totalidades (en lugar de
como procesos a realizar paso a paso), las analizan, distinguen algunos detalles y
reconocen algunas relaciones y, finalmente, aprovechan estas relaciones para construir

una estrategia de solucién (Molina, 2006). Las expresiones son consideradas desde una
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perspectiva estructural y no Unicamente como procedimientos a realizar. Asi, en la
igualdad 7+7+9=14+9 la expresion “7+7+9” se compara con “14+9” para
considerar su equivalencia, en lugar de actuar en cada expresion para determinar su
valor. Esto implica un cambio sutil pero importante en la atencién de los estudiantes: de
realizar la lectura de la sentencia de izquierda a derecha, leyendo los elementos de uno
en uno, a mirar a ambos lados del signo igual y comparar las dos expresiones entre si
(Mason, Drury y Bills, 2007). No obstante, el uso de relaciones entre nimeros u
operaciones puede ser mas o menos sofisticado segun si éstas se perciben como
especificas a la situacion particular considerada, haciéndose un uso implicito de
propiedades de forma anéloga a los teoremas en accion (Vegnaud, 1988), o bien, son
reconocidas como particularizaciones de una propiedad, percibiéndose lo general a
partir de lo particular. Este segundo uso implica el tipo de pensamiento basado en
propiedades que se utiliza en el algebra y se asocia con una comprension profunda de la
aritmética (Empson et al., 2011) o comprension relacional en términos de Skemp
(1978).

El término pensamiento relacional surge en la literatura a principios del siglo XXI
(Carpenter y Franke, 2001; Carpenter et al., 2003) pero corresponde a una distincion
que ya ha sido considerada en términos generales bajo otras denominaciones y que no €s
exclusiva a contextos numéricos y algebraicos: se distingue una accion intelectual,
flexible, alternativa a la aplicacion de procedimientos estandares, basada en la
consideracién de las relaciones y elementos clave que definen una situacion matematica
para construir la estrategia de resolucion. ElI pensamiento del alumno se centra en la
estructura de la situacion o problema que se persigue abordar, siendo un aspecto
destacado su consideracién como totalidad.

No obstante, como se expone en Molina (2006), en el contexto del trabajo con
expresiones aritméticas y algebraicas el uso de pensamiento relacional comprende (o
puede comprender) varios aspectos que evidencian su caracter algebraico tales como la
consideracion de expresiones aritméticas desde un punto de vista estructural,
promoviendo un enfoque no computacional de la aritmética al alejar la atencién del
valor numérico de las expresiones; la concepcion de las expresiones como totalidades,
susceptibles de ser comparadas, ordenadas, igualadas y transformadas, y, por tanto, la

aceptacion de la falta de clausura; y la potenciacion de la exploracion e identificacion de
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patrones y relaciones sobre los nimeros y operaciones, primeros pasos en el proceso de

su generalizacion.
5. OBJETIVOS DEL PROYECTO

En este proyecto de investigacion se consideran dos concepciones del algebra
intimamente relacionadas: estudio de estructuras y aritmética generalizada. Desde
ambas perspectivas y partiendo de las ideas presentadas en los apartados previos, nos
proponemos profundizar en el estudio de los procesos de desarrollo y uso de
pensamiento relacional y sentido estructural, y en el uso y comprensién de dos sistemas
de representacion vinculados a la actividad algebraica: el lenguaje horizontal de

igualdades y paréntesis (en adelante lenguaje HIP) y el simbolismo algebraico.

Para analizar dichos procesos relativos al uso del simbolismo algebraico y al
sentido estructural consideramos pertinente trabajar con sujetos que cursen la educacién
secundaria al ser en este nivel educativo donde los estudiantes son introducidos al
algebra simbolica. Para justificar el interés de esta investigacion para la comunidad
cientifica destacamos la relevancia que en la investigacion sobre la ensefianza y
aprendizaje del algebra tienen en la actualidad los enfoques que atienden al como y qué
perciben los estudiantes, al modo en que dan significado a los diferentes objetos y
nociones que intervienen en la actividad algebraica y al modo en que estos factores
condiciona su competencia matematica. Constructos como el sentido estructural
evidencian las nuevas perspectivas desde las que se abordan el estudio del desarrollo de
dicha competencia. Desde una perspectiva curricular, la investigacion es pertinente en
tanto que busca informar sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje en Educacion
Secundaria relativo al uso del simbolismo algebraico y el desarrollo de actividades de
tipo transformacional, en las cuales los estudiantes evidencian dificultades recurrentes.

Por otra parte, nuestro interés investigador relativo al lenguaje HIP y el
pensamiento relacional se enmarca en el contexto de la formacion inicial de maestros de
educacién primaria. La justificacion de la eleccion de estos sujetos es doble: a) la
percepcion, en nuestra practica docente, de importantes deficiencias en su uso del
lenguaje HIP y de pensamiento relacional en el trabajo con métodos de célculo no
algoritmicos?, y b) la consideracién de ambos elementos como componentes necesarias

en el conocimiento del contenido especializado de un maestro de Educaciéon Primaria,

2 Utilizamos el término calculo no algoritmico para referir a los métodos de célculo que no hacen uso de
los algoritmos estandares de las operaciones aritméticas.
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aun mas si se asume la perspectiva de la propuesta Early-Algebra. Esta ultima
consideracion se desprende de las evidencias de estudios previos sobre el potencial del
pensamiento relacional y del uso del lenguaje HIP para algebrizar la actividad aritmética
(Molina, 2009, 2010) y contribuir al analisis de las situaciones numéricas y la expresion
significativa y no reglada® de las acciones sobre los nimeros (Gémez, 1995; Ma,
1999/2010). EIl lenguaje HIP permite unificar la descripcion de los métodos de calculo
con su explicacion.

Esta segunda componente del trabajo se enmarca en una linea de investigacién
abierta delimitada por las nuevas propuestas curriculares que fomentan una ensefianza
estructural de la aritmética y el algebra y abogan por la integracion del pensamiento
algebraico en la educacion primaria. Esta investigacion permite indagar en el potencial
de la integracion de la propuesta Early-Algebra en la formacion inicial de profesores
para enriquecer el conocimiento, de futuros maestros, de la estructura de la aritmética y

de representaciones matematicas que facilitan su analisis.

Obijetivos especificos

Concretamos el problema de investigacion que nos proponemos abordar por medio de
seis objetivos generales, los dos primeros de caracter teorico:

O1. Delimitar el significado del término estructura en relacion con el término sentido

estructural desde la dualidad interna y externa anteriormente referida (apartado 5.1).

0O2. Avanzar en la definicion del constructo sentido estructural mediante la
identificacion de nuevos descriptores y la concrecion de las relaciones entre los

mismos.

0O3. Analizar los procesos de desarrollo y uso del sentido estructural en contextos de
trabajo con expresiones numeéricas y algebraicas por estudiantes de educacién

secundaria.

O4. Analizar la comprensién y uso del simbolismo algebraico por estudiantes de

educacion secundaria.

O5. Analizar los procesos de desarrollo y uso del pensamiento relacional en contextos
de trabajo con expresiones numéricas por estudiantes para maestro de Educacion

Primaria.

3 Utilizamos el término reglada/o para referir al uso de reglas sin justificacion o razones.
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06. Analizar la comprension y uso del lenguaje horizontal de igualdades y paréntesis

por estudiantes para maestro de Educacion Primaria.

La Figura 4 presenta de forma esquematica y relacionada los elementos que constituyen
el problema de investigacion planteado por medio de esos seis objetivos de
investigacion. En este problema intervienen dos sistemas de representacion, el lenguaje
HIP y el simbolismo algebraico, y dos constructos de tipo cognitivo: pensamiento
relacional y sentido estructural.

Lenguaje HIP 1| Pensamiento relacional

= = .

COMPETENCIA ALGEBRAICA
Conocimiento de la estructura de la
aritméticay el algebra

Formacion inicial
maestros de E.P.

I\

Educacion
Secundaria

Simbolismo algebraico |||  Sentido estructural
] -
e e e e e e o = = = === = S
SISTEMAS DE CONSTRUCTOS
REPRESENTACION COGNITIVOS

Figura 4. Elementos constituyentes del problema de investigacion que se plantea.

Estado actual de la investigacion

Planteamos la investigacion que aqui se propone como un proyecto en el que ir
progresando mediante la realizacion que estudios independientes pero interconectados
que individualmente aporten a la consecucion de estos objetivos. Por tanto, este
proyecto debe entenderse como un plan de trabajo a medio plazo, que ira evolucionando
y desarrollandose conforme se vayan obteniendo resultados.

A corto plazo la consecucidn de dichos objetivos se persigue abordar por medio de
tres estudios (ver Figura 5) que en la actualidad estan en diferente nivel de desarrollo. A
continuacion se describe cada uno de ellos detallandose el estado de desarrollo en el que

se encuentran.
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ESTUDIOS EN
FASE DE
ELABORACION

i Uso de pensamiento
Pjgfslgsti%%Léi%ﬁgﬁ?glrmgro 1 Traduccion de enunciados relacional y lenguaje
e educacip()n | algebraicos entre el sistema de HIP por estudiantes para
‘ representacion verbal y el maestro.

secundaria.

‘ simbolismo algebraico por
estudiantes de educacién
secundaria.

Figura 5. Los tres estudios en fase de elaboracion en el marco de este proyecto

6. ESTUDIO 1

Este primer estudio, titulado Perfiles sobre sentido estructural de alumnos de educacion
secundaria, estd siendo desarrollado en la actualidad por la estudiante de postgrado
Danellys Clementina Vega Castro bajo la direccion de las doctoras Encarnacion Castro
y Marta Molina. Con él Danellys aspira a alcanzar el titulo de doctora por la

Universidad de Granada.

El foco de este trabajo es la nocion de sentido estructural, anteriormente presentada.
Se busca profundizar en la comprension de su uso y desarrollo por estudiantes de

Educacion Secundaria.

7.1. Antecedentes

Las dificultades que los estudiantes manifiestan con la estructura algebraica fueron
inicialmente estudiadas por Booth (1982), Wagner, Rachlin y Jensen (1984) y por
Steinberg, Sleeman y Ktorza (1990) quienes pusieron de manifiesto que alumnos de
educacion secundaria tenian dificultades para concebir una expresion compleja como un
todo y reconocer semejanzas en las estructuras de ecuaciones equivalentes, pese a
mostrar facilidad para resolver dichas ecuaciones siguiendo procedimientos estandares.
Booth (1982) investigo el tipo de expresiones algebraicas que los alumnos consideraban
equivalentes y observé que interpretaban las expresiones de manera diferente segin el
contexto. Greeno (1982) coincide en detectar falta de consistencia en las
transformaciones de expresiones algebraicas por parte de los estudiantes al simplificar

de formas diferentes expresiones similares. Wenger (1987) sefiala pobreza de las
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decisiones estratégicas que evidencian estudiantes de secundaria en la simplificacion de
expresiones algebraicas: no sugieren ninguna anticipacion de la utilidad de las mismas.
Pirie y Martin (1997) detectan tendencia de los alumnos a interpretar las ecuaciones
como sucesos temporales, no estaticos, leyéndolos de izquierda a derecha. Ademas,
Liebenberg, Sasman y Olivier (1999) observan que los estudiantes confunden los
conceptos de equivalencia numérica y equivalencia algebraica, y no muestran capacidad
para juzgar la equivalencia entre expresiones numeéricas sin la realizacion del célculo de

las operaciones implicadas.

Los trabajos de Herscovics y Linchevski (Herscovics y Linchevski 1994;
Linchevski y Herscovics 1994) y Ruano, Socas y Palarea (2008) sefialan algunas de las
dificultades y errores concretos que manifiestan los estudiantes al transformar
expresiones algebraicas tales como la necesidad de clausura que muestran, la
particularizacion de expresiones algebraicas dandoles valores numéricos al no encontrar
sentido en el uso del lenguaje algebraico en algunos contextos, el uso inadecuado o no
uso de paréntesis, la concatenacion de igualdades, el fallo en la percepcion de la
cancelacién de expresiones, la sobre-generalizacion de la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma a la operacion multiplicacién, falta de aceptacion del signo
igual como expresion de una equivalencia, un orden incorrecto de las operaciones y la
separacion de un numero del signo operacional que le precede.

Las evidencias disponibles sobre el tipo de errores que cometen los estudiantes en
la transformacion de expresiones algebraicas sugieren que sus dificultades estan
relacionadas con la percepcidn de la forma o estructura externa de las mismas (Kieran,
2007). Los trabajos de Krishner y Awtry (Krishner, 1989; Krishner y Awtry, 2004)
sustentan esta afirmacion mostrando la influencia de caracteristicas visuales de la
sintaxis del algebra en la manipulacién del simbolismo algebraico por los estudiantes.
Linchevski y Livneh (2002) hacen observaciones semejantes en el contexto de
expresiones numéricas.

Trabajos mas recientes que analizan especificamente el sentido estructural (Hoch y
Dreyfus, 2004; 2005, 2006) destacan el escaso uso que hacen del mismo estudiantes de
entre 16 y 17 afos al resolver ecuaciones algebraicas especialmente disefiadas para
facilitar su resolucion a partir de la apreciacion de subestructuras dentro de la ecuacion
y de relaciones entre ellas. El uso del sentido estructural fue algo mayor en el caso de

alumnos de un curso previo que habian trabajado mas recientemente la resolucion de
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ecuaciones lineales, lo cual sugiere que la ensefianza tiene efecto en su desarrollo y/o en
su uso. Los autores citados identificaron como elementos facilitadores de la percepcion
de estructura por parte de los estudiantes, la presencia de la variable en ambos
miembros de la igualdad y los paréntesis. También observan un bajo sentido estructural
en tareas de factorizacion de expresiones complejas. En el caso de expresiones que
requerian el uso de la igualdad notable suma por diferencia para su simplificacion, los
estudiantes mostraron falta de capacidad para aplicar una férmula conocida cuando los
términos implicados eran compuestos (Hoch y Dreyfus, 2005). Dichos autores también
detectan cierta correlacion entre el sentido estructural y la habilidad para la
manipulacion de expresiones algebraicas (despreciando errores menores), en especial en
niveles bajos de ambos, y observan que los alumnos que utilizan sentido estructural
cometen menos errores de manipulacion (Hoch y Dreyfus, 2006; Novotna y Hoch,
2008).

En un estudio exploratorio que destaca como principal antecedente de la
investigacion que aqui se plantea ya mencionado en el apartado 5.1 (Vega-Castro, 2010;
Vega-Castro, Molina y Castro, 2012; Vega-Castro et al., en prensa) analizamos el
sentido estructural puesto de manifiesto por un grupo de 33 estudiantes de primero de
Bachillerato en tareas que requieren la construccion y transformacion de fracciones
algebraicas, susceptibles de ser simplificadas aplicando igualdades notables. Como
resultado de dicho trabajo hemos avanzado en la descripcion del constructo sentido
estructural afiadiendo al mismo algunos descriptores (ver apartado 5.1). Mediante una
prueba disefiada para este estudio que incluia dos tipos de actividades correspondientes
a las acciones de simplificar y construir fracciones algebraicas, detectamos un amplio
espectro de niveles de sentido estructural en el grupo de alumnos considerado, no
encontrandose influencia en el mismo del género, la edad ni el rendimiento académico
de los estudiantes en la asignatura de matematicas. Los modelos de actuacion
identificados nos informan del sentido estructural que demandan las tareas propuestas,
percibiéndose que diferentes niveles de sentido estructural son compatibles con una
exitosa resolucion de las tareas aunque los procedimientos empleados difieren en su
rapidez y en la cantidad de transformaciones a realizar.

Los datos obtenidos evidencian un mayor uso de sentido estructural cuando las
expresiones no incluyen términos compuestos (con productos, potencias 0 sumas/restas)
o la igualdad notable implicada es la propiedad distributiva/factor comun. Esta igualdad
notable se destacd de las igualdades notables suma por diferencia, diferencia de
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cuadrados y diferencia de una suma, por ser la que los estudiantes tuvieron mayor
facilidad en aplicar y reconocer incluso cuando las expresiones incluian términos
compuestos. Un 70% de los estudiantes mostraron capacidad para concebir términos
compuestos como una entidad, no obstante, la presencia de este tipo de términos supuso
una fuente de dificultad, pues fue en esos casos cuando un mayor nimero de estudiantes
cometieron errores al manipular las expresiones que componian la fraccion y un menor
nimero de estudiantes reconocieron la posibilidad de cancelar términos tras haber

realizado transformaciones.

7.2. Objetivos de investigacion

El objetivo general de este trabajo es profundizar en la comprension del uso y desarrollo
de sentido estructural por estudiantes de tercer curso de Educacion Secundaria, en
actividades de tipo transformacional y generacional con expresiones aritméticas y
algebraicas que involucran en su disefio igualdades notables. Desglosamos este objetivo
en los siguientes objetivos especificos:

O1. Delimitar el (doble) significado del término estructura en relacion con el término
sentido estructural.

O2.Profundizar en la comprension del papel del sentido estructural en la transformacion
de expresiones numéricas y algebraicas, y en la relacion de este constructo con los
conocimientos procedimental y conceptual y la flexibilidad procedimental.

O3.Analizar la influencia del tipo de representacion simbolico-algebraica y numérica en
el sentido estructural que ponen de manifiesto los estudiantes.

O4. Disefiar tareas numérico-algebraicas que promuevan el desarrollo y uso de sentido
estructural.

O5. Estudiar el desarrollo de sentido estructural de los estudiantes en dicho contexto.

7.3. Metodologia

En esta investigacion se adopta una metodologia principalmente cualitativa, enmarcada
por el paradigma de la investigacion de disefio (Molina, Castro, Molina y Castro,
2011). Se trata de un experimento de ensefianza realizado con una clase de alumnos de
3° curso de secundaria de un Instituto de Educacion Secundaria de Granada capital.
Como se describe en Molina et al. (2011), el objetivo ultimo de estos estudios es
“elaborar un modelo del aprendizaje y/o desarrollo de los alumnos, en relacién con un
contenido especifico, entendiendo este aprendizaje como resultado de la manera de

operar y las situaciones puestas en juego por el investigador-docente” (p. 79).
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El experimento consta de cinco sesiones de una hora que fueron implementadas
durante el curso académico 2010-2011. En esas sesiones los alumnos trabajaron
individualmente tareas disefiadas por el equipo de investigacion, tras las cuales se
desarrollaron puestas en comun en relacion con las mismas. Los objetivos
instruccionales generales que guiaron el disefio de las sesiones y su implementacion
son: a) Promover el desarrollo de sentido estructural en el trabajo con expresiones
numéricas y algebraicas, simples y compuestas, y b) guiar a los estudiantes hacia la
generalizacién de relaciones numéricas que den lugar a las igualdades notables y a la
expresion de dicha generalizacion.

Las variables consideradas en el disefio de las tareas fueron: cuatro tipos de
igualdades notables (suma por diferencia, cuadrado de una suma, cuadrado de una resta,
factor coman), diferente complejidad de términos (simples, compuestos solo con
productos y potencias, compuestos con sumas Yy restas), el tipo de simbolos
involucrados (numéricos, algebraicos y cajas), y el tipo de accién demandada al
estudiante: generar expresiones, simplificar, generalizar a partir de casos particulares,

comprobar equivalencias y completar expresiones para obtener equivalencia.

7.4. Estado actual de la investigacion

En la actualidad nos encontramos en el proceso de andlisis de los datos tras haberse
concluido la recogida de datos y haberse transcrito las grabaciones realizadas. Guiados
por los objetivos de investigacion y los descriptores del sentido estructural disponibles a
partir de los estudios previos ya mencionados, estamos definiendo categorias que nos
permitan describir y analizar el uso de sentido estructural que ponen de manifiesto los
estudiantes en cada una de las tareas y a lo largo de las diferentes sesiones. Asi mismo
estamos enriqueciendo el marco tedrico y andlisis de antecedentes buscando dar

respuesta a los objetivos tedricos y empiricos propuestos.
7. ESTUDIO 2

Este segundo estudio titulado Traduccion de enunciados algebraicos entre los sistemas
de representacion verbal y simbélico por estudiantes de educacion secundaria, esta
siendo desarrollado en la actualidad por la estudiante de postgrado Susana Rodriguez
Domingo y dirigido por las doctoras Encarnacion Castro, Maria Consuelo Cafiadas y
Marta Molina. Con €l Susana aspira a alcanzar el titulo de doctora por la Universidad de

Granada.
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En este trabajo la atencion se centra en el uso y compresion del simbolismo
algebraico por parte de estudiantes de Educacion Secundaria. EI objetivo general que se
propone es el estudio de los procesos de traduccidn entre el simbolismo algebraico y el

lenguaje verbal.

8.1. Antecedentes

Diversos autores, entre ellos Arcavi (1994), Bednarz et al. (1996), Herscovics y
Linchevski (1994), Kaput (1998, 2000), Linchevski y Herscovics (1994), Palarea
(1998), Ruano et al. (2008) y Socas (1997), han sefialado variadas dificultades que
estudiantes de secundaria encuentran en la adquisicion de dominio y comprension del
lenguaje algebraico asi como los diferentes tipos de errores que cometen. En los
antecedentes del estudio 1 hemos enumerado algunos de los errores concretos que se
han identificado en actividades de tipo transformacional. Otras investigaciones se han
centrado en el significado que los estudiantes atribuyen al simbolismo algebraico, en
concreto a las variables, expresiones y ecuaciones, el signo menos, el signo igual y los
nameros negativos (Kieran, 2007). Algunos autores como Furinghertti y Paola (1994)
informan de dificultades para diferenciar pardmetros e incognitas en ecuaciones. Entre
los factores condicionantes de la interpretacion del simbolismo por los estudiantes, se
han identificado asunciones sensatas e intuitivas, analogias con sistemas simbolicos
utilizados en la vida cotidiana o en otras partes de las matematicas u otras asignaturas, y

materiales docentes confusos o pobremente disefiados (MacGregor y Stacey, 1997).

Los estudios que atienden a la traduccion entre representaciones en contextos
algebraicos consideran en su mayoria las representaciones tabular, grafica y simbdlica-
algebraica (Kieran 2007). Se encuentra escasos estudios que analicen la traduccion entre
el sistema de representacion verbal y el simbolismo algebraico. La mayoria de ellos se
localizan en el contexto de la resolucion de problemas dado que una de las acciones a
realizar al abordar un problema algebraico es pasar del sistema de representacion verbal
al simbdlico. En este contexto los estudiantes muestran resistencia a hacer uso del
simbolismo algebraico prefiriendo utilizar razonamientos de tipo aritmético (Kieran,
2007; Koedinger y Nathan, 2004). Nathan y Koedinger (2000) identifican un modelo
explicativo del desarrollo de la competencia de los estudiantes en el uso del simbolismo
algebraico para resolver problemas en el cual la habilidad de resolver problemas
algebraicos verbales es previa al desarrollo de habilidades de manipulacion del
simbolismo. Este modelo de evolucién de la competencia, sustentado por los datos
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obtenidos por dichos autores, es contrario a la practica mayoritaria en la ensefianza del
algebra en la cual la resolucion de problemas algebraicos se aborda posteriormente a la
introduccién y préactica en el uso de técnicas algebraicas para la manipulacion de
expresiones. Como conclusion de este trabajo los autores recomiendan que se provea a
los estudiantes de mayor experiencia en la traduccion entre el lenguaje verbal y el
simbolismo algebraico en el contexto de la resolucion de problemas antes de abordar la
resolucion de ecuaciones.

Otros autores (ej., Arzarello, 1996; Boero, Douek y Ferrari, 2002; Rojano, 1994)
han centrado la atencion en la diferente naturaleza de ambos sistemas de representacion:
simbolismo algebraico y lenguaje natural. En particular, Boero et al. (2002) destacan la
frecuente falta de congruencia semantica (equivalencia de significado) entre las
expresiones algebraicas y las expresiones verbales de las que son traduccion y la
diferente capacidad de expresion de ambos sistemas de representacion consecuencia de
la falta de expresiones indéxicas tales como “este nimero” o “la edad de Maria”, las
cuales se actualizan de forma automatica en funcion del contexto.

Al igual que en el estudio 1, contamos con un estudio exploratorio previo
(Rodriguez-Domingo, 2011; Rodriguez-Domingo, Molina, Cafiadas y Castro, 2011) que
actla como antecedente destacado. En esta investigacion se analizé el proceso de
traduccion que realizan estudiantes de cuarto curso de educacion secundaria entre el
lenguaje verbal y el simbolismo algebraico (en ambos sentidos), de enunciados
generales de relaciones numéricas. El analisis de este proceso constituye un primer paso
en la indagacion sobre la capacidad de estos estudiantes para realizar dicha traduccién y
en su comprension de los enunciados en cada uno de los sistemas de representacion
mencionados. En este trabajo se disefio un pseudo-domind algebraico compuesto por
expresiones algebraicas expresadas utilizando lenguaje verbal o simbolismo algebraico.
La recogida de datos tuvo dos fases: una basada en la construccion del propio juego y
otra, su uso en un torneo por equipos. La primera fase consiste en una prueba y la
segunda tiene las caracteristicas de una entrevista clinica no estructurada en la que a los
estudiantes se les planted una situacién y se les dejé actuar bajo unas reglas
establecidas, interviniendo Unicamente si alguna regla era incumplida o se requeria la
repeticion de alguna idea.

En este trabajo clasificamos los errores cometidos por los estudiantes atendiendo a
la completitud de los enunciados, errores derivados de la aritmética (como confusion de

operaciones) y errores debidos a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico.
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Entre los resultados cabe destacar que el 75% de los errores corresponden a
traducciones del sistema de representacion verbal al simbolismo algebraico, ademas,
casi todos se deben a la confusion de las operaciones potenciaciéon y producto, a una
interpretacion incorrecta de la estructura del enunciado algebraico o a la
particularizacion de alguno de los términos del enunciado. Durante las partidas jugadas
se observd que la mayoria de los estudiantes tuvieron dificultades para expresarse
oralmente con claridad, aunque en variadas ocasiones fueron capaces de corregir sus
propias explicaciones, sin requerir ayuda externa, tras realizar una pausa o serle
requerida una nueva explicacion. El resto de alumnos, a pesar de manifestar errores en
la primera fase, no los manifestaron en la segunda fase. Inicialmente en la mayoria de
los casos los estudiantes realizaban una lectura de ambas representaciones por separado
como justificacion de la equivalencia de las mismas. En las Gltimas etapas del torneo, en
cambio, los sujetos relacionaron las dos formas de representar el enunciado al realizar la
lectura. Esto puede ser debido tanto a un proceso de aprendizaje durante el desarrollo de
la aplicacion del instrumento como al tipo de estudiantes que participaron en estas
partidas. El hecho de que durante la segunda parte de la aplicacion del instrumento los
estudiantes trabajaran en grupo, discutiendo la manera de leer los enunciados, tanto
simbolicos como verbales, hizo que hubiera comunicacion entre ellos y que aprendieran
los unos de los otros la manera correcta de leer enunciados simbdlicos que, en general,

era donde mas dificultad mostraban.

8.2. Objetivos de investigacion

El objetivo general de este trabajo es analizar los procesos de traduccién entre el
simbolismo algebraico y el lenguaje verbal que realizan estudiantes de segundo curso de
Educacion Secundaria, tanto en situaciones no contextualizadas como en situaciones
contextualizadas de resolucidn/invencion de problemas. Concretamos este objetivo por

medio de los siguientes objetivos especificos relativos:

O1. Analizar la comprensién del simbolismo algebraico que manifiestan los estudiantes.
O2. Analizar la influencia del contexto en el proceso de traduccion.

03. Indagar en las dificultades que encuentran en dicho proceso de traduccion.
O4.Analizar los argumentos que expresan los estudiantes para justificar la

“equivalencia” de diferentes representaciones de un mismo enunciado algebraico.
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8.3. Metodologia

En este trabajo se adopta una metodologia cualitativa. Se estructura la recogida de datos
en dos partes. La primera consiste en realizar una recogida de datos analoga a la del
estudio previo descrito en Rodriguez-Domingo (2011) y en Rodriguez-Domingo et al.
(2011). La segunda parte consiste en entrevistas clinicas semi-estructuradas a parejas de
estudiantes. En dichas entrevistas se propondra a cada pareja de estudiantes, tareas en
las que se requiera dos tipos de acciones: a) traducir al simbolismo algebraico,
enunciados algebraicos contextualizados en forma de problemas algebraicos (no
requiriéndose la resolucion de los mismos), e b) inventar problemas a partir de
enunciados algebraicos descontextualizados expresados verbalmente. Los enunciados
considerados en la entrevista procederan de los enunciados cerrados contenidos en el
pseudo-domino algebraico utilizado en la primera parte de la recogida de datos. La
resolucion en parejas de las tareas persigue provocar la lectura del simbolismo
algebraico por parte de los estudiantes asi como su verbalizacion de las relaciones que
reconocen entre las diferentes representaciones de un mismo enunciado algebraico y de

la justificacion de la equivalencia de ambas.

La recogida de datos se realizara con estudiantes de segundo curso de Educacién
Secundaria una vez hayan trabajado en el aula los contenidos del curriculo relativos al

algebra.

8.4. Estado actual de la investigacion

En la actualidad estamos trabajando en la elaboracion del marco tedrico de este estudio
y en la consulta de antecedentes que informen para precisar el disefio definitivo de la
recogida de datos y el posterior analisis de los mismos. La recogida de datos se realizara
en el curso 2012-2013 a un grupo de estudiantes de segundo curso de Educacién

Secundaria de la provincia de Granada.
8. ESTUDIO 3

Este tercer estudio, titulado Uso de pensamiento relacional y lenguaje HIP por
estudiantes para maestro, es una continuacion de las investigaciones desarrolladas por
medio de dos tesis doctorales: la de Molina (2006) sobre el desarrollo de pensamiento
relacional y la comprensién del signo igual por estudiantes de Educacion Primaria y la
de Gémez (1995) sobre el conocimiento, la comprension y el uso de métodos de célculo

mental por estudiantes para maestro. En esta ocasion los sujetos que se consideran son
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estudiantes para maestro. Esta investigacion estd siendo desarrollada por Bernardo
Gomez y Marta Molina, con la colaboracién de estudiantes del Master Universitario en

Profesor/a de Educacion Secundaria que se imparte en la Universidad de Valencia.

9.1. Antecedentes

Los trabajos de Gdémez (1995) y Molina (2006), como se ha sefialado, son los
antecedentes que motivan el planteamiento y disefio de esta investigacion. En ambos
intervienen las alteraciones invariantes; en concreto las relativas a los procesos de
descomposicion, compensacion y sustitucion. Sospechamos que estos tres tipos de
procesos juegan un papel importante en la transicion de la aritmética al algebra, ya que
son comunes a sus respectivos dominios de célculo: explican y fundamentan los
métodos aritméticos de calculo y los desarrollos para despejar la incognita usados en la
resolucion de ecuaciones.

Al poner en conjunto los dos estudios precedentes se dispone de informacién sobre
la tendencia computacional (reglada), el pensamiento relacional y la comprensién y
disponibilidad del lenguaje HIP, por parte de estudiantes de primaria y estudiantes para
maestro, en relacién con las situaciones numéricas estudiadas en los mismos:
situaciones basadas en métodos de calculo mental y sentencias basadas en propiedades
aritméticas y alteraciones invariantes. En concreto, en situaciones de calculo mental
Gobmez (1995) observa que los estudiantes para maestro comenten una gran variedad de
errores, son renuentes a usar el lenguaje HIP para explicar los procedimientos
aritméticos que usan y tienen una débil comprension del efecto de las alteraciones
invariantes, de las leyes y de los principios que rigen el calculo aritmético. En dicho
estudio el lenguaje HIP fue util para confrontar a los estudiantes con las formas
inapropiadas de resolucién de calculos, desencadenando procesos cognitivos que
permitieron a algunos de los estudiantes (aunque no a todos) reconceptualizar sus
procedimientos de calculo.

Molina (2006), por otra parte, en un experimento de ensefianza realizado con un
grupo de alumnos de tercero de primaria a los que propuso tareas basadas en sentencias
numéricas abiertas o verdaderas y falsas, observo que inicialmente los estudiantes
manifestaban una alta tendencia computacional al abordar expresiones aritméticas, ain
siendo presentadas de forma horizontal y ser ricas en relaciones numéricas. Las
igualdades y sentencias numéricas cerradas (es decir, sin cantidades desconocidas como

en 12 + 5 =5 + 12) basadas en propiedades aritméticas y alteraciones invariantes fueron

40



Proyecto investigador Marta Molina

un contexto Util para frenar dicha tendencia y promover el uso de pensamiento
relacional. Dicho uso estuvo condicionado por factores tales como: a) la carga cognitiva
de la tarea para el estudiante, b) la mayor o menor tendencia computacional del
estudiante, ¢) su conocimiento aritmético previo, y d) la cultura del aula. Otros factores
influyentes relativos a las tareas concretas consideradas fueron la estructura de la
sentencia, la magnitud de los nimeros involucrados, y el tipo de propiedad o alteracién
invariante que podia detectarse en la sentencia para juzgar su veracidad. Los estudiantes
describieron y justificaron sus estrategias mediante el lenguaje retérico utilizando
puntualmente un lenguaje aritmético idiosincrasico que combinaba nimeros, signos y
flechas escritos sobre las igualdades dadas.

Los resultados de ambos estudios plantean cuestiones de interés en relacion con los
estudiantes para maestro: ¢Qué grado de desarrollo de pensamiento relacional habran
alcanzado estos estudiantes como resultado de su formacion y experiencia aritmética a
lo largo de la educacion obligatoria? ¢Qué elementos condicionardn su uso? ¢Qué
dificultades encontrardn en la comprension y uso del lenguaje HIP? ;Qué potencial
tendra el lenguaje HIP, en particular, las igualdades y sentencias basadas en propiedades
y alteraciones invariantes, para promover el uso de pensamiento relacional por este tipo
de alumnos?

En conexidn con estas cuestiones que motivan la investigacion que aqui propone,
cabe destacar que el uso del lenguaje HIP como complemento del lenguaje verbal ha
sido detectado en maestros de educacion primaria que poseen una profunda
comprension de las matematicas de dicha etapa, sirviéndoles de ayuda para analizar y
explicar errores que cometen los estudiantes (Ma, 1999/2010). En cambio los profesores
gue no muestran dicho nivel de comprension se limitan a dar explicaciones verbales al
justificar los errores de sus estudiantes, principalmente de tipo procedimental. En dicho
trabajo Ma sefiala un efecto positivo de la formacion inicial de profesores de Educacion
Primaria en la capacidad de los estudiantes para justificar la correccion de un método de
calculo.

Otras investigaciones realizadas con estudiantes de niveles preuniversitarios
informan de dificultades para identificar la alteracién o propiedad utilizada por ellos
mismos al realizar calculos (Demby, 1997). En contextos algebraicos también se
detectan dificultades en la distincion de transformaciones que resultan invariantes de las

que no lo son (Steinberg et al., 1990).
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Respecto al pensamiento relacional, la investigacion sugiere que éste se desarrolla
de forma natural como resultado del aprendizaje aritmético y su uso se produce de
forma espontanea en el calculo aritmético, dandose de manera mas escasa en contextos
algebraicos (Baroody y Coslick, 1998; Carpenter y Moser, 1984; Foxman y Beishuizen,
1999; Molina, 2006; Resnick, Bill y Lesgold, 1992; Steinberg et al., 1990). Ademas se
observa que no todos los estudiantes lo desarrollan en igual medida.

La tendencia a interpretar el simbolismo aritmético de izquierda a derecha, la
necesidad de clausura o cierre de las expresiones, y una limitada comprension del signo
igual son identificadas como dificultades habituales en el uso del lenguaje HIP (Castro y
Molina, 2007, Knuth et al., 2005; Molina y Ambrose, 2008; Fujii y Stephens, 2001).

9.2. Objetivos de investigacion

El problema de investigacion que se aborda viene definido por dos objetivos generales:
analizar la comprension y uso del lenguaje HIP por parte de los estudiantes para
maestro, y estudiar su uso de pensamiento relacional en relacion con la comprension y
disponibilidad de las alteraciones invariantes, como principios destacados que rigen el

calculo aritmético.

La consecucion de estos objetivos se concreta por medio de los siguientes objetivos
especificos relativos a estudiantes para maestro en el contexto de tareas en las que han
de evaluar y justificar diferentes métodos de calculo aritmético no algoritmico:

OL1. Analizar su comprension de lenguaje HIP.

O2. Examinar su uso del lenguaje HIP.

03. Analizar el uso de pensamiento relacional que ponen de manifiesto.

O4. Analizar su disponibilidad y comprensién de cada una de las alteraciones

invariantes.

9.3. Metodologia

El estudio que se propone es de carécter principalmente cualitativo. El instrumento de
recogida de datos que se preve utilizar es una prueba compuesta por tareas basadas en la
aplicacion de métodos de calculo no algoritmico que los estudiantes han de validar y
justificar. Como variables de tarea se consideran los diferentes métodos de calculo
trabajados por Gomez (1995) y, en consecuencia, las diferentes alteraciones invariantes.
Otras variables a considerar son el lenguaje verbal y el lenguaje HIP como sistemas de
representacion para expresar dichos métodos aplicados a célculos particulares, y la

demanda o no del uso de uno u otro lenguaje, al estudiante, en su respuesta.
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Para alcanzar los objetivos de investigacion enumerados se trabajara con
estudiantes de primer curso del Grado de Maestro en Educacion Primaria. A estos
estudiantes se les supone que conocen los hechos aritméticos necesarios para el calculo
mental y las propiedades aritméticas fundamentales, y su competencia es al menos
como la de los estudiantes que finalizan la Educacion Secundaria. Se trabajara con un
grupo de estudiantes para maestro de Educacion Primaria de la Universidad de Granada

y otro de la Universidad de Valencia, en su primer afio de estudios universitarios.

9.4. Estado actual de la investigacion

En la actualidad se esté iniciando el disefio de la prueba, al mismo tiempo que se avanza
en la actualizacion de la consulta de literatura realizada por Gomez (1995) y Molina
(2006) relativa al problema de investigacion planteado. La recogida de datos estd
prevista para el curso 2012-2013.

9. CONTRIBUCION ESPERADA DEL PROYECTO

Partiendo de los objetivos propuestos para esta investigacion y de los trabajos ya
iniciados, podemos concretar algunos de los aportes que se esperan de esta
investigacion:

= Contribuir a la consolidacion del constructo sentido estructural:

o poniendo de manifiesto su utilidad para describir componentes de la
competencia algebraica que se ponen en juego en diversidad de
actividades que implican trabajar con expresiones simbolicas;

o analizando su relacion con los componentes de la competencia
matematica destacadas por Kilpatrick, Swafford y Findell (2001) entre
los que se encuentra el conocimiento conceptual, el conocimiento
procedimental y la flexibilidad procedimental, y

o precisando su definicion aportando nuevos descriptores o informando
sobre la forma en que se éstos se relacionan.

= Dar a conocer qué procesos de pensamiento guian a los estudiantes en el
desarrollo de su sentido estructural y qué elementos condicionan el uso del
mismo entre ellos variables de tarea, aspectos cognitivos o elementos relativos a
la cultura o normas socioculturales del aula.

= Proveer tareas Utiles para promover el uso y desarrollo de sentido estructural y
pensamiento relacional en diferentes contextos asi como el desarrollo de

comprension del lenguaje HIP y del simbolismo algebraico.
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= Informar sobre el modo en que estudiantes de educacion secundaria dan
significado al simbolismo algebraico en la traduccion entre los sistemas de
representacion verbal y simbdlica. De este modo, en particular, buscamos
aportar informacion sobre el primer paso en la resolucion de problemas
algebraicos —expresar de forma simbdlicas las relaciones expresadas en el
enunciado. Esta informacion sera util para comprender las dificultades que los
estudiantes encuentran en dicha tarea y el papel que juega el contexto en las
mismas.

= Informar sobre el potencial del lenguaje HIP en el contexto del calculo no
algoritmico para ayudar al desarrollo de conocimiento matematico especializado
por parte de futuros maestros de educacion primaria.

= Describir el pensamiento relacional de los estudiantes para maestro de educacion

primaria resultado de su formacion preuniversitaria.

Mediante los aportes aqui enumerados y, otros a obtener en el desarrollo de la
investigacion que se plantea en este proyecto, buscamos proveer conocimiento de
interés tanto para la innovacion curricular —permitiendo cambios en el enfoque de la
ensefianza-aprendizaje del algebra en la educacion obligatoria y de las matematicas y su
didactica en la formacion inicial de maestros—, como para el campo de investigacion en
Didéactica de la Matematica. Dicho conocimiento sera relativo al desarrollo y puesta en
practica por los estudiantes de algunas componentes de la competencia matematica
identificadas como relevantes (dominio y comprension del simbolismo algebraico y del
lenguaje HIP, sentido estructural y pensamiento relacional) y al modo en que se
relacionan. Al mismo tiempo que contribuimos a la comprension del modo en que se
desarrollan y aplican dichas componentes, perseguimos profundizar en la naturaleza de

las mismas y en su definicion.
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