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Resumen

La Geometria de los sélidos plantea dificultades evidentes de cara a su representacion para
nuestros alumnos. Histéricamente, hemos contado mayoritariamente con soportes
bidimensionales para llevar a cabo estas representaciones de figuras con volumen, y también
nos hemos apoyado en el uso de un conjunto de materiales manipulativos que nos
permitieran mostrar a nuestros alumnos determinadas propiedades fundamentales de los
cuerpos geométricos.

Afortunadamente, la evolucién actual de la tecnologia nos permite una mayor versatilidad a
la hora de presentar a nuestros alumnos el mundo de la geometria tridimensional, utilizando
para ello software de modelado e impresoras 3D.

Sin embargo, el hecho de que exista una tecnologia no garantiza que su presencia en el aula
sirva por si sola para provocar un aprendizaje significativo en nuestros estudiantes. Por ese
motivo, a la hora de disefiar una propuesta, es importante basarse en modelos didacticos
consolidados como el modelo de Van Hiele y desarrollar actividades que incorporen el uso
de la tecnologia desde una perspectiva tedrica que permita explotar todo su potencial.

En esta comunicacion se detallan una serie de actividades siguiendo las fases de aprendizaje
del modelo Van Hiele que permiten una primera introduccion de la tecnologia de impresion
3D en el aula.

1. Dificultades en la representacion de la Geometria de los solidos.

La Geometria de los solidos, por su poder para fomentar la intuicibn matematica, su
capacidad para adentrarse en la belleza de muchas demostraciones légicas y por su indudable
valor para la visualizacion de conceptos y situaciones reales es un area clave dentro de la

formacion matematica obligatoria.
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Su importancia ha sido defendida en numerosos trabajos como los de Bressan, Bogisic y
Crego (2000) y de Alsina Catala, Fortuny Aymeni y Pérez Gémez (1997). Sin embargo y a
pesar de su importancia la Geometria de los solidos presenta algunas dificultades especificas

que las metodologias tradicionales no han sido capaces de superar.

En Badia y Cano (2013) encontramos algunas claves para comprender estas dificultades.

Expondremos a continuacion las més importantes:

1. Es necesario trabajar la visualizacion para que los estudiantes puedan desarrollar

argumentos adecuados en los procesos de resolucién de problemas.

2. Para describir, reconocer, representar figuras e identificar sus propiedades son necesarias

representaciones visuales.

3. Lavisualizacion es necesaria para identificar atributos y poder llegar a inferir atributos que

no pueden verse.

4. Los alumnos tienen dificultades para identificar, analizar y representar por no realizar
adecuadamente el procesamiento visual de la informacion y la habilidad para interpretar la
informacion figural. Los ejemplos limitados y prototipicos presentados en libros de texto y

en la pizarra son un obstaculo para el aprendizaje.

5. Las definiciones geométricas se aprenden de forma memoristica sin que se haya realizado
una construccion cognitiva. Sin una construccion inductiva de las definiciones los estudiantes

presentan problemas ante tareas que exigen desencapsular los significados.

6. Los programas de geometria dinamica permiten representar una gran variedad de figuras
que faculta a los alumnos a formular conjeturas. Sin embargo aparece la dificultad cognitiva

de asumir que un conjunto de ejemplos validos no constituye una prueba.

Como puede verse la falta de visualizacién constituyen un obstaculo grande a la hora de

desarrollar el pensamiento geométrico. En el caso de la Geometria de los solidos las
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posibilidades de visualizacion son aun menores ante la dificultad de representar en soportes

bidimensionales situaciones tridimensionales.

Por este motivo creemos que las posibilidades de crear figuras solidas con ayuda de un
software especifico y la posibilidad de imprimir el resultado de forma directa gracias a la
impresion 3D es una oportunidad para desarrollar una visualizacidn no prototipica que ayude
a la construccion de las definiciones y que permita el trabajo de conjetura sobre las distintas
partes de los objetos geométricos tridimensionales.

2. Impresoras 3D y software de modelado.

Actualmente existe una gran variedad de software dedicado al disefio de objetos
tridimensionales. De entre todas las opciones, para el desarrollo de esta actividad hemos
elegido TinkerCAD por distintos motivos:

- Se trata de una herramienta muy intuitiva. Resulta relativamente sencillo crear figuras en
base a la composicidn de poliedros regulares, bien sea por adicién o por sustraccion.

- Permite cubrir distintos niveles de razonamiento dentro del modelo de Van Hiele, pudiendo
ser utilizado por alumnos entre el primer y el tercer nivel. Si bien no permite el uso de técnicas
de disefio mas avanzadas, consideramos que estas se encuentran fuera del objetivo de la
ensefianza de la Geometria elemental.

- Para utilizarlo sélo es necesario un navegador web, y por tanto funciona con cualquier tipo

de sistema operativo, ya sea este Windows, Linux, Mac o Chromium.

Como investigadores en didactica nuestro objetivo principal es siempre el de ensefiar
geometria, y no el ensefiar el uso de una herramienta compleja. En este sentido el software

elegido responde a este enfoque.

3. EI modelo de Van Hiele. Niveles de razonamiento y Fases de Aprendizaje.
Entre 1957 y 1984 se desarrolla el modelo Van Hiele. La aportacion fundamental del modelo
es la definicion de 5 niveles de razonamiento Geométrico y de 5 fases para la ensefianza de
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la Geometria. Estos niveles y fases permiten la guia, el disefio y la creacion de experiencias

apropiadas segun el nivel previo de los alumnos.

Los niveles de razonamientos

En (Lopez de Silanes, 2012) podemos ver un desarrollo completo de los niveles que el
matrimonio Van Hiele propuso. Los niveles de razonamiento aportados por el modelo
permiten vislumbrar las principales razones del fracaso en Geometria como desajustes entre
las demandas curriculares y el nivel real del alumnado. Este desajuste imposibilitaria el

aprendizaje.

En Ldpez de Silanes (2012:75) podemos ver que de forma mayoritaria los alumnos de
secundaria se encuentran al inicio de la etapa en el nivel 2 de razonamiento y avanzan hasta

el nivel 3 alo largo de la etapa. Por tanto en este trabajo partimos de las siguientes premisas:

v Consideramos como punto de partida que los estudiantes tienen un nivel de razonamiento
basico sobre los sélidos geométricos, que los entienden como una composicién de distintos
elementos bidimensionales, y que comprenden sus propiedades bésicas tales como el
volumen.

v" Pretendemos alcanzar un nivel de razonamiento en que los alumnos lleguen a comprender
que también los solidos pueden relacionarse entre si formando figuras complejas, y que las
propiedades de dichas figuras pueden deducirse a partir de las propiedades de las figuras

iniciales.

Las fases de aprendizaje

Las fases de aprendizaje se relacionan directamente con la actividad cotidiana de ensefianza.
En este sentido, las fases de aprendizaje constituyen una propuesta para su uso directo por
los profesores que les permite organizar y secuenciar los contenidos de forma que se

produzca un avance en el nivel de razonamiento. En Gutierrez, A. y Jaime, A.(1990) se
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explican de forma detallada las fases de aprendizaje del modelo Van Hiele, los aspectos mas

relevantes se comentan a continuacion:

- Fase 1. Informacion: Durante la fase de informacion el profesor plantea el campo de estudio
y todos los aspectos relativos al mismo que considere necesarios (materiales, problemas tipo
a resolver,...) El manejo inicial por parte de los alumnos de los materiales y conocimientos

béasicos debe permitir al docente establecer los conocimientos previos de los alumnos.

- Fase 2. Orientacion dirigida: Con ayuda de los materiales suministrados los alumnos deben
ir descubriendo, comprendiendo y aprendiendo los contenidos principales del tema objeto de
estudio. El objetivo aqui es disponer de una cuidadosa seleccion de actividades que forme la
base adecuada del nivel que se pretende alcanzar. EI material es por tanto dirigido a los

contenidos principales y escalonado de forma progresiva.

- Fase 3. Explicitacion: Mediante el trabajo en grupo se intercambian experiencias, se explica
la resolucion de las actividades y se buscan regularidades. En esta fase es muy relevante el
intercambio de respuestas y la justificacion de las mismas de forma clara y ordenada. La
discusion es la que debe permitir ir generando la nueva red de relaciones. Esta fase es
transversal a todo el proceso y debe permitir la adquisicion del vocabulario matematico

propio del nivel que se pretende alcanzar.

- Fase 4. Orientacion libre: Se presenta investigaciones diferentes a las iniciales que permitan
aplicar los conocimientos recién adquiridos. El perfeccionamiento de los nuevos
conocimientos debe hacerse mediante la presentacion de problemas que admitan diferentes
enfoques y soluciones por parte del profesor. Una manera habitual de realizar esta fase es
plantear actividades donde los elementos principales deban ser unidos por el estudiante
gracias a los nuevos conocimientos, vocabulario y modos de solucién que se estan trabajando.
Los problemas abiertos planteados deben permitir el fortalecimiento de las relaciones ya

creadas y el establecimiento de nuevas relaciones mas profundas y complejas.
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- Fase 5. Integracion: Para culminar el proceso los alumnos deben adquirir una vision general
desarrollando nuevas relaciones entre los nuevos contenidos y metodos y los que ya se
conocian. Se trata de comprender la globalidad mediante el trabajo de comprensiones
globales que no suministren conceptos, propiedades o0 métodos nuevos a los estudiantes. Es

por tanto una acumulacién, comparacién y combinacion de cosas que ya conocen.

4. Actividades propuestas.

Siguiendo el modelo descrito organizaremos la actividad en 5 fases orientadas a permitir el

desarrollo del pensamiento geométrico de los alumnos dentro del nivel 2.

Fase 1. Informacion: Esta fase tiene caracter informativo para el docente, y sirve como
introduccion o refresco de contenidos para los alumnos. Podemos trabajar pues con
cuestionarios que nos permitan evaluar el nivel de nuestros alumnos dentro de este modelo,
entre los cuales el mé&s comln es el de Usiskin. Para nuestro caso utilizaremos como
alternativa el cuestionario propuesto por Dorit, P (2014), teniendo en cuenta que el
cuestionario de Usiskin presenta Unicamente preguntas relacionadas con la geometria plana,
mientras que el cuestionario de Dorit (2014) afiade preguntas relacionadas con la geometria

espacial y de solidos.
Fase 2 . Orientacién Dirigida: Durante esta fase realizaremos dos actividades:

e Descubrimiento de TinkerCAD y experimentacion con material manipulativo: Esta
actividad tendra como objetivos permitir que nuestros alumnos se familiaricen con el uso de
la herramienta y presentarles distintos modelos de objetos tridimensionales basicos mediante

software y mediante impresiones impresos.

e Planteamiento tedrico/practico de los distintos elementos geométricos, incluyendo su

descripcion, propiedades, y calculo de superficie y volumenes.
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Fase 3. Explicitacion: Siguiendo la aproximacion de Guillén (1997), no planteamos una
actividad especifica para esta fase, dado que se trata en su lugar de un dialogo continuo entre

profesor y alumnos, y de los alumnos entre si.

Fase 4 . Orientacion Libre: Solicitaremos a nuestros alumnos que vayan poco a poco
combinando  las  distintas  figuras  simples en una  figura  compleja.
Utilizando TinkerCad, les pediremos que partan de las figuras creadas anteriormente, y las
combinen para formar una figura nueva que se les proporcionara como ejemplo. Una vez
hecho esto deberan intentar calcular el volumen resultante de la figura final.

Se permitird a los alumnos trabajar de forma libre durante toda la sesion, limitandose el
profesor a resolver dudas de forma abierta, permitiendo la experimentacion.
Estamos trabajando con una situacion didactica disefiada con el fin expreso de facilitar a
nuestros alumnos el alcanzar un mayor nivel de razonamiento dentro del modelo de Van

Hiele. Por tanto, la figura final ha sido escogida con dos finalidades concretas:

4. Evitar casos en los que resulte complejo calcular el volumen sin utilizar el calculo
integral, la figura ha sido escogida de forma que el volumen combinado simplemente requiera
usar divisiones simples de las figuras originales.

5. Hacer coincidir lugares geométricos que permitan a los alumnos asociar diferentes

conceptos:

- Centro del cilindro y el prisma hexagonal en el centro de las caras del prisma
- Centro de la esfera en el centro de la cara superior del cilindro

- Radios de la esfera y el cilindro idénticos

- Didmetro del cilindro en el que se inscribe el prisma hexagonal igual a la

longitud de la cara del prisma rectangular

El profesor debe ser consciente de las caracteristicas anteriores por lo que en la medida de lo
posible debe tratar de orientar a los alumnos para que experimenten con las formas mas
sencillas y para que las combinen de forma simple dejando margen para que los alumnos

resuelvan los conflictos de razonamiento.
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Fase 5. Integracion: Nos interesa terminar con una fase en la que los alumnos compartan
sus experiencias acerca de la actividad de orientacion libre, y de los distintos conflictos de
razonamiento a los que se han enfrentado. Para conseguir este objetivo, tomaremos algunos
ejemplos de las figuras realizadas por los alumnos y solicitaremos a los alumnos que
expliquen cdmo han construido la figura final, y cémo han calculado su volumen. Se iran

apuntando conceptos clave en un esquema final de contenidos.

Un paso opcional interesante, es el de relacionar los célculos realizados con la forma de
calcular volumenes complejos mediante inmersion. Para ello, podemos utilizar un recipiente
con agua e introduciremos las figuras por separado para ver posteriormente como el volumen
de la pieza final coincide con el calculado. Esto nos permitira afianzar el concepto de la

magnitud de volumen, y relacionarlo al ambito fisico.

Asimismo, y con el objetivo de comparar resultados y evaluar la progresion por los niveles
de razonamiento de Van Hiele, repetiremos el cuestionario de Dorit, P. (2014) que ya

habiamos planteado en la Fase 1.
5. Conclusiones y trabajos futuros.

La sociedad de la informacion, brinda excelentes oportunidades para el trabajo de la
Geometria de los solidos basadas en la impresién 3D. Sin embargo, es importante apoyarse
en modelos consolidados para la ensefianza de este area de las matematicas que garanticen
que el trabajo realizado en las aulas sea coherente con los niveles de razonamiento de los

alumnos a las que van destinadas.

Las fases de aprendizaje propuestas en el modelo de Van Hiele son una referencia obligada
para el disefio de actividades por lo que es necesario estudiar la posibilidad de impartir todo
el curriculo geométrico mediante una secuencia de actividades bien definidas que sigan el
modelo presentado y permitan la superacion de los niveles de razonamiento alcanzados por

los estudiantes de secundaria.

La realizacidn de distintas experiencias basadas en las TIC, como la presentada, que abarquen

todo el contenido previsto por la legislacion y la comprobacién mediante cuestionarios
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validados como el de Usiskin y Dorit de los resultados obtenidos es una linea de investigacion

que deberia ir cogiendo fuerza en los proximos afos.
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