CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS
Enzo R. Gentile

Sea R? el plano de la geometria analitica, consideraremos

ciertas operaciones sobre R? :

a) dados dos puntos distintos de R? podemos trazar una recta que

los una.

b) dada una recta podemos marcar dos puntos sobre la misma y consi

derar el segmento por ellos determinado.

c) dado un punto podemos construir una circunferencia de centro enr

ese punto y radio determinado seg(n (b).

d) determinar puntos como intersecciones de: a) dos rectas, b) rec

tas y circunferencia, c) dos circunferencias.

Fijados a), b), c) y d) veamos algunos tipos de construcciones que

podemos hacer.

i) Dado una recta r y un punto A, podemos trazar una recta r'

perpendicular a r por A. En efecto, con centro en A traza
mos una circunferencia de radio suficientemente grande. Esta
cortaa r en B y B'. Haciendo centro en B. trazamos una
circunferencia de radic BB' y haciendo centro.en B' traza-
mos una circunferencia de radio también BB'. Las mismas se in
tersectan en C y C'. La recta determinada por C y C' tie

ne las propiedades pedidas.

ii) Dada una recta y un punto exterior a la misma, podemos trazar
una paralela a la misma que pase por ese punto. Dejamos su cons

truccidn a cargo del lector.

iii) Podemos trisecar el dngulo recto.




Consideramos a R2Z como la totalidad de pares ordenados (a,b)
de n(meros reales. Diremos que un nimero real a es construible
(siempre debe entenderse con regla y compds) si el punto (a,0) es
construible, a partir de segmentos construibles. Por ejemplo, el seg
mento (0,0)(1,0) es construible, por definicién. Por lo tanto, el
punto (1,0) es construible. A partir de &1 lo serin (2,0), (3,0),
eees (-1,0), (-2,0), ... es decir, un conjunto equivalente a los
enteros. En efecto, con centro en (1,0) y radio igual al segmento
(0,0)(1,0) trazo una circunferencia. La misma intersecta a la recta
(x,O.), x €R en los puntos (0,0) y (2,0). Asi queda construido
(2,0). Andlogamente consideramos los puntos construibles de la for-
ma (0,b). En general, el punto (a,b) es construible si y sélo si

(a,0) y (0,b) son construibles.

Identificando a R2 con el cuerpo complejo podemos referirnos
a n@imeros complejos construibles con regla y campds. En general, si
a y b son nameros camplejos construibles, entonces a+b y a-b
son también construibles. Utilizando el teorema de Thales de la geo
metria elemental, se puede probar que si a y b son nGmeros rea-
les construibles, entonces a.b y a/b (b # 0) son construibles
(para mis detalles véase el articulo de Elsa Malisani en este nime-
ro). En definitiva el conjunto de nimeros complejos construibles es,
con respecto a la suma y el producto ordinarios un cuerpo K, el
cuerpo de los nimeros construibles. Este cuerpo K, tiene una pro-
piedad importante, a saber: si u €K, entonces /u €K. Es decir,
K es cerrado respecto de tomar raices cuadradas. En efecto, esto es
td probado en la construccidn siguiente, cuya justificacién se deja

a cargo del lector.
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Un nimero complejo at+bi es construible, si asi lo es el punto
(a,b) de R2?. La teoria de Galois permitiS resolver casi simultd-
neamente varios problemas famosos de geometria. Por ejemplo, los re

ferentes a:

i) Duplicacién del cubo (construir un cubo de volumen doble a un
cubo dado, por ejemplo dado un cubo de lado 1, construir un cubo
de volumen igual a 2. Esto equivale a poder construir con regla

y compds el nimero real 7 , que es una solucidn de la ecuacidn
X3-2=0).
ii) Triseccién del &ngulo, con regla y compas.

iii) Construcci6n con regla y compds del poligono regular de n lados.

Veamos en qué propiedades algebraicas se traduce la propiedad
de ser construible con regla y compds. La ecuacidn de una recta en
R?2 es,

aX +bY +c=0

y la ecuacibn de la circunferencia de centro (a;,b;) y que pasa

por (az ,b2) es,




(X-a;)2 + (Y-by)2 = (a-3;)2 + (b, -by)2 = r2

o también
X2 +Y2 - 2a,X - 2b)Y +¢c; =0

si cl=a%+b%-r2.

Un punto (x,y) € R? serd construible si y sdlo si es solucidn

de algunos de los sistemas siguientes:

a)1X +b)Y+c; =0

(1)
azx+b2Y+C2=0
a)X + b)Y +¢c; =0
(11)
X2 + Y2 - 235X - 2bY + ¢, = 0
X2+ Y2 - 2a)X - 2byY + ¢, =0
(I11)

X2 + Y2 - 235X - 2byY + ¢, = 0

donde los coeficientes a,;, by, c;, ... son nimeros reales construibles.
En efecto, nuestra afirmacion es equivalente a determinar un punto en R?
como interseccidn de dos rectas o de recta y circunferencia o de dos cir
cunferencias. En cualquiera de los casos se trata de resolver ecuaciones
en wa indeterminada de grado a lo sumo 2. En el caso (I), si las rec-
tas no son paralélas (Gnico caso que interesa) es d = ajba- ab, # 0 y

por lo tanto la solucién es (x,y) con,
x = (bacy - bic)/d , y = (apc, - ajcy)/d

En el caso (II), si (por ejemplo) a;, # 0 despejando formalmente X
en la primera ecuacién y reemplazando en la segunda ecuacién se obtiene
una ecuacitn de segundo grado en Y, cuyas soluciones Y1> Y2 (reales

o imaginarias) reemplazadas en la primera ecuacidn, dardn soluciones




X,, X respectivamente. En el caso (III), "restando" las ecuacio-

nes resulta
(*) Z(az -al)X = Z(bz —bl)Y *+Ci=-Cr = 0

que es la ecuacidén de la recta que une los puntos de interseccidn
de las dos circunferenciaé, supuesto que dichas circunferencias

son distintas y tienen intersecci6én no vacia (Gnico caso que geo-
métricamente interesa). Resolviendo el sistema formado por (*) y

una de las ecuaciones de (III), se obtiene la solucién de (III).

En_resumen: wn nimero real es construtble con regla y
compds si y sblo st es solucién de una ecuaciém alge-
braica con coeficientes construibles, de grado a lo

gumo 2.

Un nimero complejo serd construible con regla y compds si y s6lo si

sus componentes (real e imaginaria) son construibles.

Las construcciones geamétricas traducidas al lenguaje analiti-
co o algebraico equivalen a detemminar nimeros a partir de los n(me
ros racionales, por las operaciones racionales y la extraccidn de
rafces cuadradas. Podemos definir entonces para cada nimero cons-
truible, el mimero minimo de ecuaciones cuadriticas irreductbles
necesarias para obtener al mismo a partir del auerpo Q o también,
el nimero minimo de raices cuadradas que 'scn suficientes para obte
ner el ndmero. Se debe entender que las raices cuadradas que se con
sideran son propias, no consideramos raices cuadradas del tipo
/i = +a. Cuando hablamos de ecuaciones-irreducibles £(X) =0,
con £(X) un polinomio, entendemos que el polinomio  £(X) es

jrreduciple sobre el cuerpo en cuestién.




Llamaremos grado de un nimero construible al nlmero que acaba
mos de definir. Asi, si « €Q diremos que « tiene grado 0. Si
@ es solucidn de una ecuacién X2 + rX + s = 0 irreducible, con
r y s racionales, entonces @ es de grado 1. En general, un ni-
mero @ tiene grado n > 1 si y sdlo si es solucidn de una ecua-
cidn cuadrdtica irreducible X2 + rX+ s =0 donde r y s son
nmeros construibles de.grado menor que n, pero uno al menos tie

ne grado n-1.

Nota: Para el lector conocedor de un poco de la Teoria de Cuerpos
un.nimero @ tiene grado n si y sélo si « pertenece a un cuerpo
extensidn de Q obtenido efectuando n ddjunciones de raices
cuadradas,

Q =Ko €Ky = Ko(7a)) €K, = K;(/az) C ... CK, = Ky, (7ay)

con a €K, y «€ K., j<n. Cada adjuncién K(/a), donde
/a €K, significa formar la totalidad,

* K(¥a) = {r+s/a : r,s €K}

El valor /a debe entenderse una raiz cuadrada en C , del nGmero a.
En la situacidn. (*), K(¥a) es un cuerpo, la extensidn cuadrética

de K obtenida adjuntando /a. Observar que si @ es un nfmero cons-
truible de grado n entonces -a y 1/a son construibles y tienen

también grado n.

Construccion del poligono regular de n lados.

Se trata de hallar todas las soluciones de la ecuacién X"-1 =0,



mediante las operaciones racionales y la extraccibn de raices cua-
dradas. El problema se reduce a considerar sélo los valores de n
que son primos positivos (por qué?). Sea pues n = p primo positi

vo. Dado que,

X1-1= (X-DO™ e +X+)

es suficiente construir una solucién de la ecuacidn

XPlse . +X+1=0.

E1 polinomio 6 (X) = P4+ ... +X+ 1 se denomina, polinomio ciclo
témico de orden p y es bien sabido que es irreducible sobre Q
(Ciclotomia significa particién de la circunferencia). Para que la
solucién sea factible con regla y compés debemos hallarla, como ya
se dijo, por sucesivas resoluciones de ecuaciones cuadriticas. Vea-

mos algunos ejemplos,

1. Construccién del tridngulo equildtero (p = 3).

Debemos considerar la ecuacién X2 + X +# 1 = 0. La solucién
es bien conocida, (-1+iv3)/2 y (-1-1i/3)/2. Geométricamente
se construye con regla y compds un segmento de longitud -1/2 so
bre el eje horizontal, otro de longitud v3/2 sobre el eje verti
cal. El punto del plano con esas coordenadas es un vértice del
tridngulo equilitero. En forma aniloga se obtiene el otro, (ue jun

to con 1 nos da los tres vértices buscados.

2. Pentdgono Regular (p = 5).

Debemos considerar la ecuacidn,

Bs(X) =X* + X3+ X2+ X+1=0.
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Operando algebraicamente se obtiene

05(X) = X2(X2 + X+ 1+ X1 +X2) =X2[(X+X 12+ (X+XxX1)-1]

y llamando Y = X + X-! se obtiene la ecuacién cuadritica
Y2+Y+1=0

cuyas soluciones son

a, = (-1 + /5)/2 y a, = (-1 - /5)/2

Escribiendo a; = X + X°! resulta la ecuacién cuadritica
X2 -a)X+1=0

con coeficientes ''construibles', resultando soluciones
(al*iaf-t‘l)/z y (31'73-? '2)/2

Utilizando a; se obtienen otras dos soluciones que junto con 1
dan los cinco vértices buscados. Véase el articulo de Elsa Mali-
sani en este nlmero para mis detalles sobre la construccién del

pentégono y decfgono regular.

3. Construccidn del Heptédgono regular (p = 7) )

Se trata de resolver por ''cuadraturas' la ecuacidn 6,x) = 0.

Podemos proceder en forma aniloga y escribir,

0700 =X3(X3 + X2+ X+1+X1+X24+x3

y llamando Y = X + x?! habrd que proceder a resolver la ecua-
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cién Y +Y2-2¥-1=0. Notemos que el polinomio en Y halla
do es irreducible sobre Q . En efecto, tratdndose de un polinamio -
de tercer .grado es suficient.e investigar la existencia de raices en
Q. Por el Teorema de Causs las posibles raices son los enteros que
dividen a 1, osea 1 & -1. Como ninguno de estos valores es
raiz, queda probada la irreducibilidad de Y® + Y2 - 2y - 1. Sien
do este polinomio irreducible estamos bloqueados por esta via a los
fines de la construccitn con regla y campds que, como sabemos, invo
lucra sdlo ecuaciones de grado 1 6 2 y no irreducibles de mayor gra
do.

Supongamos que el problema de la construccidn del heptﬁgono re
gular sea posible. Es decir, podemos construir una solucidn de
67(X) = 0 por cuadraturas. Se sigue que también tendremos una solu
cién « de Y3 + Y2 - 2Y-- 1 = 0 por cuadraturas. Esto nos llevari
a un absurdo que implicard la imposibilidad de construir el heptigo
no regular con regla y compas. El nfimero « satisface entonces dos

ecuaciones

Y3 +Y2 -2y -1=0
Y2+ 1Y +s=0
con vt y s n(meros construibles de grado menor al grado de « .

Se tiene

ad = a2 + 200 + 1

ad = -ra? - sa
(1-v)a2 - (2+s)a-1=0

y como 1-r # 0 (por razones de grado!) resulta la ecuacifn,

.
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Puesto que la ecuacién Y2 + 1Y + s = 0 es irreducible se debe ve
rificar que,

_ 2+s -1

R B 4 i

Operando (y omitimos los detalles) resulta la siguiente ecuacién sa

tisfecha por r,

r3-2r2-r+1=0.

Notemos que r es un nimero construible de grado menor que «. se
sigue de la ecuacidn precedente que -r~! satisface la ecuacidn "ori
ginal",

Y3+Y2-2y-1=0.

En efecto,

;r3 4 r2 42l - 1= 3(r3+2r24rr-1)
=-r3(r3-2r2-r+1)

=0

lemos probado entonces que la ecuacién Y3 + Y2 - 2Y - 1 = 0 admite
una solucién que es un nfmero construible de grado menor al grado de
«. Iterando este proceso logramos '"por descenso' que la ecuacidn
tiene finalmente solucién en Q, cosa imposible, pues esta ecuacién,
vimos, es irreducible sébre Q . Hemos pues probado la imposibilidad
de construir con regla y compds el heptdgono regular. El mismo razona
miento prueba la imposibilidad de "duplicar el cubo", pues se trata
de resolver la ecuacién X3 - 2 = 0, que es irreducible sobre Q.

A manera de ejercicio el lector puede mostrar la imposibilidad de
trisecar el 4ngulo de 60 grados, o sea de construir con regla y com-
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pis un 4ngulo de 20 grados. En este caso se hace uso de la ecuacidn

cos 3 =4 cos3 - 3 cos @

que para 0 = 20° toma la forma
8 cos3 20° - 6 cos 20° - 1 =0
y escribiendo X = 2 cosf resulta la ecuacidn,
X3 -3-1=0.

Este polinomio es irreducible sobre Q camo el lector puede probar
y el razonamiento sigue las lineas trazadas en el caso del heptégo-

no regular.

El resultado de mayor trascendencia sobre construcciones de po
1fgonos regulares es debido a C.F. Gauss (1777-1855). Se refiere a
la posibilidad de construir el poligono regular de 17 lados con re-
gla y compds y en general, de los poligonos regulares con un n@mero
primo p de lados para los p de la forma

p=22"+1

llamados primos de Fermat (P. de Fermat 1601-1665). El resultado fi-

nal es el siguiente:

Teorema. El poligono regular de n lados es construible con regla
y compis si y s6lo si n es de la forma

n=2p, ...
con s natural ¢ ceroy los pj son primos de Fermat,

distintos dos a dos.
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Nota final. Puesto que hay sdlo 5 primos de Fermat conocidos has

ta el presente, a saber

227 4+ 1 con. n=0,1,2,3,4

se sigue que hay sélo 31 poligonos regulares con un nimero impar de
lados que son construibles con regla y compds. Se ignora si existen
infinitos primos Jde Fermat. ((Se cree que hay s6lo un nimero finito,
por un razonamiento de tipo euristico. En efecto, si existieran infi
nitos primos de Fermat, significaria que Fermat habria tenido infini
tos tios. Por lo tanto su madre o su padre habria tenido infinitos
hermanos. Pero para tener infinitos hermanos es necesario tener infi
nitas madres. Pero esto es un absurdo pues: Madre hay una sola! Otro
argumento, debido a Jarvis, parece mds convincente. Jarvis dice mu-
cho més, dice que no hay primos de Fermat, pues por razones de edad

estarian ya fodos muertos!)).

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales,
Ciudad Universitaria

(1428) NGiez, Buenos Aires.

" Escuchado en medios de comunicacién:
"Tan chico como 000000000, 1".

"La politica dié un giro de 360 grados".



