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Resumo

A busca por caminhos que auxiliem o melhor desempenho das atividades de professores
e alunos tem sido alvo de muitos estudos. Neste trabalho, investiu-se no uso de
laboratério de matematica na inten¢ao de lidar com a indugdo como forma de producao
de conhecimento. Metodologicamente, utilizou-se o jogo Torre de Han6i como material
didatico para caracterizar a elaboracdo de conjecturas e formulacdo de demonstracdes
para enunciados matematicos simples. O resultado obtido foi a organizacdo da proposta
didatica de nome Torre de Handi como Recurso para apresentagdo do Principio
Indutivo, composta de trés atividades com o intuito de caracterizar a potencialidade do
raciocinio indutivo.
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1. Introducao
A diversidade frutifera de estudos, envolvendo a a¢dao pedagdgica do professor apesar
da multiplicidade de possibilidades para apresentar um dado conteudo, cabe salientar
que muitos ainda estdo restritos a forma mais elementar. Para ser mais claro, na esfera
dos recursos pedagbgicos, boa parte dos professores continua refém dos livros didaticos
e contemplam recursivamente suas ag¢des de ensino com a lousa e o pincel. E,
lamentavelmente, no ensino de matematica, associando ao que foi dito as “imensas”
listas de exercicios creditam o éxito das aprendizagens matematicas de seus alunos.
O jogo torre de Handi foi adotado neste estudo por sua versatilidade e caracteristicas a
ele inerentes capazes de viabilizar acdes pedagogicas que justifiquem a potencialidade
do laboratério de matematica como ambiente propicio ao desenvolvimento de atividades
investigativas epistemoldgicas. O propdsito investigativo consiste em explorar a agdo
pedagdgica dos professores e alunos, respectivamente em suas tarefas didaticas e de
aprendizagens, ou seja, trabalhar a formulagdo de proposigdes, leis, teoremas, teorias e
suas aplicagdes. O objeto matematico de interesse esta voltado para esclarecer a indugao
enquanto principio e sua contribuicdo no processo de validagdo no ambito do
conhecimento matematico, pois como enfoca Singh (2005, p. 219):
A prova por inducdo ¢ uma forma poderosa de demonstracao
porque permite ao matematico provar que uma declaragdo ¢
valida para certo numero infinito de casos demonstrando apenas
um Unico caso.
Hé uma diversidade de procedimentos metodoldgicos para lidar com a indugdo, mas
aqui se fez opcao por enfoques presentes nos estudos de Medeiros et al. (1994), Druck
(2004), Drabeski e Francisco (2010) uma vez que utilizam como material recursivo a
torre de Hanoi. E quanto a forma de aprendizagem almejada, segundo as informagdes
apresentadas, procura-se levar em consideracdo aspectos inerentes ao cognitivismo,
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particularmente, os apontados em seguida como responsaveis pela eficacia de uma
aprendizagem.
A teoria cognitivista de David Ausubel propde que a eficacia da
aprendizagem em sala de aula depende: (i) do conhecimento
prévio do aluno; (ii) do material que se pretende ensinar ser
potencialmente significativo para o aprendiz e; (iii) do individuo
manifestar uma inten¢do de relacionar os novos conceitos com
aquilo que ele conhece. Como outros tedricos do cognitivismo,
Ausubel acredita que existe uma estrutura na mente humana na
qual o conteudo total de idéias e sua organizagdo em uma 4rea
particular do conhecimento estdo armazenados de forma
hierarquica (MOREIRA apud BORCELLI e DA COSTA, 1999,
p. 03).
De modo especifico, o foco ¢ a indugdo enquanto forma de produgdo de conhecimento e
procura levar em consideragdo os aspectos inerentes ao ultimo, dentre os nove objetivos,
que configuram o novo sentido das matematicas, segundo Bagazgoitia (1997, p. 7):
Matematica como raciocinio: o curriculo de matematica deveria
incluir experiéncias numerosas e variadas que reforcem e
ampliem as destrezas do raciocinio loégico. Os estudantes
deveram ser capazes de elaborar e comprovar conjecturas,
formular contra exemplos, seguir argumentos 1dgicos, construir
demonstragdes para enunciados matematicos simples, entender
demonstragdes (tanto diretas como indiretas) ¢ em definitivo
raciocinar matematicamente.
Tais aspectos foram explorados no ambito dos laboratorios de ensino de matematica por
entender que este se tem credenciado como local favoravel para subsidiar a aquisicao de
conhecimento, no caso, a indu¢do como ja anunciada. O material utilizado para servir de
apoio para as atividades no laboratorio foi a torre de Handi e matematicamente se
trabalhou o principio de indugdo finita como forma possivel, levando em consideracdo a
matematica como raciocinio conforme Bagazgoitia et al. (op. cit.).
Baldini e Gomes (2009) pontuam que a tarefa matematica do jogo consiste em
vislumbrar a partir da relagdo entre o numero de discos € o niumero minimo de
movimentos para transportar todos os discos do pino para um outro, sem descumprir a
regra basica do jogo ja apresentada que pode ser subdividida nos trés subitens acrescida
a estes uma exigéncia para que o jogo se encerre: 1. Mover um Unico disco por vez; 2. O
disco em movimento deve ser colocado em um dos outros dois pinos; 3. Nunca se deve
colocar um disco de didmetro maior sobre um de didmetro menor; 4. O vencedor do
jogo ¢ aquele que conseguir montar a torre em um dos outros pinos inicialmente vazios
com menor nimero de movimentos.

2. O Principio da Inducio Finita

O uso da indugdo como apoio ao processo de elaboracdo do conhecimento nao se trata
de algo recente, pois como lembra Kilmovsky e Boido (2005), Aristételes pontua que
tal processo possui duas etapas, a primeira trata-se de uma sequéncia de passos que
estimulam a atitude de conhecer, viabilizando o surgimento de verdades gerais ou leis
sobre o real, levando em conta aspectos matematicos. Além disso, informam que esta
etapa tem cardter empirico, observacional e indutivo, tendo como caracteristicas as
recomendacdes seguintes:

138



CIECSM ™
ENEM
' [ Congreso Internacional de Ensefianza de las Ciencias y la Matematica
IT Encuentro Nacional de Ensefianza de la Matematica

(1) observagdes de casos isolados de um fendomeno; (2)
reiteracdo da observacao até dispor de uma amostra consideravel
de casos; (3) generalizacdo da observagdo da amostra para todo
o género do conjunto de entidades do estudo (KILMOVSKY e
BOIDO, 2005, pp. 58-59).

Na inten¢do de contemplar inicialmente uma informacao global sobre indugdo na visao
de Aristoteles, segundo Kilmovsky e Boido (2005), cabe assinalar ter sido essa figura
emblematica o primeiro a empregar o termo indu¢do bem como trazer, respectivamente,
algo envolvendo a credibilidade do processo em si e em seguida se apresenta uma
alusdo a outra etapa do processo de conhecimento aristotélico:
A indugdo proporciona algo assim como um tema a investigar,
origina o interesse de decidir se a generalizacdo obtida deste
modo ¢ valida ou ndo (op. cit., 2005, p. 59).
...segunda etapa a problematica se centra envolta dos
procedimentos mediante os quais seria possivel verificar as
potenciais leis cientificas sugeridas na primeira etapa. No
momento suporemos que se tem insinuado certos enunciados
cientificos e o problema é como proceder para verifica-los, quer
dizer, garantir sua verdade (ibdem).

Bagazgoitia et al. (1997) por sua vez, informam que a analogia, a indu¢do e a dedugdo
sdo formas de raciocinio matematico e alerta que a analogia ndo chega a ter a mesma
credibilidade cientifica da indugcdo e da deducao que tém servido como os tipos
fundamentais de raciocinios cientificos. Na inten¢do de trazer mais informagdes sobre
estas formas de raciocinio, se apresentara em seguida o raciocinio indutivo e dedutivo
nesta ordem a partir de Bagazgoitia et al. (op., cit. p. 17):
A inducdo consiste em recopilar evidéncias, estabelecer pautas
de comportamentos e formular conclusdes que tenham o carater
de conjecturas enquanto nio sejam provadas. As vezes podem
proporcionar as idéias decisivas para a resolucio de problemas.
A deducao consiste em extrair conclusdes combinando de forma
logica fatos aceites como certos, os resultados assim obtidos
constituem os teoremas.

Nao se pode deixar de registrar que o método axiomatico vai além da concepcao

classica j& pontuada inicialmente. O que pode ser observado a partir de Lorenzo (1998,

p. 149):
O sistema de axiomas, de ser instrumento de andlise e garantir
seguranca a algo ja existente, se converte em elaborador de
estruturas e teorias. Mas, como ndo ha referente prévio para as
mesmas ¢ a defini¢ao nao implica a existéncia do definido, entao
toda a chave tem de centrar-se em demonstrar que o sistema de
axiomas ndo ¢ contraditorio, que a teoria correspondente tem um
sentido intrinseco. A consisténcia se converte, assim, na chave
da existéncia.( ...)
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Lima et. all (1998) apresenta o axioma da indug¢do como o ultimo dos axiomas de
Peano, destacando-o como um método eficiente empregado para demonstrar
proposi¢des sobre os numeros naturais conhecido como demonstragdo por indug¢do ou
recorréncia e o enuncia em forma de propriedade ao invés de conjuntos (PEANO apud
LIMA, op. cit., pp. 32-33):
Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural 7.
Suponhamos que 1) P(1) ¢é valida; ii) Para todo neIN , a validez
de P(n)implica a validez de P(n'), onde n' € o sucessor de 7.
Entdo P(n) ¢ valida qualquer que seja o numero natural 7.

Com efeito, se chamarmos de X o conjunto dos numeros
naturais n para os quais P(n) ¢ valida, veremos que le X em

virtude de 1) e que n e X = n'e X, em virtude de i1). Logo, pelo
axioma da indug¢do, concluimos que X =IN.

3. Metodologia

O presente estudo pode ser classificado, segundo sua intencionalidade e temporalidade,
em uma Investigacao Diagnoéstica, Descritiva ou Exploratdria por buscar descrever um
fenomeno atual de cuja descricdo pode-se conseguir uma melhor compreensdo da
realidade estudada com o fim, quem sabe, de ser utilizada para solucionar o problema
em questdo. Indo pela visdo qualitativa, pode ser classificado como um estudo de caso
educativo. André (1988 apud STAKE) chama a atengdo para o fato de que os estudos de
caso sdo extremamente Uteis para conhecer os problemas e ajudar a entender a dindmica
da pratica educativa. Um estudo de caso que retrate um problema educacional em toda
sua complexidade individual e social ¢ uma descoberta preciosa.

Este estudo, portanto, situa-se no ambito das chamadas pesquisas qualitativas, em
particular do tipo Estudo de Caso Educativo Descritivo por ter, como interesse,
desenhar uma melhor compreensdo da acdo educativa. Em sintese, o propdsito esta
voltado para auxiliar a elabora¢do do conhecimento matematico a partir da explora¢do
adequada de um dado fendbmeno no ambito dos laboratorios para propiciar alunos e
professores a terem maiores €xitos em suas tarefas pedagdgicas. O desenvolvimento
deste estudo teve a participa¢io de cinco professores ¢ seis alunos* do quinto periodo
do curso de graduacdo de Licenciatura em Matematica da Universidade de Pernambuco
(UPE), Campus Nazaré da Mata.

Procedimentos Metodologicos: Seqiiéncia Didatica

A sequéncia didatica: Torre de Hanéi como Recurso para apresentacio do Principio
Indutivo, em sintese, foi organizada na intencdo de proporcionar, ao aprendiz, uma
postura investigativa, procurando conforme lembra Kilmovsky e Boido (2005) a
possibilidade da indugdo despertar o interesse em obter uma formulagdo e ter autonomia
em decidir se a generalizagdo obtida ¢ ou ndo valida. Dessa forma, foram organizadas
trés atividades pedagogicas, tendo cada uma delas os seguintes propositos:

¥ Professores: Esdras Jafet Aristides da Silva, José Roberto da Silva, Laércio Henrique
da Silva, Maria Aparecida da Silva Rufino, Marcos Jos¢ da Silva. Alunos: Emanuel
Henrique Pereira, Erica dos Santos Diniz, Hosana Silva de Santana, Jakeline Carneiro
de Oliveira, Natalia Dias de Morais, Suellen do Monte Santos.
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Atividade 1 (dpresentacdo do Principio da Indugdo): Tem como base estrutural os
intentos delineados na fundamentagdo tedrica deste estudo, portanto, procura
caracterizar o tal principio, aludindo o surgimento da idealizagcdo, passando por
definigdes classicas e criticas sobre essa forma de raciocinio como base para elaboragao
do conhecimento cientifico;

Atividade 2 (Torre de Handi como Recurso Diddtico): Uso da Torre de Handi como
recurso didatico para caracterizar a contribui¢do do emprego do Raciocinio Indutivo na
formulagdo de conhecimento cientifico, investindo na experimentagao.

Atividade 3 (Validagdo e Aplicagoes da Formulagdo 2" —1 com o Principio Indutivo):
Sao explorados aspectos inerentes a credibilidade da formulagdo 2" —1 oriunda das
atividades 1 ¢ 2, bem como caracterizar a articulagdo entre as formas indutivas e
dedutivas, empregando situagdes que envolvam tais formas de raciocinio no ambito
deste contexto trabalhado.

4. Torre de Hanoi como Recurso para apresentacio do Principio Indutivo

Diante das trés atividades que compdem esta proposta didatica, conforme ja
caracterizadas, devido as limitagdes de espago, se ilustrara sem seguida apenas a
atividade 3.

Validacio e Aplicagdes da Formulacao 2" —1 com o Principio Indutivo

Validagao

A formulacdo 2" —1 que envolve o nimero minimo de movimentos para transportar as
pecas da Torre de Handi do pino inicial para outro, segundo informagdes obtidas do
cumprimento das atividades 4.1 e 4.2 descritas nos procedimentos metodoldgicos,
provém do emprego do raciocinio indutivo, cabe aplicar o Principio da indugdo finita
para saber se esta formulacao ¢ verdadeira.

Uma possivel explicacao seria:

De modo imediato, confirma-se que T(1)=1, pois, 2' —1=1, portanto, a formula

2" —1 ¢ valida neste caso.
Suponha agora que 7'(n)seja satisfeito deseja-se garantir 7'(n+1) também o sera,

assim, confirma-se a hipdtese de indugao.

Conforme a suposi¢do anterior, verificar-se-a a validade da proposicao para n como
segue:

T(n)=2"-1, dai se tem que T(n+1)=2T(n)+1 através do resultado obtido
anteriormente (7'(n) =2T(n—1)+1).

Como, pela hipétese de inducdo, 7'(n) =2" -1, se T(n+1)=2T(n)+1 pode-se fazer o
seguinte desenvolvimento: T(n+1)=2T(n)+1=2(2" =1)+1=2""~1, que era o

resultado esperado. Logo, a formula 7'(n) =2" —1 vale para qualquer » natural.

Aplicagio

Aplicacdo 1: Qual a quantidade minima de movimentos necessarios para se efetuar a
mesma tarefa com os 64 discos?

Resposta: Trata-se de uma aplicacdo que consiste em si, no uso direto da generalizagdo
obtida. Dai, a quantidade minima de movimentos para se efetuar a tarefa com os 64

discos ¢ de 64 =2" —1=...=18.446.073.709.551.615.
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Aplicacao 2: Sabendo-se que se n ¢ o numero de discos encaixados num pino, 0 nimero

minimo de jogadas para se transportar essa torre para outro pino ¢ 2" —1. Se um
jogador faz uma jogada a cada 10 segundos e transporta a torre de um pino para o outro
em 10 minutos e 30 segundos, utilizando o nimero minimo de jogadas possiveis, pode-
se afirmar que a quantidade de discos na torre era?

Resposta: Se em 1 minuto cabem 60 segundos, entdo, em 10 minutos cabem 600
segundos, logo, 10 minutos e 30 segundos ¢ igual a 600+ 30 =630 segundos, assim,
para transportar a torre de um pino para o outro o jogador leva 630 segundos.

Como o jogador transporta um disco em 10 segundos, a quantidade de jogadas

630

efetuadas sera de: =63 (numero minimo de jogadas). Logo, temos que

2" -1=63 = 2" =64, onde n = 6. Dai, a quantidade de discos na torre era 6.

5. Consideracoes finais

A ideia de auxiliar alunos de licenciatura em matematica a terem uma visdo mais
concernente as intengdes educativas mais recentes nesta area foi trabalhar a formulagao
do conhecimento matematico e, para tal, buscou-se explorar tais intuitos
matematicamente a partir do principio de indugao finita, fazendo uso da torre de Hanoi
como material recursivo.

O proposito de levantar um conjunto de atividades para serem desenvolvidas no ambito
dos laboratorios de ensino de matematica na intencao de viabilizar condi¢oes favoraveis
a producdo de conhecimento matematico, levando em conta os aspectos trazidos de
Bagazgoitia et al. (1997) foram alcancados. Isto pode ser bem concebido a partir das
trés atividades organizadas no item 4 deste estudo Torre de Hanéi como Recurso para
apresentacio do Principio Indutivo.

As destrezas matematicas almejadas presentes nas intengdes pedagdgicas anunciadas ao
término do paragrafo anterior, foram alcangadas conjuntamente por parte alunos e
criticadas pelos professores que participaram deste estudo, mas, certamente, a proposta
em si seja, em seus fundamentos tedricos e/ou metodologicos carecem de muitos
ajustes.
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