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Resumen

En este estudio se ha disefiado un taller manipulativo para alumnos de todos los cursos de
primaria que se centra en los conceptos de mediatriz, circuncentro y diagramas de Voronoi.
A través de visualizar el concepto de mediatriz entendido como la recta de puntos que estan
a igual distancia de dos puntos dados, se amplia su conceptualizacion al ver que estan a
igual distancia de tres puntos y el paso a la generalizacién consiste en realizar los diagramas
de Voronoi.

Se han recogido datos de las distintas fases del taller en las diferentes etapas educativas y
se muestran resultados de los distintos niveles de intervenciones de los alumnos durante la
realizacion del taller.

Introduccion

En un entorno de resolucién de problemas, con la didactica adecuada, el alumnado puede
aprender conceptos matematicos de forma creativa, innovadora y divertida. Queremos que
los conocimientos que adquiere el alumnado sirvan para afrontar los retos que tengan por
delante. En el presente documento mostramos una experiencia didactica aplicada con éxito
en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas en jovenes de educacion primaria,
desde primero hasta cuarto. Mas concretamente, el objetivo principal de esta experiencia
didactica aqui presentada es trabajar conceptos geométricos especificos de un nivel, a priori,
superior al de la edad del alumnado que participa en la sesion.

Hay muchas formas de transmitir conceptos. Uno de esos modos es la pizarra, la tiza y los

gjercicios en la libreta, pero en eXplorium defendemos otros modos para permitir que los
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alumnos aprendan, ya sea usando la tecnologia (tablets, ordenadores...) u otros recursos
menos sofisticados (carton, pléstico, material reciclado...). Lo que si tenemos claro es que
para que los jovenes construyan el conocimiento tienen que experimentar, manipular y hablar
sobre lo que van descubriendo guiados por el andamiaje del profesor (Sherin, 2002).
Experiencia didactica

El objetivo principal de la actividad extraescolar que presentamos en esta comunicacion es
que los alumnos de primaria (desde primero hasta cuarto) trabajen sobre los conceptos
matematicos de la mediatriz, el circuncentro y los diagramas de VVoronoi mediante un proceso
practico y gradual basado en la construccion de puntos equidistantes a otros puntos dados.
Esta experiencia didactica se ha realizado en 15 grupos de aproximadamente 10 alumnos de
ciencia recreativa en horario extraescolar. Los alumnos cursaban entre 1°y 4° de educacién
primaria agrupados en dos grupos de edad (los alumnos de 1° y 2° van juntos y los alumnos
de 3°y 4° también).

El concepto de mediatriz se puede definir de dos formas: 1) la mediatriz de un segmento es
la recta perpendicular al segmento que lo corta en el punto medio y 2) la mediatriz de dos
puntos es el lugar geométrico cuyos puntos son equidistantes a los dos puntos dados.
Matematicamente, vemos que estas definiciones son equivalentes; en cambio,
didacticamente, la segunda facilita la construccion de los conceptos posteriores de
circuncentro y diagramas de VVoronoi. También veremos que la experimentacion realizada
con los alumnos les hace descubrir esta propiedad de equidistancia. Asi para esta
comunicacion tomaremos como definiciones:

La mediatriz de dos puntos es el lugar geométrico de los puntos que se encuentran a la misma
distancia que los dos puntos dados.

El circuncentro de tres puntos es el punto equidistante a tres puntos dados.

El diagrama de Voronoi de diversos puntos es la construccion geométrica originada a partir
de la creacion de las mediatrices entre distintos puntos que nos hace un mapa de los puntos
equidistantes a los diferentes puntos que tienen alrededor.

Una vez presentadas las definiciones a las que nos referimos en esta comunicacion,
mostramos la experiencia de clase acompafada de diferentes evidencias de aprovechamiento

de oportunidades de aprendizaje.
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El taller consta de cuatro fases que, de forma ordenada, se van sucediendo guiadas por el
profesor al incorporar diferentes retos experimentales.

Primera fase: exploracion.

A cada pareja de alumnos se le reparte un plato de plastico, una jarra de agua y una bolsa de
caramelos (M&M’s®). El primer reto que se les propone es que hagan hipotesis de lo que
creen que sucedera cuando introduzcan el caramelo en el plato lleno de agua (con 3 mm de
altura aproximadamente).

Algunos alumnos se centran en las propiedades fisicas: hacen hipotesis sobre su flotabilidad.
La gran mayoria dicen que no puede flotar por el peso, y otros comentan que es un material
que no podra flotar, pero no concretan qué propiedades deberia tener. Otros se centran mas
en los aspectos quimicos: hacen hipétesis sobre la disolucion, o no, del colorante y del
chocolate en el agua. Algunos apuntan que el agua deberia estar caliente, otros comentan que
para que se derritiera el chocolate, seria mejor que el liquido fuera leche. También hay
quienes se decantan por hipétesis mas geométricas e intentan predecir la forma del colorante
cuando este se deslice por la capa de agua. Algunos ven claramente que se hara un circulo
alrededor, pero otros visualizan una franja alargada en una direccion concreta, pero en ambos
sentidos.

Una vez han hecho sus hipotesis y las han puesto en comun, realizan el experimento,

observan qué sucede (Figura 1) y verifican las hipotesis ciertas y refutan las que eran falsas.

Figura 1. Circulo creado alrededor de un punto.

Para esta comunicacion a partir de ahora nos centraremos en las oportunidades de aprendizaje
creadas en torno a los conceptos matematicos y dejaremos de lado los transversales.

Segunda fase: Construyendo la mediatriz
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El siguiente reto es pensar qué sucedera si en un plato con agua, dejamos dos caramelos de
colores distintos a la vez.

Después de haber visto lo que sucede cuando se deja uno, los alumnos suponen que se
generan dos circulos, pero predicen dos posibles resultados en el punto de encuentro entre
ambas areas. Por un lado, unos alumnos defienden la hipotesis de que los colores de los
colorantes se mezclaran y se generaré una franja de otro color (ellos ponen el ejemplo de que
amarillo y azul, se transformaré en verde) y, por otro lado, otros defienden que los colores
chocaran y ya no avanzaran mas. A lo largo de la discusion guiada por el profesor, algunos
alumnos nombraban el concepto de frontera y al preguntar sobre la forma de esta frontera,
varios veian que seria una frontera recta mientras que otros no conseguian imaginar qué
forma tendria. En la Figura X, acompafiada de la transcripcién, podemos ver como un alumno

habia dibujado, sobre la pizarra, correctamente lo que sucederia.

Figura 2. Esquema de la situacion de la mediatriz de dos puntos

P: ¢ Como creéis que sera esta frontera que decis que se formara?
A: jRectal

P: Si por ejemplo dibujo un plato y en estas cruces (rojay verde) es donde pondremos
los caramelos, ¢donde estara esta recta?

: Aqui (sale a dibujar-la en azul encima del dibujo del profesor).
: ¢ Y este punto (el circulo azul) de donde esta mas cerca?

: De este punto (el rojo), sera de este color (rojo).

: ¢ Y este punto (la cruz azul), de cual estard mas cerca?

. jEste esta igual de cerca de los dos!

: Sefidlame otro punto que esté a igual distancia de los dos.

: jCualquiera de éstos! (Sefialando la recta)

>T>»T0T>T0>

Notese que lo que no tienen asimiladas son las propiedades tedricas y por ejemplo, la linea
recta que dibuja el alumno, estd hecha a 0jo y no coincide exactamente con la construccion
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de la mediatriz, pero podemos observar en la transcripcion que si tienen claro que los puntos
de la linea recta estaran a igual distancia de los dos caramelos iniciales.

Después de la discusion, las diferentes parejas realizan el experimento y pueden observar qué
sucede. En la mayoria de los casos, se pueden observar las mediatrices que teéricamente se
esperan (Figura 3a), pero como en todo experimento, surgen algunos problemas fisicos:
cuando no toda la superficie del plato estéa cubierta con agua y queda una isla en medio como
se puede observar en la Figura 3b o, cuando las marcas de los caramelos no son iguales y el
colorante no se derrite a la misma velocidad, cosa que hace que la frontera recta no quede
donde seria la mediatriz tedrica, sino que queda paralela a ella pero mas cerca de uno de los

caramelos.

a) Mediatriz de dos puntos b) Plato con agua insuficiente

Figura 3. Experimentacién con dos caramelos

Queremos hacer notar que estan descubriendo el concepto de mediatriz por ellos mismos,
pero antes de dar paso a la siguiente fase, es conveniente que el profesor institucionalice el
nombre de esta frontera recta con la que han estado tratando para que los alumnos la puedan
nombrar por su nombre y sepan que es la mediatriz.

Otro reto para ir méas alla que en algunos grupos surgid, para seguir trabajando propiedades
sobre la mediatriz, es que se puede proponer que dada una mediatriz, los alumnos tengan que
pensar donde situar los caramelos. Es muy interesante, se dan cuenta de que hay muchas
soluciones y lo que se tiene que cumplir es que los dos puntos sean simétricos respecto la
mediatriz. Asi también hay conexiones con el concepto de simetria.

Tercera fase: Siempre hay circuncentro?

En esta tercera fase, decidimos cambiar la naturaleza del reto inicial, y en lugar de preguntar
de forma abierta que creen que sucedera, ahora con tres caramelos, les propusimos que los

distribuyeran de forma que consiguieran tres zonas iguales.
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En los grupos que los platos de plastico eran bastante cuadrados (Figura 4a), los alumnos,
mediante sus propuestas, intentaban crear tres franjas igual de anchas. En cambio, en los
grupos donde los platos eran circulares, intentaban conseguir tres sectores circulares iguales
(Figura 4b). En otras ocasiones, no tenian claro lo que sucederia y proponian distribuciones

como la de la Figura 4c.

a) Distribucidn en plato cuadrado  b) Distribucidn en plato circular c) Distribucidn errénea para
crear tres zonas iguales

Figura 4. Experimentacién con 3 caramelos

A partir de estas situaciones se cre6 un tema de discusién interesante: la creacion del
circuncentro. En diversas puestas en comdn se comento si habia algin punto que estuviera a
la misma distancia de los tres caramelos, y en los casos donde se habia creado circuncentro
los alumnos respondian rapidamente que si. Incluso también era interesante referirse a
aquellas distribuciones que no cumplian con el reto inicial, como la de la Figura 4c, ya que
les sirvio para generalizar la propiedad de ;cuando tres puntos tendran circuncentro? Y es
que en todos los grupos llegaron a la conclusién que tres puntos tendrian circuncentro si no
estaban alineados, es decir, si formaban un triangulo.

De hecho, algunos de los errores matematicos como el de la Figura 4c, tienen que ver con las
propiedades quimicas y fisicas que habian experimentado; por ejemplo, como habia colores
0 marcas que tefilan mas o menos, intentaban contrarrestar esos efectos con las posiciones

como se puede observar en el siguiente extracto de la creacion de la Figura 4c:

M: ¢Por qué los habéis (los caramelos) colocado asi? (Antes de que el colorante se
diluya)
Al: Porque el verde sera mas pequefio.
A2: No, todos tendran el mismo espacio.
M: ¢ Qué espacio tendra exactamente el amarillo? ¢ Y el verde? (Y el rojo?
(Los alumnos creen gue se formara como un triangulo alrededor de cada caramelo)
M: ¢Podra el verde llegar aqui? (Zona donde no hay ningun caramelo, lado
izquierdo)
Al: No, porque el amarillo y el rojo chocaran antes y no podra pasar.
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A2: Si, porque el verde pasara antes que choquen.

M: Entonces, ¢creeis que se formara una linea verde entre el amarillo y el rojo?
A2: Si, porque aunque esta mas lejos, tiene mas velocidad que los otros y podra pasar
antes de que los otros choquen.

Cuarta fase: ; CoOmo generalizamos? Con Diagramas de Voronoi.

En este momento, ya tienen la teoria interiorizada a partir de su propia experimentacion; ya
han visualizado una mediatriz y un circuncentro (ya sea a traves de su experimento o el de
un compariero). Es el momento idoneo para predecir, hacer hipdtesis sobre lo que pasara, y
generalizar para construir el caso de n puntos, que era el objetivo de la sesion.

Esta vez se plantean dos retos. En el primero, se trata de hacer hipotesis sobre papel de lo
que creen que sucedera con diferentes distribuciones de caramelos. Dada una imagen como
la de la Figura 5a, sobre la misma figura los alumnos hacen sus hipétesis del diagrama de

Voronoi que se formara. En la Figura 5b podemos apreciar la creacion de un grupo de

alumnos del diagrama de VVoronoi asociado a una distribucion de puntos concreta.

7% TS

a) Planteamiento del reto para hacer hip6tesis de b) Solucién propuesta por los alumnos
cémo seria el diagrama de VVoronoi asociado a esta
distribucion de puntos
Figura 5. Primer reto del caso general con mas de 3 puntos

Podemos observar cdmo tienen asimilados algunos de los conceptos trabajados y como ven
que la frontera entre dos puntos sera recta.

El segundo reto propuesto en esta fase consiste en pensar donde deberian estar los caramelos
inicialmente, cuando la informacion que tenemos es el diagrama de Voronoi terminado como
se muestra en la Figura 6a.

En ambos casos, los alumnos realizaban los experimentos para comprobar sus hipétesis como

se muestra en la Figura 6b, donde sitian cada caramelo en el lugar correspondiente y miran
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a ver si lo que sucede es lo que ellos han predicho. En este caso asi es, la hipotesis queda

corroborada. Esta es la parte culminante del taller entero.

a) Planteamiento del reto para hacer hipétesis b) Solucién propuesta por los alumnos
sobre la distribucién de los puntos que generarian
este diagrama de Voronoi
Figura 6. Segundo reto del caso general con méas de 3 puntos

Finalmente, los alumnos también conservan las ganas de realizar experimentaciones libres y
crean sus propias distribuciones de puntos para conseguir diagramas de \oronoi
complicados, que ya conjeturan que no serian tan faciles de predecir (Figura 7).

5 N

A

Figura 7. Ejemplos variados de diagramas de VVoronoi creados por alumnos.

Conclusiones

El recurso que presentamos en esta comunicacion permite que el alumnado de primaria
trabaje el concepto de mediatriz, de circuncentro y de diagrama de Voronoi de forma
satisfactoria a través de un taller donde la manipulacion y la experimentacion son claves.
Las matematicas no estan separadas del mundo que nos rodea, forman parte de él. Es por eso
que la experiencia tiene parte tedrica y experimental mediante experiencias con objetos
sencillos. EI alumnado puede observar un concepto tedrico y abstracto de forma practica.

Al hacer experimentos, otras componentes como la creacion de hipotesis, el andlisis de
resultados o el pensamiento critico para conseguir un objetivo salen a la luz trabajan el

pensamiento matematico de forma competencial.
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Ademas, con este taller practican el trabajo en equipo, si hay mas de un alumno por plato, y
las discusiones y andlisis entre compafieros que se derivan de la experiencia educativa. En
eXplorium, creemos que estas ideas son fundamentales para que los alumnos vivan un
proceso de aprendizaje significativo.

En definitiva, la experiencia detallada en este comunicado no solamente aporta conocimiento
matematico, sino también saberes de muchos otros &mbitos que estan relacionados con las
matematicas, aunque en las aulas no pueda parecer asi.
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