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Resumen

En este trabajo se presentan las caracteristicas del disefio y los resultados de la
implementacion de una Actividad de Estudio y de Investigacion (AEI) para estudiar las
Funciones Polindmicas con alumnos de 5 Afio de la Escuela Secundaria. Se adoptan
como referenciales tedricos la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) de Yves
Chevallard (1999, 2004), la Teoria de los Juegos de Cuadros de Régine Douady (1986)
y la Teoria de los Campos Conceptuales (TCC) de Gérard Vergnaud (1990). Se
presentan algunos resultados que permiten describir la OM efectivamente reconstruida
en el aula y se discuten los alcances y limitaciones de este dispositivo.

Palabras clave: Actividades de Estudio y de Investigacion (AEI); Funciones
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1. Introduccion

Entre los problemas mas frecuentes en la Educacion Matematica actual se sittia la
pérdida de sentido de la matematica escolar. Chevallard (2006) considera que la
epistemologia escolar dominante se caracteriza por eliminar las “razones de ser” de las
Organizaciones Matematicas (OM) que se proponen estudiar en la escuela. Este
fendmeno denominado monumentalizacion del saber (Chevallard, 2004) presenta a las
OM como obras terminadas, valiosas per se, reduciendo asi la ensefianza y el
aprendizaje de la matemadtica a la “visita de obras cristalizadas y en cierto sentido,
muertas” (Chevallard 2004, 2005).

Se pone todo el énfasis en la bisqueda de una nueva via, que sittie en primer plano las
cuestiones matematicas que permitan la emergencia de OM significativas para los
estudiantes. El dispositivo que propone Chevallard (2004) denominado Actividades de
Estudio y de Investigacion (AEI) introduce la razon de ser de la Organizacion
Matematica Local (OML) que se quiere construir a partir del estudio de una “situacion
del mundo” a la que se tiene que dar respuesta. Toda AEI surge de una cuestion
generatriz Oy que permite hacer surgir un tipo de problemas y una técnica de resolucion,
asi como una tecnologia apropiada para justificar y comprender mejor la actividad
matematica que se estd desarrollando. Esta investigacion se propone: disefar,
implementar y evaluar una AEI relativa a las funciones polindmicas en 5 Afio de la
Escuela Secundaria y describir la OM que efectivamente se reconstruye en el aula a
partir del disefio propuesto.
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2. Marco Teérico

El trabajo adopta los aportes de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) de Yves
Chevallard (1999). Se propone superar los fenomenos didacticos, denominados por
Chevallard (2004, 2005) monumentalizacion del saber y pérdida de sentido de las
cuestiones que se estudian en la escuela. Se adoptan como dispositivo para enfrentar
dicho problema, las Actividades de Estudio e Investigacion (AEI) (Chevallard 2004,
2005, 2006, 2007). Partiendo de la complementariedad entre referenciales teoricos,
nuestro trabajo también utiliza la Teoria de Juegos de Marcos de Régine Douady (1986,
1999, 2011) tanto para el disefio como para el analisis del significado de un mismo
concepto en diferentes marcos, y la Teoria de los Campos Conceptuales (TCC) de
Gérard Vergnaud (1990, 2009) porque nos interesa analizar el aprendizaje de los
estudiantes, la actividad y la conceptualizacion; aunque dichos resultados no se
describan en este trabajo.

3. Preguntas de la Investigacion:
e (Queé restricciones se producen cuando se implementa una Actividad de Estudio e
Investigacion en la Escuela Secundaria? ;Qué modificaciones son necesarias?
e (Qué Organizaciones Matematicas se reconstruyen en el aula a partir de la
implementacion de la AEI disefiada para estudiar las Funciones Polindmicas?

4. Metodologia

La investigacion es de corte cualitativo, etnografico y exploratorio. Se busca describir y
examinar como funciona este dispositivo alternativo a una ensefianza tradicional, ya que
aun hay pocas investigaciones relativas a las AEI como dispositivos que retoman la
preocupacion de la reconstruccion funcional de la matematica dando respuesta a ciertos
tipos de situaciones problemadticas y sitlian las cuestiones en primera linea, como punto
de partida del saber matematico que se construye en el aula.

La AEI se implementd en dos cursos del mismo Establecimiento Educativo
intencionalmente seleccionados por el investigador. Los alumnos que participaron de la
investigacion son (N=59) estudiantes de 5° Afio de la Secundaria, organizados en
grupos de no més de cuatro alumnos, cuya conformacion fue decidida por ellos mismos.
Las clases estuvieron a cargo de los investigadores. Se obtuvieron los protocolos
escritos de los estudiantes, se tomaron registros de audio de la clase y también se
registraron notas de campo. Para analizar los resultados, se generaron categorias de
analisis que permiten describir las respuestas que efectivamente los estudiantes
construyen en el aula.

5. Caracteristicas de la AEI y analisis de los datos

Este trabajo continta y profundiza la investigacion que viene siendo desarrollada por
Otero y Llanos (2011) que genera un REI integrado por un conjunto de AEI en torno a
la cuestion generatriz Qp ( CoOmo multiplicar o dividir dos curvas cualesquiera si solo se
dispone de la representacion grafica de las mismas y de la unidad en los ejes? Las
posibles respuestas involucran la tecnologia del célculo geométrico y permiten generar
diferentes AEI. La AEI, permite reconstruir la Organizacion Matematica Local
(OMLgpp) relativa a la funcion polindémica de segundo grado, partiendo de la
multiplicacion de dos rectas, la AEI, permite reconstruir la OMLgp de las funciones
polindmicas en el cuerpo de los reales, en principio multiplicando tres rectas, o
parabolas con rectas y por ultimo, si se trata de la division de rectas, o de rectas y
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parabolas, o entre parabolas, se construye una AEI3;, que permitiria construir la OMLgq
de las funciones racionales. En este trabajo, se describen los resultados de dos
implementaciones correspondientes a la AEL, que permite reconstruir la OMLgp de las
funciones polinémicas en el cuerpo de los reales. (Bilbao 2011, Otero, Llanos, 2011).
Nos inspiramos en el trabajo de Régine Douady (1986, 1999, 2010) para el estudio de
los signos de las funciones polindmicas. La situacion disefiada por Douady (1999)
propone analizar los signos del producto de dos funciones lineales, teniendo como datos
unicamente sus representaciones graficas. En las investigaciones AEI; y AEI, se parte
de la multiplicacion geométrica de dos curvas, teniendo solamente como dato la
representacion grafica de las curvas, y la unidad en los ejes. El problema requiere
obtener una grafica razonable de la curva que resulta de la multiplicacion de otras
curvas del mismo tipo, de grado menor. En estas AEI, el analisis de los signos es una
informacion mas, entre las caracteristicas que se requieren para la obtencion de la curva
razonable.

AEI: nociones relativas a las Funciones Polinomicas

Toda la AEI, estd conformada por un conjunto de 8 situaciones, seguidas estas por una
sintesis y ejercicios y problemas que permiten mejorar la técnica construida, y por
ultimo, la evaluacion escolar (Llanos, Otero, 2010). El disefio de las situaciones que
conforman la AEI, parte desde el marco geométrico. En principio, y al igual que la AEI
que le precede (AEI;) parte de la construccion geométrica de la curva que resulta de la
multiplicacion de otras funciones del mismo tipo de grado menor. En esta AEI, las tres
primeras situaciones son variantes del mismo problema: en la situacion 1 la grafica para
p resulta de la multiplicacion geométrica de tres rectas, mientras que en la 2 y 3 de la
multiplicacion entre una parabola y una recta, diferenciadas estas por la cantidad de
ceros que tiene la pardbola que se multiplica, generando en todos los casos la curva de
las funciones polindmicas de grado tres. Las variantes de estas situaciones, se presentan
en la Figura 1.

Figura 1: Gréaficas correspondientes a las situaciones 1 a 3

Las cuestiones que permiten a los estudiantes obtener la construccion geométrica de la
curva son: ;Cudles son los puntos seguros y los signos de p? ;Cudl podria ser la grafica
mas razonable para p? ;Qué caracteristicas de la grafica de p podrias justificar? La
obtencion de la curva de p resulta de la identificacion de los puntos seguros (signos C* y
C, ceros, unos y en algunos casos también el menos uno) y la construccion de
triangulos semejantes, utilizando como informacion la unidad en el eje x -
construcciones generadas en la AEI;-. Las estrategias de calculo geométrico generadas
en la AEI; son recuperadas por los estudiantes sin inconvenientes para la obtencion de
las respuestas en la AEI,.
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Con las situaciones 4 y 5 disefiadas desde el marco algebraico-funcional se “ingresa” en
las expresiones algebraicas de las funciones polindmicas, siempre en principio como la
multiplicacion de las funciones representadas graficamente y luego se obtiene la
expresion general. Para la obtencion de la expresion algebraica de p, tienen como
informacion las representaciones graficas de las curvas y algunos puntos a partir de los
cuales obtienen las expresiones algebraicas de las funciones que se multiplican. La
Figura 2 corresponde a las representaciones graficas de las funciones que se multiplican
y los puntos seguros indicados para cada caso, correspondientes a dichas situaciones.

Figura 2: Gréaficas correspondientes a las situaciones 4 y 5

En estas situaciones se solicita: obtener las formulas para p en forma factorizada y
polindomica. Graficar p e indicar las caracteristicas de la grafica que se pueden justificar.
A partir de los puntos que se indican en las representaciones graficas, los estudiantes
obtienen las expresiones algebraicas de las funciones representadas graficamente,
después expresan al producto de esas funciones en la forma factorizada y por ultimo, la
expresion general de la funcion polindmica -por medio de la propiedad distributiva entre
dichas expresiones- , y no como una imposicion no justificada. Estos casos se
analizaron para la AEI, relativa a las funciones polinémicas de grado dos, y por lo tanto
la obtencién de las respuestas tampoco presentd grandes dificultades para los
estudiantes en el sentido que esta AEI, corresponde a una ampliacion y generalizacion
de la anterior.

Una vez obtenida la expresion algebraica de la funcién en las formas polinémica y
factorizada, se contintia con la situacién 6 en la cual se solicita a los estudiantes
propongan ejemplos de distintas funciones polindmicas, cuyos grado varien de uno a
cuatro, permitiendo construir las propiedades de los ceros, en particular analizar su
multiplicidad en las funciones de grado par e impar. Los ejemplos que se solicitan
tienen que ser relativos a: (a) una funcion de grado uno que no tenga ceros reales y una
que tenga solo un cero real; (b) una funcidén de grado dos que no tenga ceros reales, una
que tenga so6lo un cero real y otra que tenga los dos ceros reales; (c) una funcion de
grado tres que no tenga ceros reales, una que tenga solo uno, otra que tenga sélo dos y
otra que tenga los tres ceros reales; (d) una funcion de grado cuatro que no tenga ceros
reales, una que tenga sé6lo un cero real, una que tenga solo dos ceros reales, otra que
tenga solo tres ceros reales y otra que tenga los cuatro ceros reales.

De esta forma se “invita” a los alumnos a proponer ejemplos y analizar las propiedades
de los ceros y las diferencias para las funciones de grado par e impar, discusion que
derivo en las cuestiones ;Cuantos ceros tiene una funcion de grado par? ;Y una de
grado impar?
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Hasta esta situacion, los estudiantes construyen geométricamente la curva de la funcién

polindomica que resulta de la multiplicacion de otras del tipo de grado menor, se avanza

en la obtencion de las expresiones algebraicas de las funciones, en principio en la forma

factorizada, y después polindmica y en la ultima de las situaciones se analizan las

propiedades de los ceros diferenciando las mismas entre las funciones de grado par e

impar.

Con las tltimas situaciones, 7 y 8, se propone construir, explicar y justificar una técnica
para realizar las operaciones con polinomios, no s6lo de forma algebraica sino también
grafica. En la situacion 7 los estudiantes tienen que responder a la tema de como obtener
una técnica para sumar, restar y multiplicar polinomios, mediante las cuestiones ;Como
se realizan las operaciones suma, resta y multiplicacion de polinomios? ;Qué técnicas
proponen para hacerlo? Como la multiplicacion estd presente desde el origen de la AEI,
esta operacion no presentd grandes problemas. Para atender las dificultades detectadas
en las operaciones suma y resta, como por ejemplo, el hecho de que los estudiantes no
concebian la suma o resta de polinomios si estos no eran homogéneos; se propone la
situacion 8. Se solicita que los alumnos establezcan relaciones entre los polinomios
propuestos en la situacion, y analizar ademas el comportamiento de las mismas en la

representacion grafica.
Es decir, en esta ultima situacion se solicito a los estudiantes que dados cuatro

polinomios: P(x), Ox), T(x) y M(x) tal que:P(x)=x"-x+3; Ox)=x>-2;
T(x) =x+x"—x+1y M(x) =x’—x>—x+5 , respondan a la cuestion ;Cual es la
relacion entre los polinomios P(x), O(x) y T(x)? ;Y entre P(x), O(x) y M(x)? Para ello,
se presenta en la Figura 3 la representacion grafica de las curvas y la tabla. Ambas
permiten el espacio para que los alumnos puedan verificar el comportamiento entre las
funciones mencionadas en algunos puntos importantes, que ellos proponen para resolver

dicha cuestion.

Figura 3: Representacion grafica de P(x), O(x), T(x) y M(x)

Puedes utilizar la siguiente tabla para comprobar algunos puntos:

X P(x):xS—x+3 Q(x):xz—Z T(x):x3+x2—x+1 M(x):x3—x2—x+5
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Con esta situacion, los estudiantes construyen las técnicas para sumar y restar
polinomios, y pueden analizar el comportamiento de estos resultados también
graficamente.

La sintesis y los ejercicios y problemas (Otero, 2011) que se propone a los estudiantes
estan orientados a confirmar y examinar lo construido, ademas de completar la AEI para
el estudio de las funciones polindmicas. La sintesis estd integrada por las siguientes
nociones matematicas: funcion polindmica (polinomios, polinomios iguales, polinomio
nulo), ceros de la funcidon polindémica. Operaciones con polinomios (suma, resta y
multiplicacion de polinomios). Division de polinomios. Técnicas para factorizar
polinomios. Divisibilidad de polinomios, el método de Gauss, los casos de raices
multiples, conjuntos de positividad y negatividad. Representacion de la grafica de la
funcion polindmica. A partir de esta sintesis, se recupera todo lo construido en las
situaciones 1 a 8 anteriores, y ademas se analiza la operacion division que no recibi6 el
mismo tratamiento que las demas operaciones, cuestion que va a ser superada en las
implementaciones que siguen.

La evaluacion escolar estd conformada por tres situaciones que permiten recuperar los
aspectos mas importantes de las ocho que conforman la AEI, y también algunos
aspectos estudiados en la sintesis. La primera situacidn permite recuperar la
construccion geométrica de la funcidén polindmica, la segunda consiste en recuperar la
obtencion de la expresion algebraica, dada la representacion grafica y algunos puntos,
en las formas factorizada y polindmica. La tltima de las situaciones retoma las cuatro
operaciones estudiadas: suma, resta, multiplicacion y division de polinomios.

6. Algunos resultados
En lo que respecta a la OM efectivamente reconstruida, la AEI disefiada para estudiar
las funciones polinémicas permitio:

* Obtener la grafica de p por célculo geométrico, y justificar las
caracteristicas de la grafica, desde el marco geométrico-grafico. En este marco,
desde la situacion 1, se introduce el problema del andlisis de la paridad de los
ceros analizando los casos de las funciones polindmicas de grado tres con un
cero y tres ceros reales.

Obtener con relacion al marco algebraico- funcional, las expresiones para
p por célculo algebraico del producto de curvas. Esto, no presentd problemas a
los estudiantes ya que obtienen la expresion polindomica sin grandes dificultades,
partiendo de la expresion algebraica de las funciones que se multiplican y
realizando la propiedad distributiva entre las mismas. El hecho de que los
alumnos comiencen con el estudio de la funcién polindmica a través de la
multiplicacion de distintas curvas les permitid, por un lado, obtener la expresion
de la funcién en forma factorizada sin dificultades; y por otro, cuando se realizo
el estudio de las operaciones con polinomios, los alumnos no tuvieron
dificultades en construir, explicar y justificar una técnica para realizar la
multiplicacion entre polinomios aunque les resulto mas “complicado” proponer
una técnica para la suma y la resta. Esta dificultad podria solucionarse buscando
una mayor integracion entre los marcos geométrico, grafico - funcional y
algebraico, que permita a los estudiantes dar sentido geométrico a la suma y a la
resta de polinomios.

+ Abordar el problema de la multiplicidad de los ceros desde el marco
algebraico, funcional y geométrico; tanto en la situacion 5 donde se estudia el
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producto de dos funciones que no tienen ceros reales, hasta la situacion 6 donde
se generalizan las propiedades de los ceros para las funciones de grado par e
impar. Los resultados de esta situacion son muy interesantes, pues los alumnos
la resuelven sin inconvenientes y esto se debe a que para ellos es natural,
espontaneo, debido a la cuestion generatriz de la AEI, preguntarse por las
posibles formas de descomposicion de una funcidén polindmica.
La AEI implementada permitié obtener resultados auspiciosos que a su vez sefialan la
necesidad de algunas modificaciones y su ampliacion para futuras implementaciones.
Entre otras cosas se espera poder analizar el papel de los ceros y su multiplicidad con
relacion al signo de una funcion polinémica, en el andlisis de las funciones pares e
impares; y avanzar también hacia la divisién de polinomios por la técnica del calculo
geométrico.
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