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Resumen

La necesidad de resolver problemas de variacion y cambio en el tiempo ha motivado el
desarrollo del célculo dentro de la matematica. Las investigaciones en los niveles
secundario y universitario muestran importantes dificultades en su ensefianza. La
socioepistemologia, a partir del estudio de las précticas sociales asociadas al uso del
calculo, tales como la prediccion, la modelacion y la graficacion, busca rediseniar el
discurso escolar y desarrollar el estudio del pensamiento y el lenguaje variacional.

El tiempo, como magnitud, es considerada una variable compleja desde el punto de
vista cognitivo, lo que constituiria un obstaculo en la visualizacion del cambio y su
modelacion. La investigacion busca describir estas dificultades a través del estudio de
las graficas de situaciones de movimiento producidas por nifios que inician el segundo
ciclo de enseflanza general bésica e identificar los indicadores de pensamiento
variacional que aparecen en la practica de la prediccion.

Palabras clave: socioepistemologia, pensamiento y lenguaje variacional, graficacion,
prediccion.

1. Introduccion

Un mundo dindmico en permanente transformacion ha constituido el escenario propicio
para que el ser humano se interese por la comprension de la variacion y el cambio en el
transcurso de la historia. El estudio de los fendmenos de movimiento, siendo éste una
propiedad intrinseca de la materia, y que existe, independientemente de nuestra
conciencia, dio origen a formas graficas que buscaban representar estos cambios, para
posteriormente desarrollar un lenguaje y registros propios del algebra para describirlos.
El desarrollo de ideas sobre lo que varia y cambia es parte de lo que hoy se conoce
como calculo y el principal objeto matematico que aparece como producto de este
proceso es el de funcion. (Cantoral 2001).

Desde una perspectiva socioepistemoldgica analizaremos el caso del estudio de la
variacion y el cambio en el discurso matematico escolar de los niveles superiores de
ensefianza basica, la epistemologia y la didéctica (obstaculos) del concepto de funcion,
asi como las practicas sociales que se relacionan con el uso intuitivo e inicial del
concepto de funcidn en esos niveles.

2. El marco socioepistemologico
Esta investigacion se sitia en el marco de la socioepistemologia para el estudio y
analisis de las practicas e indicadores asociados al pensamiento variacional y al
concepto intuitivo de funcion, en fenomenos de cambio y variacion en el tiempo, en el
contexto de la Matematica Escolar.
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Para Cantoral (2006) el término sociopistemologia contextualiza, sitiia al problema del
saber. Se presenta como una aproximacion tedrica de naturaleza sistémica que permite
tratar los fendmenos de produccion y difusion del conocimiento desde una perspectiva
multiple, al incorporar el estudio de las interacciones entre la epistemologica del
conocimiento, su dimension socio cultural, los procesos cognitivos asociados y los
mecanismos de institucionalizacion via la ensefianza. (Cantoral 2006).

Segun las investigaciones mads recientes, la nocion de practica social es la parte medular
de la perspectiva socioepistemologica. Se entiende por practica social a aquel
conglomerado de supuestos socialmente compartidos, mayoritariamente implicitos, que
norman la actividad. La tesis central es sostener que son las précticas sociales las que
generan conocimiento. (Cantoral & Farfan, 1998)

El objetivo de la socioepistemologia es redisenar el discurso de la Matematica Escolar
y dotarla de nuevos marcos de referencia para la construccion o resignificacion del
conocimiento matematico.

La nocion de resignificacion busca hacer una distincion de origen con respecto a la idea
platonica que establece la preexistencia de los objetos y procesos matematicos y que
implica considerar la unicidad de los significados. La nocién de resignificacion emerge,
entonces, como elemento para dar cuenta de que el conocimiento tiene significados
propios, contextos, historia e intension; lo que sefiala la posibilidad de enriquecer el
significado de los conocimientos en el marco de los grupos humanos. (Arrieta, 2003)

Es asi que la imposibilidad de controlar el tiempo a voluntad, obliga a los grupos
sociales a predecir, a anticipar los eventos con cierta racionalidad. (Cantoral, 2006)

En el marco de esta investigacion, consideramos importante la prediccion como practica
social, porque ha mostrado ser una idea fuerza en el desarrollo de conceptos
matematicos, relacionados con la variacion ya que para predecir un estado futuro
correspondiente a un sistema es necesario cuantificar y analizar los cambios de sus
causas y efectos y con base en esto generar modelos matematicos que nos permitan
anticipar consecuencias.

La forma elegida para modelar los fenomenos de variacién con los que trabajarian los
alumnos fue el uso de las graficas; en el marco de la Socioepistemologia ubicamos a la
grafica en un estatus diferente, no inicamente como una representacion de un concepto,
sino como una practica social generadora de conocimiento matematico. Observar y
estudiar el uso y desarrollo de las practicas de graficacion de los nifios en un contexto
social, permite visualizar una matematica funcional en oposicion a la utilitaria.

A la base cognitiva de este estudio ubicaremos el desarrollo del Pensamiento y
Lenguaje Variacional (PYLV), linea de investigacion desarrollada principalmente por
Cantoral y Farfan para evidenciar la actividad cognitiva respecto de los fenomenos de
cambio y su cuantificacion.

3. Analisis socioepistemologico

Apoyandonos en el trabajo de Ruiz Higueras (1998) y Sierpinska (1992) presentamos
un resumen del desarrollo epistemoldgico del concepto de funcién a partir de las
diferentes concepciones de cada momento historico:

466



CIECYM ™
ENEM

[ Congreso Internacional de Ensefianza de las Ciencias y la Matematica
IT Encuentro Nacional de Ensefianza de la Matematica

Interpretacion
del concepto
funcion

Descripcion

Analisis de los
obstaculos

epistemologicos

Funciéon  como
"variacion"

Matematicos y astronomos babilonicos,
profundizaron en métodos cuantitativos
tabulando datos, interpolando y extrapolando,
en busca de regularidades. Establecieron que
los fendémenos sujetos al cambio, pueden
poseer distintos grados de intensidad y cambiar
continuamente entre ciertos limites dados.

Esta  concepcion  que
busca medir los cambios y
cuantificar su variacion
aparece como un “instinto
de funcidon” o intuicion de
la funcion.

Funciéon  como
"proporcion”

En el pensamiento griego, se consideraba al
cambio y al movimiento como algo externo a
la matematica. Los entes matematicos se
consideran como algo estatico y se expresan en
términos de inecuaciones y proporciones mas
que en términos de variables. La busqueda de
proporcionalidad es la relacion privilegiada
entre magnitudes variables. Dado el
significado geométrico que tenian para los
griegos las magnitudes variables, solo
establecian en forma homogénea sus
proporciones: comparaban longitudes con
longitudes, areas con areas, etc.

En este periodo
predomina una
concepcidn estdatica del
concepto de funcion,
considerandola como
proporcion.Esta
homogeneidad pudo ser
un obstdaculo (Sierpinska
1992) al desarrollo de la
nocién de funcion, puesto
que impedia encontrar
dependencias entre
variables de diferentes
magnitudes, concepto
fundamental en toda
relacion funcional.

Funcion
"grafica"

como

Durante la Edad Media se dio el acercamiento
entre la matematica y las ciencias de la
naturaleza. Nicolas Oresme, en el S. XIV
utiliza gréaficas para representar los cambios y
asi describirlos y compararlos. Estas graficas
representan las relaciones desde lo cualitativo
mas que desde lo cuantitativo, pues los
graficos se consideraban como modelos
geométricos de las relaciones y no necesitaban
representar fielmente dichas relaciones.

La dependencia se
representaba globalmente
por toda la figura,
predominando entonces la
concepcion de  funcion
como grdfica (vision
sintética).

Funcion
"curva"

como

A principios del S. XVII, Fermat y Descartes
descubren el mundo de la representacion
analitica al conectar los problemas de dos
ramas de la matematica: la Geometria y el
Algebra. Comienza a formarse la geometria
analitica como un método de expresion de las

relaciones numéricas  establecidas  entre
determinadas  propiedades de  objetos
geométricos, utilizando esencialmente el

método de coordenadas. Se sostiene por
primera vez la idea de que una ecuaciéon en "x"

e "y" es un medio para introducir la

La concepcion dominante,
la funcion como curva,
hace que surja un nuevo
obstaculo (Sierpinska
1989) en la evolucion de
la nocion de funcidn,
cuando se asocia la
grafica con la trayectoria
de puntos en movimiento
y no con conjuntos de
puntos que satisfacen
condiciones en  una
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dependencia entre dos cantidades variables.

relacidon funcional.

Funcién
"expresion
analitica"

como

Esta concepcion nace en el S. XVII y contintia
con Euler y Lagrange en el S. XVIII. Se
pensaba que las unicas funciones dignas de
estudio eran las que podian ser descritas por
expresiones algebraicas. Se intentd resolver
problemas de la Fisica. Permanecia aun la idea
de asignar la variacion a las "cantidades".
Aparece la idea de funcion no-continua. En la
definicion propuesta por Euler del concepto de
funcion, reemplaza el término cantidad
utilizado hasta ese momento por el de
expresion analitica. Posteriormente, Lagrange
amplia la nocioén de funcion a toda expresion
de célculo.

Esta  concepcion  se
constituye en obstaculo
(Sierpinska 1992) para la
evolucion de la nocién de
funcién en relacién con
sus ideas de dependencia
y variabilidad. Predominé
el aspecto puramente
formal mas que el de
relacion entre variables;
se entiende que una
funcioén es una
combinacion de
operaciones dada por una
expresion analitica.

Funcion  como
"correspondenc
ia arbitraria”

Esta concepciéon aparece en los ultimos
trabajos de Euler sobre "funciones arbitrarias"
en el S. XVIII, continuando en el S. XIX con
los de Fourier sobre series trigonométricas y
los de Cauchy, Dedekind y otros sobre
nameros reales. Surge la nocion de
correspondencia general: se dice que "una
cantidad es funcion de otra u otras", aunque
no se conozca por qué operaciones se debe
atravesar para llegar de una a la otra. El
término funciéon se corresponde con la
expresion f(x). Continlla el uso de los ejes
cartesianos 'y  aparece  una  nueva
representacion: los diagramas de Venn. La
funcion como "terna': a fines del S. XIX y
principios del S. XX se llama funcion a la
terna f= (A, B, G) en donde A, B y G son
conjuntos con las siguientes condiciones G c
A x B, xeA, yeB tal que (x,y) € G. Las
representaciones utilizadas son las de la teoria
conjuntista y se concibe que: una relacion
funcional esta formada por pares de elementos
asi como un conjunto esta formado por
elementos individuales.

Considerada como un
obstdaculo (Sierpinska
1992) ya que, con la
intencion  de  lograr
precision y rigor
matematico, se pone de
relieve una concepcion

estatica. Se oculta el
caracter dinamico de la
asignacion entre
variables.

En esta descripcion clara,
precisa y estatica ya no
hay la menor sugerencia a
las cantidades que fluyen
engendrando magnitudes
variables, ni la menor
referencia a  puntos
moviéndose sobre curvas,
ni aparece la idea de
variabilidad.

A partir de este andlisis epistemoldgico y de las creencias o preconceptos de las
personas se desprenden segun Sierpinska (1992) otros obstaculos epistemologicos
inherentes al desarrollo del concepto de funcion, relacionados con las representaciones,
la concepcidn de variabilidad y las magnitudes como objetos cualitativamente diferentes
de los numeros. Estos obstaculos aparecen en la ensefianza y se pueden observar
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también los diferentes momentos del desarrollo del concepto en las concepciones de los
alumnos.

Junto con los significados y formas que encierra el concepto de funcion y los obstaculos
que se pueden definir a partir de ellos aparece el problema de la medicion y las
magnitudes como un aspecto importante en la comprension y en la modelaciéon como
consecuencia esperable, Dolores, (2000) sefiala:

“El problema de la mediciéon jugdé un papel importante en el desarrollo de la
matematica, pues propicio la interconexion entre la aritmética y la geometria, entre lo
discreto y lo continuo, entre el numero y la magnitud. Las magnitudes son
caracterizadas, como “las abstracciones representadas geométricamente de las cosas
medibles continuas”. El nimero, por otro lado, est4 asociado a la cantidad de veces que
cabe la unidad de medida en lo que se mide, aqui se entrecruzan dos de los elementos
contrastantes abstraidos de la realidad: lo discreto y lo continuo.”

Desde el punto de vista de la construccion de conceptos cientificos en los nifios y el
desarrollo del pensamiento matematico, Chamorro (2005) destaca las dificultades de
comprension propias de la magnitud tiempo, sefialadas también en las investigaciones
de Piaget y Fraise (con propuestas controversiales) en las cuales aparece el fenémeno
del tiempo como una magnitud compleja en su génesis y relaciéon con otros elementos
fundamentales como el espacio.

Cuando se estudian procesos de variacion, no solo interesan los cambios por si mismos,
interesan por ejemplo su direccion y sentido cuando se trata de magnitudes vectoriales,
interesan su rapidez o la velocidad con que se comportan.

Para entender la importancia de los problemas de variacién en la ensenanza de las
funciones es importante precisar sus aspectos cualitativos y cuantitativos. Los primeros
indican como cambia una funcion y los segundos indican cuanto cambian.

Para observar la presencia en el discurso escolar de problemas y tematicas asociadas a la
variacion y el cambio se revisaron y analizaron los contenidos del Marco Curricular
chileno aprobado en 2009°! con los ajustes propuestos para la proxima década en los
sectores de Naturaleza, Sociedad y Matemadtica de 1° a 8° afio de Educaciéon General
Basica.

Para establecer el estado de las practicas de graficacion y prediccion en el curriculum
chileno, asi como la presencia de situaciones de variacién que prepararan o aportaran al
desarrollo del concepto de funcion, revisamos los textos de 1° a 8° basico entregados a
los colegios municipales y subvencionados por el MINEDUC®.

La revision de los programas de estudio nos muestra que en estos niveles si aparecen en
estudio fendmenos de variacion, pero solamente en los programas de ciencias.

En los textos de matemadtica revisados la evidencia muestra que para los niveles
sefialados las actividades presentadas que requieren graficacion, o modelos graficos son
escasas, remitiéndose a graficas de barras en la mayoria de los casos. Solamente en los
niveles 7° y 8° se observa la presencia de graficas de variacion proporcional directa e
indirecta y algunos problemas que requieren intervenir o producir graficas a partir de
datos organizados como variables. Las actividades de prediccion estdn ausentes de las
propuestas didacticas de los textos estudiados.

A partir de este estudio se establecen nuevas interrogantes respecto a la necesidad de
herramientas matematicas en el desarrollo de conceptos y problemadticas propias de las

°1 2009 MINEDUC, Marco Curricular Para la Ensefianza Basica y Media. Chile.
%2 El Ministerio de Educacion Chileno licita y distribuye gratuitamente los textos escolares cada 2 afios.
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ciencias asi como se pueden utilizar en el tratamiento de los conceptos y procedimientos
matematicos los problemas de la ciencia que les dieron origen.

4. Metodologia

En la investigacion se incluyen algunos elementos de una ingenieria didactica de
caracter exploratorio: andlisis a priori, andlisis a posteriori y confrontacion. Se
consideraron los aspectos epistemoldgicos, didacticos y sociales involucrados en el
desarrollo del Pensamiento y lenguaje variacional en los nifios, para el disefio y
aplicacion de una secuencia de situaciones que permitiera visualizar los indicadores de
uso, conocimiento y resignificacion a partir de las practicas de graficacion y prediccion
frente a fendmenos de cambio y variacion en el tiempo.

En la secuencia de situaciones de prediccion- graficacion disefiada se incluyo el uso de
tecnologia de sensores e interfaces junto a un software graficador. Se esperaba
evidenciar indicadores de pensamiento variacional en los nifios al resolver problemas
que involucren fendmenos de cambio en el tiempo.

Basandonos en el disefio de Bricefio (2010), esta secuencia se plantea en tres momentos:

* Momento 1 » Fendmeno de movimiento
» Graficacion - argumentacion

* Momento 2 » Actividad con sensor de movimiento
» Visualizacion de la grafica (programa
graficador)

» Discusion y preguntas

* Momento 3 » Graficacion —prediccion
» Confrontacion con el modelo del graficador
» Exploracion- argumentacion

La actividad se aplica con 4 grupos de 20 nifios (nifios y nifias) de 5° afio basico (11
afnos) de un colegio particular de la ciudad de Santiago, Chile, en sesiones de 90
minutos. La actividad es filmada para registrar las interacciones entre los nifios durante
el trabajo grupal.

El analisis a priori permite tener presentes los indicadores que se esperan observar,
consideramos para esto los resultados obtenidos por Carrasco (2006) y Bricefio (2010)
en contextos no escolares, las evidencias de estos trabajos presentan variados registros
graficos para indicar sentido, intensidad y direccion del movimiento principalmente a
través del dibujo. Se espera, en el segundo momento, que los nifios se desconcierten con
la grafica que presenta el programa graficador del sensor e intenten responder a la forma
de la grafica con los diferentes momentos del movimiento realizado. Se espera que el
desequilibrio cognitivo haga preguntarse a los nifios sobre la inclinacion de la curva, la
recta paralela al eje x, o, qué es lo que hace que la curva suba o baje. En el tercer
momento se espera que los alumnos predigan el movimiento que genera determinada
grafica y viceversa: la grafica que representa determinado movimiento. Posteriormente
se espera la argumentacion de la velocidad, el tiempo y la distancia en relacion a la
grafica.

5. Conclusiones

En la investigacion desarrollada se consideraron los aspectos epistemologicos,
didacticos y sociales involucrados en el desarrollo del Pensamiento y lenguaje
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variacional en los nifios para disefiar una situacion de variacidbn que permitiera
visualizar los indicadores de conocimiento y resignificacion resultantes del desarrollo
de las practicas de graficacion y prediccion frente a fendmenos de cambio y variacion
en el tiempo.

Al analizar las gréficas, interacciones y argumentaciones de los nifios pudimos observar
que:

% Las situaciones que propician practicas sociales de graficacion, argumentacion y
prediccion potencian el desarrollo de pensamiento y lenguaje variacional.

% Las gréaficas son un argumento para la construccion de conocimiento matematico
sobre el cambio y la variacion.

# La tecnologia aporta con la motivaciéon y la inmediatez en el desarrollo de
situaciones de variacion —graficacion, pero el fundamento de la construccion de
conocimiento estd en las practicas sociales y en el desarrollo de situaciones que
las propicien.

# Es necesario construir marcos de referencia que permitan incluir los fendmenos
de variacion y cambio y las practicas de graficacion y prediccion en el discurso
matematico escolar.
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