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Resumen

En este trabajo se presentan resultados parciales del disefio e implementacion de una
secuencia de clase para la ensefianza de limite de funciones, con el empleo por primera
vez por parte de los alumnos de herramientas informaticas. El estudio se desarrolld en el
ultimo afo de una escuela secundaria publica. Se adopta como base tedrica la Teoria
Antropolodgica de los Didactico (Chevallard, 1999; 2004, 2006, 2007). Se analizaron las
producciones de los estudiantes y se discuten los resultados preliminares.
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1. Introduccion

En este trabajo se presentan resultados parciales del disefio e implementacion de una
secuencia de clase para el estudio del limite funcional en el ultimo afio de la Escuela
Secundaria Argentina. De acuerdo con la Teoria Antropologica de lo Didactico
(Chevallard, 1999; 2004, 2006, 2007), se plantea la necesidad de introducir en los
sistemas de ensefianza procesos de estudio funcionales, donde los saberes no
constituyan monumentos que el profesor enseria a los estudiantes, sino herramientas
materiales y conceptuales, utiles para estudiar y resolver situaciones problematicas.
Entre las dificultades, se encuentra que la ensefianza tradicional de célculo se reduce a
desarrollos algebraicos. Esta situacion ha sido abordada por distintos trabajos en los que
se muestran desde argumentaciones tedricas hasta propuestas para mejorar la calidad del
aprendizaje, las cuales incluyen tanto los conocimientos previos que necesita tener un
estudiante para tener €xito en el estudio del calculo, como la elaboracién de materiales
didacticos (Blazquez y Ortega, 2002; Contreras, 2001; Corica, 2010; Corica y Otero,
2009).

En este trabajo se presentan resultados parciales, de un estudio realizado con alumnos
del ultimo afio de una escuela secundaria publica argentina, en el ambito del célculo. El
objetivo fue estudiar sus producciones en el estudio del limite funcional, con la
implementacién de netbooks utilizando el software GeoGebra®. La utilizacion de este
tipo de herramientas como apoyo a la ensefianza y el aprendizaje de la matematica,
entre otros aspectos, permite acercarse a los conceptos a través de diferentes
representaciones y posibilita a los estudiantes a trabajar individualmente, comprobando
sus ideas y sus resultados en la resolucion de problemas.

2. Marco tedrico

Desde el punto de vista de la Teoria Antropolédgica de lo Didactico (TAD), se parte del
supuesto que el saber matematico se construye como respuesta a situaciones
problematicas surgiendo como el producto de un proceso de estudio. Aunque hacer
matematica no consiste solo en resolver problemas, se puede observar una dualidad
entre tipos de problemas y el saber matematico. Bajo esta concepcion del conocimiento
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matematico se propone como modelo bdsico para su descripcion la nociéon de
praxeologia matematica o simplemente organizacién matematica.

Las praxeologias u organizacion matemadtica (OM), surgen como respuestas a una
cuestion o conjunto de cuestiones problematicas que se denominan cuestiones
generatrices. Las praxeologias constan de dos niveles:

e El nivel de la praxis o del saber hacer, que engloba un cierto tipo de tareas y
cuestiones que se estudian, asi como las técnicas para resolverlas.

e El nivel del logos o del saber, en el que se situan los discursos que describen,
explican y justifican las técnicas que se utilizan, los que reciben el nombre de
tecnologia. Dentro del saber se postula un segundo nivel de descripcion-
explicacion-justificacion (esto es, el nivel tecnologia de la tecnologia) que se
denomina teoria.

Junto a las tareas de concepcion y organizacion de mecanismos de estudio, asi como la
gestion del medio ambiente (Organizaciones Matemadticas), se distinguen las tareas de
ayuda al estudio, particularmente la direccion de estudio y ensefianza, cuyo
cumplimiento es debido a la puesta en ejecucion de técnicas didacticas determinadas
(Organizaciones Didacticas).

3. Metodologia

En este trabajo se utilizaron técnicas metodoldgicas cualitativas de corte exploratorio.
Se propone desarrollar un dispositivo didactico basado en la pedagogia de la
investigacion en la clase de Matematica (Ladage, Chevallard, 2010).

El curso seleccionado para la implementacion se componia de N= 25 estudiantes. Antes
de realizar la implementacion, una de las investigadoras realizdo un mes de observacion
no participante en el curso, con el proposito de conocer la dindmica de estudio del
grupo. Esto gener6 realizar modificaciones en la secuencia propuesta originalmente,
debido a que los estudiantes no habian utilizado nunca el software de GeoGebra y el
investigador debid explicar como utilizarlo antes de comenzar con la secuencia. En los
meses sucesivos se llevo a cabo la implementacion y se recogieron los datos de esta
primera implementacion. En la siguiente seccion se explicita la secuencia
implementada, junto al analisis de los resultados obtenidos.

4. Resultados y discusion
Las tareas propuestas por el docente investigador para el desarrollo de las clases se
corresponden con los siguientes tipos de tarea:

T, : Definir el limite de funciones

T, : Calcular el limite de funciones en un punto
T, : Graficar funciones
La primera tarea que se propuso fue:

Dadas las siguientes expresiones f(x)=x"+x+1y g(x)= el

(a) Indica el dominio para que correspondan a una funcion
(b) Represéntalas graficamente e indica el procedimiento llevado a cabo

En la tarea se consolidan los tres tipos de tareas propuestos para ser estudiados en la
secuencia. Por un lado, el objetivo de la tarea es estudiar funciones en determinados
puntos con el propdsito de introducir a los estudiantes a la definicién de limite y por
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otro lado, calcular dicho limite. Ademas, a partir del estudio de las funciones se propone
representarlas graficamente.

Si bien, lo que se propone aqui es un problema cldsico, con el que habitualmente inician
el estudio del limite funcional los libros escolares de matematica, aqui el docente
propuso su resolucion mediante el empleo de Netbooks, utilizando el software
GeoGebra®.

El investigador propuso resolver la tarea en forma grupal. Los estudiantes no
demostraron inconvenientes en analizar cual era el dominio natural de las funciones
presentadas. Sin embargo, una de las problematicas que detecto el investigador fue que
ningln estudiante del curso consideraba como expresiones algebraicas a las funciones y
de esta forma no procedian a realizar operaciones para establecer relaciones entre las
mismas. Por lo que se propone el primer problema, que enfocara esta cuestion, y
permitira estudiar el limite de una funcidon en un punto y asi logar una diferenciacion
entre las expresiones dadas.

A partir de la utilizacion del software, se estudio el comportamiento de las funciones
mediante la confeccion de una tabla y luego se representaron graficamente. Esta tltima
tarea produjo gran asombro en los estudiantes, debido a que el software permitia
visualizar la misma gréafica para ambas funciones, a excepcion de g(x) en x = 1. A partir
de la similitud de dichas gréaficas se pudo concluir que operando para los dominios
definidos en cada funcidén, ambas se podian expresar del mismo modo. Esto permitid
profundizar en la problematica que nos enfrentdbamos en un principio, y poder
establecer el nexo entre expresiones algebraicas y funciones. Finalizada la discusion de
esta primera tarea, se institucionalizé una idea intuitiva de limite de funciones en un
punto.

En la clase siguiente, se propuso realizar una sintesis de lo realizado hasta el momento.
A continuacién, se formul6 el siguiente problema, que tuvo como objetivo definir los
limites laterales.

; 3x+5 six<l1
Determinar el limh(x) para la funcion definida a trozos h(x)=
¥l -x+3 six>1

Los estudiantes aqui tuvieron que analizar la funcién en el punto segun las ramas. En
primera instancia, realizaron la representacion grafica de la funcidon con el software.
Para ello, el profesor debid indicar como se ingresaba la funcion definida a trozos en el
programa.

Al momento de estudiar las graficas, la mayoria de los estudiantes presentaban
dificultades para analizar y comparar los datos que obtenian de la tabla y la grafica que
proporcionaba el programa. El investigador pudo advertir que en algunos casos los
estudiantes trabajaban so6lo con el grafico o s6lo con la tabla de valores, por lo que fue
necesario explicitar que el andlisis requeria del estudio de los dos tipos de
representacion. De esta manera, los alumnos pudieron determinar el valor del limite
conforme se acercaban a x = 1 por valores mayores y menores que ¢l. Luego de una
discusion de la propuesta de cada grupo, se institucionaliz6 los limites laterales.

A continuacidn, se propuso una serie de funciones para calcular el limite en un punto. El
estudio también se realiz6 empleando la misma dinamica de estudio que en las clases
anteriores. En esta instancia, el profesor advirtié mayor familiaridad de los estudiantes
con las netbooks. A partir de la tarea, se pudo institucionalizar el algebra de los limites
sin mayores inconvenientes. Se destaca que si bien, el algebra del limite de funciones
puede ser demostrado, no se propuso tal actividad porque el profesor a cargo del curso
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solicitd que no se expusiera a los estudiantes a dicha tarea. No obstante, a partir de la
tarea propuesta los alumnos pudieron arribar a enunciar el algebra de los limites sin que
requieran ser definidos desde un principio por el investigador, alejandose de una vision
monumentalista de los saberes.

En la cuarta clase, se propuso estudiar los limites laterales de diversas funciones, con el
proposito de establecer la existencia o inexistencia del limite de funciones. A partir de la
tarea, los estudiantes pudieron concluir que para que exista el limite de una funcién en
un punto, los limites laterales deben existir y ser iguales.

En las dos clases siguientes, se propusieron actividades para trabajar con las técnicas
utilizadas hasta el momento. Las tareas involucraron el andlisis de graficos de funciones
para determinar el limite de las mismas en determinados puntos; el bosquejo de la
grafica de funciones que cumplan ciertas condiciones para los limites y el calculo del
limite funcional en un punto, empleando tanto el &lgebra de funciones como
herramientas informaticas.

Para finalizar el trabajo realizado en clase, como exigencia institucional se requirié que
los estudiantes realicen una prueba individual y escrita. Aunque el trabajo realizado en
clase se basod de manera casi exclusiva en el uso del GeoGebra®, en la evaluacion, los
estudiantes tuvieron total libertad para decidir qué técnica utilizar. Las tareas propuestas
en la evaluacion fueron las siguientes.

1. Determinar el valor de los limites sefialados, si es que existen, siendo

2 .
x“+1 si x<0
fx) = { .
-x—-1 si 0<x
a)lim f(x) b)lim f(x)
3»0 4 ,)H3 4 Indicar el procedimiento utilizado
2. Calcular utilizando propiedades:
, 1 , . X +6
a)lim| 4+ x—— b) lim(3x —2)x c)lim
x—1 X x—8 3 X — 2

Indicar el procedimiento indicado

Con relacidon a la resolucion de la tarea 1 a), en general, se obtuvieron resultados
favorables, pues solo dos estudiantes no pudieron establecer la inexistencia del limite.
En una amplia mayoria, las resoluciones para la tarea 1 indican que, los estudiantes
pudieron calcular correctamente el limite de la funcién definida a trozos en el punto
donde cambiaban las ramas, calculando los limites laterales. Sin embargo, so6lo un
estudiante pudo calcular correctamente el limite de la funcién en un punto, cuyo entorno
del valor estudiado estaba comprendido s6lo en una rama de la funcion. El resto de los
estudiantes calcularon los limites laterales, haciendo corresponder cada uno de ellos a
una rama distinta de la funcion. De esta forma, obtuvieron un resultado erroneo, tal
como se puede observar en el protocolo A19:
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Figura 1. Resolucion de la tarea 1 de A19

Esto evidencia una baja comprension de los estudiantes acerca del estudio de limites de
una funcidn defina a trozos en algin punto donde no existe cambio de ramas. Tal vez,
esta situacion se revierta cuando se enfrente a los estudiantes a tareas que requieran del
estudio de la continuidad de funciones. En dichas tareas, seguramente recobre sentido el
estudio del limite lateral.

Del analisis de la tarea 1 y 2 se distinguen dos grupos de resoluciones: producciones en
las que se emplea el GeoGebra®™ para justificar las resoluciones y otras en las se basan
del empleo del algebra del limite de funciones. En particular, se destaca que la mitad de
los estudiantes resolvid las tareas del calculo del limite mediante el uso del software. De
este grupo, solo 4 estudiantes trascribieron la tabla de valores que produjeron con el
programa, como medio para justificar sus respuestas, sin identificar correctamente un
entorno para la variable x. Los estudiantes transcribian la tabla utilizando solo valores
mas pequefios que x (limite lateral por izquierda) o s6lo valores mayores que x (limite
lateral por derecha). Por ejemplo, para la resolucion de la tarea 1, para calcular lz’g(a) f(x)

algunos estudiantes justifican su respuesta a partir de la presentacion de tablas como el
protocolo siguiente de A11T1, la que s6lo representa a la funcion para valores a derecha
de x= 0, siendo incompleta su presentacion para poder establecer la existencia del
limite de la funcion en el punto.

Figura 2. Resolucion de la tarea 1 de A1l

Se pudo advertir a través de sus producciones que s6lo dos estudiantes no lograron
comprender el concepto de “tendencia” o ‘“se acerca a”, pues para justificar sus
producciones utilizan como resultado de limite el valor méas proximo que encontraban
en la tabla de valores. Por ejemplo, A20 para justificar la realizacion de la tarea 2. c)
propone la siguiente tabla:
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A20

Figura 3. Resolucion de la tarea 2 ¢) de A20

De los estudiantes que resolvieron las tareas sin emplear el software, se destaca que s6lo
tres estudiantes de este grupo supo aplicar adecuadamente el algebra del limite de
funciones, de lo inferimos que la utilizacion del Geogebra® ayudo a la interpretacion del
algebra de los limites.

5. Conclusiones

En esta secuencia, la implementacion de tareas que requirieron del empleo del software,
permitieron a los estudiantes participar en forma activa en la construccion del
conocimiento, explorando diferentes ejemplos y corroborar los resultados obtenidos
mediante resoluciones de lapiz y papel. A pesar de que los estudiantes cuentan con el
software Geogebra® a partir de la disponibilidad de un ordenador para cada alumno en
el marco del Plan conectar-igualdad, requirid6 de un gran esfuerzo por parte del
investigador, para que se familiarizaran y aprovecharan las potencialidades de dicha
herramienta. Esta dificultad se genero porque se entregaron las Netbooks
simultaneamente al inicio de la secuencia.

Esto origind que los estudiantes adquieran en la clase de matemadtica nuevas
responsabilidades que requerieron de un esfuerzo sostenido en el tiempo. EIl
investigador tuvo que lidiar con la constante demanda de los estudiantes de no aceptar
momentos de incertidumbres y ser ellos mismos los que construyan los conocimientos a
institucionalizar.

Nuestras investigaciones futuras se orientan a modificar la secuencia didactica
propuesta, a la luz de los resultados obtenidos en esta primera implementacion, para ser
desarrollado en otros contextos aulicos y lograr una profundizacion en el estudio de los
limites.
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