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Resumen: En este articulo describo un estudio de casos en el cual un conjunto de cuatro
estudiantes se aproximaron al concepto de derivada a partir de la comprensién de la tasa
de variacion. Particularmente presento algunos episodios en los cuales a través del uso
de los software dinamicos GeoGebra y Modellus las estudiantes observaron la tasa de
variacion media y produjeron algunas ideas asociadas a la derivada como una tasa de
instantanea. Los resultados de este investigacién resaltan la importancia del estudio de
las derivada a través de contextos en los cuales observen la necesidad de correlacionar
variables y la manera como ellas covarfan. Finalmente presento una valoracién sobre la
pertinencia de abordar dicho estudio a través de la interaccién de diferentes contextos
y medios, y exhibo algunas reflexiones relativas algunos aspectos que intervienen en
comprension de la derivada desde una aproximacién variacional.
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1. La variacién para el estudio de la derivada

Desde la literatura internacional puede observarse un llamado para abordar el estudio de la tasa de
variacion como una componente trascendental en la interpretacion de la derivada (Dall’anese, 2006;
Tall, 2009; Dolores, 2007). De la misma manera, a pesar de existir una amplia gama de investigaciones
y perspectivas en torno a la ensenanza y aprendizaje de conceptos del cédlculo; también se muestra
que todos estos esfuerzos son insuficientes para dar cuenta de la complejidad del fenémeno de
comprension de tales conceptos (Sanchez-Matamorros, Garcia y Llinares, 2008).

Artigue (1995, citada por Sanchez-Matamoros et al., 2008) afirma que aunque se puede ensenar
a los alumnos a realizar de manera mas o menos mecanica algunos cédlculos de la derivada y a
resolver algunos problemas estandar, hay dificultades para que los jévenes de estas edades logren
una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que conforman el centro
de analisis matematico. Dichas dificultades se manifiestan en el significado de la nocién de derivada

como limite de un cociente incremental (representacion analitica; lim W 6 lim M)

Az—a T—a r—a
0 en su interpretaciéon geométrica como pendiente de la recta tangente.

Para Sanchez-Matamoros et al. (2008), la construccion de un significado parcial de la derivada
puede conducir a dificultades para su desempeno en los cursos de célculo. Ello genera la necesidad
de conocer los procesos mediante los cuales, los estudiantes dotan de significado al concepto de
derivada; por tanto, la investigacién en este campo se hace bastante pertinente.

Otras de las dificultades, en lo relativo a la comprensiéon de la derivada, estan asociadas con la
representacién de algunos de los aspectos variacionales que emergen en situaciones, en las cuales,
conceptos como la velocidad o la rapidez tienen lugar. En este aspecto, Dolores, Chi, Canul, Can-
ta y Pastor (2009) presentan los resultados de una investigacion que explora las representaciones
graficas que hacen los estudiantes sobre la rapidez. Estos autores afirman que, convencionalmente,
la rapidez estd asociada a la razén de dos magnitudes y vinculada, graficamente, a la pendiente de
la recta tangente a una curva que representa la funcién de dichas magnitudes; sin embargo, estos
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investigadores pudieron encontrar otro tipo de representaciones que son usadas por los estudiantes,
en las cuales se presentaron caracteristicas de cinco tipos: rectas, columnas, puntos, pictéricas y
curvas.

De otro modo, Sanchez-Matamorros y colaboradores. (2008) puntualiza uno de los enfoques
relativos al estudio de la derivada, es la comprensién de la tasa de variaciéon, en ese sentido senala
que:

Si se considera que la derivada en un punto indica la velocidad de cambio, la
comprension de tal idea se apoya en el saber previo de la nocién de la razén
entre el incremento de x en relacion al de y (p.272).

Sanchez-Matamoros y sus colaboradores observaron en los trabajos de Orton (1983) y Hart (1981)
como la comprension de la razén de cambio dependia del tipo de funcion utilizada. Asi mismo,
senalan que Orton indicé que las dificultades con la idea de razén de cambio y su vinculaciéon al
tipo de funcién, sea ésta lineal o cuadratica, podian tener su origen en una comprensién débil del
concepto de funcion.

FEn este articulo presento algunos resultados de una investigacién mas amplia que abordé la
pregunta ;Como se desarrolla el proceso de comprension de la tasa de variacion como una manera
de ofrecer una interpretacion variacional de la derivada en estudiantes participantes de un curso
de pre-cdlculo? La investigacion se desarrolld en el programa de Doctorado en Educacion de la
Universidad de Antioquia en Colombia.

2. El estudio de casos como método de investigacion

Abordar una investigacién que dé cuenta de “cémo se desarrolla un proceso...” demand6 por
parte del investigador una inmersién detallada y profunda en el estudio del fenémeno de comprensién.
De ese modo, seleccioné el estudio de casos como método de investigacidon, ya que en palabras de
Goldenberd, a través de una inmersién profunda y exhaustiva de un objeto delimitado, el estudio
de caso posibilita la penetracién en la realidad social no necesariamente lograda con un anélisis
estadistico.

De otro modo, Yin puntualiza que aunque no existe una férmula que permita elegir el estudio
de casos como método de investigacion; dicha eleccion esta en coherencia con la(s) pregunta(s) de
investigaciéon. Este investigador agrega que las preguntas que se enfocan en el “como” o el “por
qué” de un fenémeno social son especialmente un indicador para optar por el estudio de casos como
método de investigacion.

2.1 El contexto
En un estudio de casos las unidades de andlisis son una componente que esta estrechamente imbricada
con el problema fundamental de establecer el caso a estudiar (Yin, 2009). Con base en estas ideas
se selecciond como unidades de andlisis las comprensiones de cuatro estudiantes de primer ano
de un programa de ingenieria quienes estaban cursando una asignatura de pre calculo. Las cuatro
estudiantes fueron designadas con los seudénimos de Cristina, Marcela, Estefania y Alexandra las
cuales decidieron participar voluntariamente del estudio. Las estudiantes se implicaron, durante ocho
sesiones de dos horas cada una, en el estudio de algunas situaciones que involucraron fenémenos
de covariacién entre algunas cantidades; tales situaciones les exigia observar la funcién mateméatica
abordada en el contexto, pero también la manera en cémo se describia la tasa de variaciéon y el
cambio de esta misma. Las situaciones usadas en este estudio se describen en el siguiente apartado.
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2.2 Las situaciones
A continuacion presento una descripcidon general de cada una de las cuatro situaciones disenadas
para este estudio.

Situacion 1. Rectangulo inscrito: En esta situacién usé el software GeoGebra para presentar una
nueva version del trabajo: “Rectangulo Inscrito” presentado en Villa-Ochoa (2012). Para analizar
la tasa de variacién de las cantidades que se inclufan en la situacién, usé la opcién “herramienta”
para construir una que permitiera la visualizaciéon dindmica de la tasa de variacién media, y en la
que simultdneamente intervinieran sus registros graficos, numeéricos y algebraicos. La “herramienta”
construida, permitié una aproximaciéon desde la tasa de variacién media a la tasa de variacién
instantanea mediante la determinacién de intervalos de variaciéon cada vez mas pequernos. En la
figura 1, se recrea el ambiente en el que se desarrollé la situacion “rectangulo inscrito”.
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Figura 1. Ambiente de la situacion 1.

Situacion 2. La velocidad y la aceleracion: Fueron un conjunto de actividades que surgieron des-
de la necesidad que se hizo explicita en la situacién 1, en la cual las estudiantes se aproximaron
a la nocién de tasa de variacién instantinea como el limite de la tasa de variacién media, pero
consideraban dicho valor como una “suposiciéon” o inferencia y no aceptaban su existencia. Las acti-
vidades disefiadas para esta situacién estuvieron basadas en la simulacién de movimiento uniforme
y acelerado a través del software “Modellus” versiéon 4.01. En la situacién usé las opciones grafico,
tabla y modelo, para establecer relaciones entre la simulacién del movimiento y las representaciones
matematicas de la misma. Otras graficas se construyeron en el desarrollo la situacién para validar
las inferencias de las estudiantes con respecto a la aceleracién. En la figura 2, se muestra el ambiente
de la simulacién.
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Figura 2. Simulacién de un movimiento con el software Modellus.

Situacion 8. Andlisis de la funcion tasa de variacion: En esta situaciéon desarrollé una “herra-
mienta” en el software GeoGebra; con dicha herramienta es posible observar miltiples tridngulos
que permiten dar la idea de la tasa de variaciéon como una funcién. La herramienta fue usada para
analizar el comportamiento de la tasa de variaciéon de varias funciones. En la figura 3, se muestra
una de ellas.
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Figura 3. Ambiente de la herramienta para estudiar la funciéon tasa de variacion.

La figura 3, presenta una funciéon definida en dos tramos y los tridngulos que se muestran se
forman en el intervalo definido por los puntos A y B de acuerdo al valor del deslizador n. Los puntos
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que se muestran en dicha ilustracién representan los valores de la tasa de variacién de cada uno de
los tridngulos.

Situacion 4. Descarga de un archivo: En esta situacion se usa la grabacién de la manera en que
se descarga un archivo, para indagar por la forma como las estudiantes comprenden las tasas de
variacion que se involucran en ella. La grabacion se hizo con el software Camtasia cuando se estaba
descargando un archivo de internet con el software VDownloader cuyo fin fue identificar y estudiar
la “tasa de transferencia” o velocidad con la cual se descarga el archivo, asi como los cambios de
ésta misma (aceleracion). En la figura 4, se presenta el ambiente de la situacion.
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Figura 4. Ambiente de la situacion: descarga de un archivo.

3. La tasa de variaciéon como producto de la interaccion entre diversos contextos y
medios

Es este articulo me centraré en algunos resultados relativos a la aproximacion a la derivada a
través del estudio de la tasa de variacién. Las ideas que produjeron las estudiantes estuvieron en
relacién con las situaciones 1 y 2 descritas en el apartado anterior.

En el primer contacto que las estudiantes tuvieron con la situacién 1 se comprometieron con el
reconocimiento de las cantidades que intervenfa en ese contexto (ie. Area del rectangulo, 4rea del
cuadrado, longitudes de los lados, etc.) y cudles de ellas eran variables y cudles no. Seguidamente
se propone hacer una descripcién de las variables que covarian y la manera como lo estan haciendo.
Las descripciones que las estudiantes hacian de esta tarea evidencian el reconocimiento de algunas
caracteristicas de la covariacion de manera cualitativa, (i.e. él area aumenta y luego disminuye).

El trabajo posterior se centr6 no sélo en la manera en que covarfan las cantidades sino en la
manera como podrian cuantificarse tal cambio. Para ello, se construy6 una herramienta de Geogebra
que permitiera simplificar algunos célculos aritméticos para dar cuenta de la tasa de variacién segin
el intervalo deseado (ver figura 5).
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Figura 5.Herramienta construida para dar cuenta de la tasa de variacion aritmética y graficamente.

Con el apoyo del texto dinamico del GeoGebra, el investigador cuestiona a las estudiantes frente
a los valores de la tasa de variacién que se presenta entre el area del rectangulo inscrito y la longitud
del segmento AE (ver figura 1). Algunos de los intervalos que propusieron fueron [1.5, 2], [1.7, 2],
[1.9, 2], [1.99, 2], de alli surgi6 el siguiente didlogo entre Marcela y Cristina quienes expresaron que
la tasa de variacién en cada intervalo decrecia:

Investigador : ;Como se estd comportando ese resultado?
Cristina : Baja
Marcela : Decrece, ;no? [Simultaneamente|
Investigador : ;Hasta donde decrece?
Estefania : Hasta uno
Investigador : ;Sequras?
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Figura 6. Tasa de variacién media en la situaciéon N.1.

Las estudiantes contintian usando la herramienta “tasa de variacion en intervalo” para calcular
los valores de la tasa en intervalos cada vez més pequenios (con el valor = 2 en el extremo derecho
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del intervalo). El investigador pregunté de nuevo: jseguras que decrece hasta uno? A lo que las
Cristina y Estefania respondieron con gestos que indicaban su respuesta negativa. Seguidamente el
profesor pregunté: ; Entonces, cudl es el valor al que nos acercamos cuando el punto se acerca a 27
Simultaneamente las cuatro estudiantes respondieron “cuatro”. Este hecho se convierte en evidencia
de la presencia de una imagen del concepto de limite, el cual fue observado como “tendencia’. Hasta

este punto las estudiantes habian conjeturado el valor del limite apoyandose en los valores que el
software presentaba; sin embargo, continuando con el movimiento del punto en el software ocurrié
el caso en el cual los dos puntos se superpusieron generando que la expresiéon en el texto dindmico
generara % = % =7 (ver figura 7). Este hecho propici6 en Marcela la creacién de una idea de
limite como “wuna tendencia”, de ese modo el limite adquirié un estatus de “supuesto” pero no de

“existencia”. Para ilustrar este hecho, transcribo el siguiente dialogo:

Investigador Entones, ;cudl es la tasa de tasa de variacion en 27

Marcela No existe!
Investigador s Por qué no existe?

Marcela Porque cero sobre cero no existe!

Estefania Es indeterminado!
Investigador Y entonces, jqué significa ese cualro que encontraron? |refiriéndose al
valor del limite inferido por medio de la aproximacion|.
Marcela Pero dijimos que daba cuatro porque mos aproximdbamos, pero no es

cuatro, porque en dos se anula.
Las demés companeras se limitaron a escuchar y observar la pantalla del

computador evidenciado una actitud de extraneza.
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Figura 7. Estrategia para el calculo de la tasa de variacion instantanea realizada por Marcela.

Del didlogo se observa que la idea de limite parece haber sido producto de la interaccién de las
estudiantes con el software y del hecho que ellas estaban “descansando su razonamiento” en los
resultados que se mostraba el texto dinamico, por tanto, al software no indicar un resultado de la
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expresion en x = 2, las estudiantes asumieron el valor del limite como “supuesto” pero no como un
valor a alcanzar.

Para profundizar en esta observacién, me propuse realizar una entrevista individual con cada una
de las participantes. En dicha entrevista, el investigador retoma la experiencia de célculo del limite
de la situacién “rectdngulo inscrito”; en el caso de Marcela se presenta el siguiente didlogo:

Investigador : FEntonces vamos nuevamente a mirar aqui la pregunta que de la situacion
de la clase pasada. ;Cudnto fue que nos dio en 27¢
Marcela : ;En dos?. ..
Investigador : La variable en 2, exactamente en 2
[*|[Marcela : De 2 a...|evoco nuevamente la imagen de la tasa de variacién media]
Investigador : No, en 2!
Marcela Ahhhhh, en 2!
Investigador :  Esa fue la prequnta que... [Marcela de inmediato respondié dejando el

comentario del investigador inconcluso]
Marcela :  Ahh, en 2 daba infinito, daba indeterminado

Investigador : ;Daba indeterminado?
Marcela : Pues, cuando yo lo pongo directo,... Los dos puntos en 2.
Investigador :  wjum. .. Daba indeterminado ; por qué era que te daba indeterminado?
[**] Marcela : Porque. ... Porque por estas restas daba 0 sobre 0. Porque cuando el drea
estd,. .., el drea es,. .., porque cuando el segmento estd en 2, el drea es

16 y si lo vamos a comparar, pues, si...no me acuerdo! [silencio] Daba
indeterminada, porque este segmento. .. [sefialando el segmento variable
del cuadrado. Hay un momento de silencio|
Se observa en la linea marcada con [*] en el didlogo anterior como Marcela, a pesar de haber usado
la nocién de limite como tendencia, evoca nuevamente la idea de la tasa de variacién en intervalo
tal y como fue usada en el software. En la linea marcada con [**| Marcela evidencia a través de sus
dos momentos de silencio, que no alcanza a determinar argumentos para justificar, desde el contexto
del rectangulo inscrito, por qué la tasa de variacién en dicho punto es “indeterminada’.

Continuando con el didlogo, el investigador le dice a la estudiante “O sea que yo no puedo decir
scomo cambid el drea cuando cambid el segmento?”, a lo cual la estudiante responde: “Noooo pues
el drea es 16, puede decir eso, pero no lo puedo comparar con otro punto”

Las respuestas de Marcela crean la necesidad generar experiencias en las estudiantes que posibilite
una transicién de la tasa de variacién media a la tasa de variacién instantanea y para ello, se hace
necesario superar la imagen de asociada a los extremos de un intervalo asi como avanzar en las ideas
de limite como “tendencia”, “valor supuesto” o “tendencia sin llegar”. Ante la necesidad de generar

otras experiencias para trascender en las ideas construidas, se disefi¢ y aplicé la situacion 2 haciendo
uso del software Modellus. Al igual que en la situacion 1, el estudio comenzé con el reconocimiento
de las cantidades que intervenian en el movimiento del vehiculo, a través de un didlogo se promueve
el reconocimiento de la velocidad y hacer la descripcién grafica de la misma. En trabajo posterior el

investigador promovié una comparaciéon de los elementos de las situaciones: “rectdngulo inscrito” y
“movimiento de un vehiculo”. Los hallazgos en este aspecto muestran que, a pesar de que en ambos
casos se abordd la misma funciéon matematica y se hizo un andlisis de la tasa de variacién de forma
semejantes, las estudiantes no hicieron una “correspondencia automaética” de las caracteristicas de
una situacion a otra; asi por ejemplo, al preguntarles por lo que significaba la cantidad A (4rea del
rectangulo inscrito) en la situacion N° 1 y X en la simulaciéon del movimiento del vehiculo, ellas
no conseguian identificar la misma variables para ambos contextos. Intentando hacer una analogia
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entre ambos contexto, Estefania afirma que: “en el problema, mientras crece el segmento el drea
crecia o disminuia” y estuvo de acuerdo cuando el investigador senald que el comportamiento de las
cantidades era semejante en ambos casos.

Investigador : Lo que alld era el segmento |refiriéndose a la situacion N91| jqué es aqui?
Estefania : La distancia
Alexandra : ElL ..[interrumpe Marcela y dice que el movimiento del carro] movimien-
to
del carro
Cristina : Bl movimiento del carro
Investigador :  El movimiento del carro... ;Sequras?
Estefania y : Si/
Alexandra
Investigador : Y lo que alld era el drea, ;qué es aqui?
Estefanfa y : La velocidad
Alexandra
Investigador : Seguras
Cristina : La distancia
Investigador : wujum. .. Daba indeterminado ; por qué era que te daba indeterminado?
Alexandra : A mi me parece que es la velocidad, sno?

En vista que la respuesta de Cristina estaba en coherencia con los dos valores, se le cuestiond
sobre el porqué de su respuesta; pero no dio justificacion alguna. Ante este panorama, el investigador
escribié en el tablero las ecuaciones:

A=2x(6—1x) X =2t(6—1t)

para la situacion para la situacion de

N°1. Rectangulo movimiento del
vehiculo

Fl investigador cuestioné de nuevo, ;jSon iguales estas ecuaciones? A lo que simultdneamente
las estudiantes respondieron: “s7”. Y partiendo de la comparacion entre A y X; x y t, ellas, con
excepcion de Cristina, lograron concluir que:

El incremento de A sobre incremento de =z, |en la situacion “rectangulo inscrito”| es
andloga a “triangulito |incremento| de z sobre incremento de t”. Simultaneamente el
. . . A

investigador escribi6 en el tablero la ecuacion 77 .

Ante esta respuesta, mientras el investigador senalaba el cociente incremental escrito en el ta-
blero, pregunté: jqué seria el cambio de la distancia con respecto al cambio del tiempo? A lo que
simultaneamente, Alexandra y Marcela respondieron: “la wvelocidad”. Nuevamente el investigador
replica ;Qué es la velocidad? Y Marcela responde: “la relacién entre la velocidad y el tiempo”;
Alexandra complementa diciendo “la variacion de la distancia con respecto a la variacion del tiem-
po”. Las evidencias presentadas en este apartado muestran que tanto Estefania, como Alexandra

y Marcela establecieron conexiones entre las imdgenes construidas en las dos situaciones. Asi mis-
mo, tal y como habia mencionado en los apartados anteriores, aunque en la situaciéon: “rectangulo
inscrito” las estudiantes reconocieron la nocién de limite como una tendencia, ellas no consiguieron
aceptar su existencia, en parte, por el valor de 0/0 que se presenta en el momento. En este aspec-
to, la simulacion del movimiento de un vehiculo, a través del software Modellus, se mostré como
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un elemento fundamental para la que las estudiantes consiguieran aceptar la existencia de dicho
limite. Para iniciar en el reconocimiento de la tasa variacion instantanea, el investigador formula la

pregunta: ;Cudl es la velocidad en dos? Y, aunque se esperaba que las estudiantes respondiera de
inmediato “cuatro”, fueron diversas las aproximaciones en cada una de ellas, por ejemplo: Estefania
se mostrd pensativa y respondié “16” mostrando asi que estaba focalizada en la posicién y no en la
velocidad. Por su parte, Alexandra senald que era necesario hacer los calculos nuevamente con los
triangulitos o sacar el limite; después de unos segundos, la estudiante dice con sorpresa, “ey, no seria
también cuatro”; ante esto el investigador pregunta: ;Porqué cuatro? Y de inmediato, Estefania y
Marcela argumentaron que porque era la misma ecuacién y la misma tendencia. Esto se convierte
en evidencia de un movimiento en las ideas construidas en el cual las estudiantes establecen ciertas
conclusiones como:

En la situacion N° 1, cuando x (el segmento) se acercaba o dos, cociente incremental
del drea con respecto al segmento se acercaba a cuatro. Es andlogo a que, en la situacion
actual, cuando el tiempo se acerca a dos, la velocidad se acerca a cuatro.

En este momento, el profesor les record6 a las estudiantes que en una sesién anterior, ellas
afirmaban que la tasa de variacién cerca de dos era cuatro, pero que exactamente en dos, ellas
decian que no exist{a porque les daba cero sobre cero. En este momento, el investigador retoma la
analogia del problema del movimiento del vehiculo y genera el siguiente didlogo:

Investigador : Yo puedo prequntar: ;cudl es la velocidad que lleva el carro en dos?
Alexandra : S

Ante el silencio de las otras tres companeras, el investigador simula con su cuerpo el movimiento del
vehiculo, cuenta el tiempo y para cuando dice “dos”. Luego pregunta:

Investigador : Fzactamente en dos, ;Cudl es la velocidad?
Simultaneamente
Marcelay : Ocho [mientras sus companeras responden, Estefania se muestra preo-
Alexandra cupada, y pensando]
responde
Investigador : ;Por qué ocho?
Marcela : Porque son 16 centimetros digamos, en 2 sequndos! [Estefania sigue en
la actitud pensatival
Investigador : jPero ahi no tendriamos un supuesto?
Marcela :  Pero, susted no nos lo estd prequntando en ese punto?
Investigador : 57, les estoy preguntando por la velocidad exactamente en
dos!
Estefania : ;Cuatro! |La estudiante rompi6 su silencio y ofrecio esta
respuesta con ahinco |
Alexandra : 557 seria cuatro?
Investigador : ;Por qué cuatro?
Estefania : No sé.

Se observa que tanto en Marcela como en Alexandra evocaron imégenes de la relaciéon de pro-
porcionalidad directa entre la posicién y el tiempo, la cual fue revisada una vez que el investigador
afirmé que eso implicaba un supuesto. Unos segundos después de didlogo anterior, Alexandra tuvo

ciertos insightque fueron evidenciados en el tono enérgico con el que verbalizé “si, es que es la ten-
dencia”. Y argument6 en el acercamiento por medio de intervalos.Sin embargo, Marcela no alcanzé
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a entender lo que Alexandra afirmé y replico: ;0 sea que es cuatro? ;Siempre va a ser cuatro? A lo
que Alexandra le contestd: “Cuando se acerca a dos, es cuatro; ya en otro punto seria otro valor”.

Para apoyar las conclusiones de Alexandra, el investigador propuso que analizar la el cociente
incremental a través del software y registrar su comportamiento en la tabla (ver figura 6).

Tabla Grafico Objetos.
~| [t ~||¥ ~ = [ T~ T-IT T~

Anotar cada | 1 |pasas! X
W WA e [ ma [ maa Mme o ma [ mes

Copiar ‘
Dot [|Dcmt  |o|[mcen  |o|memt  |o|Dcmt |o|mes:  |o|@css  |omest M| Tabls

# Bam=s. tasa de variacion

Tabla Transferencia

tasa de variacion

Figura 8. Tasa de variaciéon en el software Modellus.

Esta experiencia con el software, fue determinante para que las estudiantes, en particular Marcela
y Cristina, pudieran visualizar nuevamente la tendencia de la velocidad en el tiempo: 2 segundos
(ver figura 7).

Tabla -

o | o or
1462 170 g .40~
5.2 1.80 00
1558 1.30 460
16.00 2.00 420
16,38 2,10 580
16,72 220 5,40
17.02 2.30 3o0f
17.28 240 260
17.50 250 220
17.68 2560 180
17.82 270 140
17.92 2.0 1.00
17.98 2.0 0,60
18,00 3.00 0.20] v

Figura 9. Tabla de la tasa de variacién en el software Modellus.

En el trabajo a seguir, se verifican algunos valores cercanos a t = 2 y cémo la tasa de variacion
estd cada vez mas cerca de cuatro, confirmando asi lo que se presenta en la tabla de valores.

Nuevamente, la imagen del limite como una tendencia aparecié cuando las estudiantes verbaliza-
ron: “mientras mds me acerco a dos, la velocidad estd mds cerca de cuatro”. Pero en esta oportunidad,
la pregunta por la velocidad en dos, ofrecia como respuesta cuatro, contrario a lo que acontecia en
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el mismo caso, en la situacion “rectangulo inscrito” cuando ante la misma pregunta, las estudiantes
respondia: “no existe”. Fl siguiente didlogo se convierte en evidencia de este hecho:

Investigador

Estudiantes
Investigador
Alexandra,
Marcela, y
Estefania
Investigador
Estefania y

Alexandra
Investigador

Estefania
Alexandra
Estefania

Alexandra
Estefania
Estefania

Cuando el tiempo estd cerquita de dos, la velocidad va estar
cerquita de:

Cuatro.

Y exactamente en dos, ;Cudl va a ser la velocidad?

Cuatro.

¢ Tiene sentido hablar de cuatro?
ST

Hay algin problema si yo, con GeoGebra montara
[superpusiera| el punto y me diera cero sobre cero?

No!

No, porque se puede calcular por limites!

jCuatro! [La estudiante rompi6 su silencio y ofrecié esta
respuesta con ahinco |

494 seria cuatro?

Se pueda hallar por limites.

No sé.

En este punto, el investigador hace la reflexion con las estudiantes sobre “su resistencia a aceptar
la existencia del limite, y que para ellas solo era una suposicion”. Ante lo cual las estudiantes
sefialaron que “seria como decir que en dos, el carro no tendria velocidad” y es claro que si la tiene.

Es evidente en estos episodios que las estudiantes Alexandra, Estefania y Marcela consiguieron
abstraer la existencia del limite, a partir de la abstracciéon de diferentes imégenes de la tasa de
variacién media. Este tipo de abstracciones les permiti6 a las estudiantes reconocer la propiedad:

Tvinstantdnea = Ahm

4. Discusion y conclusiones

En la evolucién de la idea de limite como “supuesto” por parte de algunas de las estudiantes hubo
al menos dos aspectos que vale la pena reconocer y discutir, a saber:

- El uso de una cantidad de magnitud como la velocidad para interpretar la tasa de variaciéon
(desde el contexto de la fisica) mostré un factor que potencié la existencia del limite. Verba-
lizaciones como “seria como decir que en dos, el carro no tendria velocidad” se convierten en
evidencia de la necesidad de involucrar ciertos contextos en el estudio de conceptos matemé-
ticos. La tasa de variacién instantdnea en la situaciéon del rectangulo inscrito, no se mostrd
natural, ni facil de entender para los estudiantes, quizds porque la cantidad que se obtenia

por medio de la tasa de variacién

“ 2°-" no es una magnitud fisicamente tangible, ni cotidia-

namente perceptible, contrario a ello, es un poco artificiosa, mas aun, cuando en la muchos
casos, los contextos de area y perimetro, son usados para determinar méaximos y minimos,

pero pocas veces, para determinar tasas de variacion.
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- El papel del software Modellus fue fundamental, no sélo para recrear el ambiente de un movi-
miento uniforme y acelerado, sino también porque mediante su manipulacién, las estudiantes
pudieron observar diferentes registros de representaciéon de manera simultanea y asi poder
aproximarse a una comprension de la tasa de variaciéon instanténea.

Durante toda la investigacién pudo observarse diferentes momentos conceptuales por los cuales
atravesé la tasa de variacién, a saber:

- Momento 1. La tasa de variacion y tasa de variacion media. En este momento otros conceptos
como los de proporcionalidad, variable, funcién estuvieron presente, de igual manera, la nocién
de tasa de variaciéon se observd como la “comparacion de dos estados” en cuya representaciéon
bajo el mecanismo de tridngulo jogo un papel fundamental en su compresion. Asi mismo, pudo
observarse que el uso de descripciones cualitativas, comparacién aritmética de dos estados,
cantidad magnitud que describe el cambio promedio de una cantidad por unidad de cambio
de la otra unidad.

- Momento 2. La tasa de variacion instantdnea. Para desarrollar la idea de tasa de variacién
instantanea se observéd que la situacion 1 no fue suficiente; sin embargo, en la comparacion de
los contextos, el estudio de un “fenémeno cotidiano” como el movimiento se hizo que las ideas
sobre el concepto no se produjeran solo desde las acciones del software sino también que se
lograra hacer ciertas abstraciones sobre tales acciones. Desde este estudio puede observarse la
comprension de la tasa de variacién instantanea demanda por parte del estudiante:

e Superar la idea de limite como supuesto.
e “Comparacion o “transferencia” entre contextos.

e Tasa de variacién como una cantidad asociada a una magnitud en “contexto”.

Hubo un tercer momento denominado de la funcion tasa de variacion a la funcidn derivada, sin
embargo su analisis escapa al proposito de este documento. El lector interesado puede remitirse al
documento Villa-Ochoa (2011b) para ampliar en este aspecto.
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