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Resumen

En el contexto de la formacion inicial de futuros profesores de mateméticas (FPM), se
analiza la reflexion de dos futuros profesores sobre los errores y las dificultades del
aprendizaje algebraico. Con este objetivo se disefid e implement6é un modulo formativo en el
practicum de un programa de licenciatura en matematicas en Colombia. La investigacion se
configuro bajo la teoria del aprendizaje realista para promover la reflexion, en coherencia
con este marco teorico se oriento la realizacion de un ciclo reflexivo bajo el modelo ALaCT.
Siguiendo el enfoque de la investigacion cualitativa, de caracter interpretativo y usando el
analisis de contenido se han examinado las producciones de los participantes, los registros
obtenidos en la intervencion y del diario de campo del investigador. Los resultados muestran,
que los futuros profesores llevaron a cabo cinco fases de reflexidn, en las cuales el analisis
de los errores y las dificultades del aprendizaje algebraico transita por minimo cuatro
momentos, que implican a los futuros profesores en decisiones y alternativas para abordar
la instruccion. Se informa como evoluciond este analisis y el conocimiento profesional
involucrado para fundamentarlo.

Fundamentos tedricos

Investigaciones en educacion matematica han estudiado la reflexion de profesores en
diferentes contextos, para conducir al entendimiento y al desarrollo de la teoria, en la
formacion, y para promover la relacién entre el conocimiento del oficio (practico) y el
conocimiento académico (Kieran, Krainer y Shaughnessy, 2013).

Entendemos la reflexion como un proceso de pensamiento activo, persistente y responsable
(sistematico) que surge de una situacién problematica (Dewey, 1989), para analizar la
practica con el proposito de significar el conocimiento, de comprender dicha practica y de

afrontar situaciones profesionales. Este proceso parte por detectar una situacion de duda, que
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hay que describir (Flores, 2007). Posteriormente el profesor fundamenta la situacion,
verbaliza sus teorias y principios desde donde él enfoca el problema y manifiesta las
dimensiones de ese problema. Cuando ha profundizado en sus ideas y concepciones, esta en
disposicion de contrastarlas con las teorias y principios externos. La confrontacion le lleva
a buscar nuevas formas de contemplar el problema. Finalmente, el profesor decide su
actuacion en consideraciones contrastadas que le parecen significativas.

La reflexion del profesor sobre su practica se considera un elemento fundamental en su
desarrollo profesional y un medio para la progresiva comprension de la practica dentro de un
aprendizaje continuo (Climent y Carrillo, 2003), por tanto favorece la conexion entre las
experiencias en la practica y formacion teorica.

La reflexion es uno de los principios del enfoque de la formacidn realista, que se basa en la
teoria sociocultural y en la vision realista del aprendizaje (Melief, Tigchelaar, Korthagen y
Van-Rijswijk, 2010). Dicho enfoque, busca que el profesor integre sus experiencias
personales, conocimientos tedricos y experiencias practicas, a través de la reflexion.

Desde esta perspectiva entendemos que la reflexion también ayuda a que los futuros
profesores estructuren sus pensamientos sobre experiencias practicas y le lleven a acciones
fundamentadas por nuevos conocimientos. Siguiendo estos presupuestos, asumimos para el
proposito de nuestro estudio el modelo reflexivo que se ha consolidado como una alternancia
entre “accion” y “reflexion”, el ciclo ALaCT (Korthagen, 2001).

Metodologia

El estudio se realiz6 con 12 FPM que cursaban el practicum de la Licenciatura en
Matematicas de Unillanos-Colombia. Siguiendo el enfoque de investigacion cualitativa, de
caracter interpretativo y usando el andlisis de contenido examinamos con Nvivo- 11 las
producciones de los participantes y los registros de intervencion. En el analisis, apreciamos
coémo evolucionan en la identificacion y formulacion de problemas profesionales sobre las
limitaciones del aprendizaje algebraico, asi como qué conocimiento didactico del algebra se
manifiestan durante el proceso reflexivo. La primera variable se estudia a partir de la
definicion, caracterizacion y formulacion del problema (Castellanos, Flores y Moreno, 2017),
mientras que la segunda a través de los organizadores curriculares provenientes del Analisis

Didactico del algebra.
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En esta comunicacion describimos el segundo médulo formativo de un experimento de
ensefianza de una investigacién méas amplia (Castellanos, Flores y Moreno, 2015). El modulo
involucrd un ciclo reflexivo ALaCT (Figura 1) en el que los futuros profesores (FPM)
identifican errores y dificultades del aprendizaje algebraico de escolares cuando responden a

una prueba.
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Figura 1. Trayectoria de acciones reflexivas en el ciclo

Andlisis y resultados

Realizamos dos estudios de caso (Stake, 1998), que informan del proceso reflexivo de dos
FPM (Lina y Juan) en las cinco fases de reflexion ALaCT.

En la fase A: Partir de la accion o experiencia

Los FPM en la sesion 9 (figura 1), analizaron las respuestas de los alumnos a una prueba para
diagnosticar el aprendizaje del algebra escolar, e identificaron, describieron y formularon

limitaciones del aprendizaje algebraico.

Lina Los chicos tienen “falencias en los preconceptos”, tienen problemas con la letra y se
equivocan con los procedimientos algoritmicos...Ah! también...los despistes o respuestas
descabelladas...aqui los tenemos [adjunta lista]

Lina, percibio carencias de conocimiento de los escolares: “falencias en los preconceptos”
(e.g. propiedades usadas en productos notables, identidad entre expresiones de forma
(a+b)?). Apreciaba como problematica la “falta de conocimiento proveniente de cursos
anteriores”. Alude como errores a hechos generales, de origen incierto, reconociendo “poca

experiencia en este asunto”. Se intereso por: “notar errores y dificultades de los estudiantes
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al resolver tareas con expresiones algebraicas” y estimaba que le “guiarian las estrategias
para ensefiar los binomios cuadrados y propiciar el sentido sobre estas estructuras”, por lo

que formulo la siguiente cuestion:

¢Qué dificultades tienen los estudiantes para hacer uso de sus conocimientos en la solucién de
operaciones con expresiones algebraicas?

La cuestion responde a un planteamiento general, deja ver una situacion de déficit de
conocimiento profesional, que no es evidente e inmediato para ella.

Juan percibid “situaciones en las que proceden los estudiantes de manera incorrecta o
equivocada”, identifico estos hechos como errores y describié ejemplos (ej. uso equivocado
de la notacién, aplicacion incorrecta de la propiedad distributiva). Identifico su
problematica del aprendizaje algebraico de los escolares, con errores debidos a la ausencia
de sentido. Aunque la formulacion es general, entendemos que se trata de errores originados
en las caracteristicas del lenguaje y en los procedimientos (Socas, 1998).

La inquietud de Juan, mas alla de evaluar el estado cognitivo de los estudiantes, se intereso
en conocer “las estrategias que usan los alumnos al tratar y/o transformar una expresion

’

algebraica”. Su preocupacion estaba en comprender “las habilidades que tienen los
estudiantes y, las necesarias para hacer uso eficiente de los procedimientos algebraicos con

expresiones ”. Las cuestiones formuladas quedaron asi:

“...ver como los jovenes proceden, qué propiedades usan y como justifican una técnica
aplicada”. Complementd con la cuestidn: ¢En qué caracteristicas de las expresiones,

prestan atencion los jovenes, cuando proceden con ellas?

Juan espera que “los alumnos reconozcan las caracteristicas de las expresiones
algebraicas”. Focalizo su atencidn en el uso de propiedades de los R y en técnicas

algebraicas (ejemplificamos el analisis de variables en el anexo).

Fase L: Mirar hacia atras en la accion

Los FPM en la sesion 10 (figural) examinaron el origen de los errores acudiendo a “la
explicacion que dieron los nifios” y a las variables de tarea de las situaciones matematicas
(ej. significados del tema, metas y complejidad cognitiva establecida). En consecuencia,

apreciaron necesario “examinar los errores debidos a la falta de conocimientos previos y a
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la complejidad de los procedimientos involucrados”. Con ejemplos justificaron “el origen
de los errores cometidos por sus escolares” y ubicaron algunas dificultades.

Para Lina los “despistes”, como inicialmente los habia denominado, “se tratan de errores
que proceden del uso de esquemas antiguos”. Aprecio procedimientos heredados de la
aritmética, ya que se sustenta en “la aplicacion que hacen los nifios en algebra, de las reglas
v de conceptos que traen del sistema numérico”.

Al verbalizar los fundamentos de la problemética, Lina desvela su concepcion de las

limitaciones de aprendizaje, "el error, procede de una carencia de capacidades y
conocimientos de los escolares”. Juan identificé el “manejo inadecuado de las propiedades
para el dlgebra”, apreciando el origen de errores en la ausencia de sentido. Por ejemplo, el

error en la propiedad distributiva deriva de “la tendencia lineal de los jovenes ™.

En su explicitacion Juan evidencia su inclinacién por el sentido que los escolares dan a
la estructura algebraica, manifiesta una concepciéon procedimental del algebra y

reconoce que, “la falta de comprension sintdctica se convierte en una dificultad”.

El grupo de compafieros, durante la puesta en comtn en la sesién 11 (figura 1), sefiald
ayudé a definir creencias a Lina y Juan, mediante preguntas que les obligan a precisar

las dificultades del aprendizaje algebraico.

FPM3 (A qué se refiere con la incapacidad para pensar algebraicamente?

P1 ¢Por qué cree, que la comprension de las nociones involucradas en la estructura aritmética,
reducen las dificultades con el tratamiento de la estructura algebraica?

FPM5  Cree, que las dificultades del aprendizaje algebraico se deben a inmadurez de los alumnos

FPM7 Porgue piensa, que al dar sentido a la literal, se tendran menos dificultades de aprendizaje.

FPM9 ;A qué se refiere con abstraer simbolicamente?

Cuadro 1 Explicitacion de creencias en Fase L.

Estas consideraciones llevaron a Lina y Juan a examinar con mayor precision sus
problematicas sobre las limitaciones del aprendizaje algebraico. Expresaron su concepcion
sobre la nocion de sentido estructural y sobre la distincion entre errores y dificultades.

Finalmente las reformularon sefialando las siguientes cuestiones:

Lina éPor qué los alumnos no puedan ver la expresion algebraica como un objeto?

Juan ¢Cudles son los procedimientos que usan los jovenes para transformar con éxito las
expresiones algebraicas? y complemento con el interrogante: ¢Cdmo reconocen la
equivalencia sintdctica entre expresiones algebraicas?

Cuadro 2 La nueva cuestion formulada en fase L
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Fase a. Conocimiento de los puntos importantes

Juan y Lina, en la sesion 12 (figura 1) centraron su atencion en el conocimiento de aspectos
relacionados con su problematica (ej. dificultades debidas a la ausencia de sentido). Por
ejemplo, dieron importancia a la estructura conceptual del cuadrado del binomio y a su
relacién con los sistemas de representacion.

Confrontaron sus concepciones entorno a “la integracion de la vision procedimental y
estructural para abordar transformaciones y equivalencias entre productos notables”.
Discutieron sus presupuestos para distinguir las formas estructurales de estas expresiones, el
sentido de la letra y el signo igual implicado en ellas.

En la sesion 13 (figura 1) expusieron ideas sobre “el desarrollo cognitivo de los escolares
asociado a su edad”, haciendo explicitas las limitaciones del aprendizaje debidas a la
abstraccidn simbdlica y a la sustitucion formal (ej. simplificacion, eliminacion, compilacion
estructural). Interpretaron los obstaculos cognitivos a raiz de la conexion entre las estructuras
aritméticas y algebraicas al inicio del aprendizaje algebraico y abordaron el origen de las
dificultades debidas a dicho trénsito.

Los FPM se centraron en “,Cémo interpretar la comprension de las relaciones y
procedimientos que los alumnos efecttan al establecer la equivalencia entre las diferentes
subestructuras de los binomios?" Las lecturas le llevaron a identificar en las respuestas de
sus alumnos “la comprension relacional y procedimental que rige las subestructuras de los
binomios del tipo (a+ b)? y el origen de errores cuando se trata de establecer la equivalencia
entre las diferentes subestructuras”. Asumieron que la ausencia de sentido “se caracteriza
por la coherencia que establecen los jovenes entre los significados de la equivalencia del
binomios y los procesamientos ejecutados a partir de sus interpretaciones” .

De manera complementaria cada uno formulé una cuestién sobre el disefio de las tareas

matematicas escolares y la vision del sentido algebraico.

Lina ¢Cémo aprovechar los sistemas de representacidn geométrico, simbdlico y verbal para
ensefar las transformaciones y equivalencias de producto notable (at b)2?

Juan ¢Cémo abordar desde la vision del sentido estructural tareas con expresiones algebraicas
que implican la factorizaciéon de TCP?

Cuadro 3. La nueva cuestion formulada en fase a.
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Fase C. Crear situaciones de accion

Apropiados los referentes profundizados, crearon en la sesion 14 (figural) una estrategia,
que llamaron "ruta cognitiva", para “analizar tareas, estimar errores e interpretar cbmo los
alumnos comprenden relaciones y se desempefian con los procedimientos algebraicos, al
tratar las equivalencias del binomio cuadrado.

Representamos en la figura 2 la explicacion que hacen Juan y Lina de su estrategia.
Apreciamos que se apoyan en tres elementos de la estructura conceptual: conceptos, nociones
y propiedades. Estos le permiten examinar la validez de las respuestas de escolares y justificar
los procedimientos de resolucion (figura 2 izquierda). Ademas identifican los significados,
interpretaciones, estrategias y argumentos dados por los escolares, observando y analizando
cémo comprenden la equivalencia (figura 2 derecha). Para ellos “la falta de coherencia entre
estos elementos, muestra la presencia de una dificultad que esta asociada a la ausencia de
sentido”. Destacamos la responsabilidad de los FPM para dar fundamento a sus analisis a
partir de los referentes.

La problemética fue reformulada en la cuestion: ¢En qué medida la vision estructural
promueve la comprension relacional y procedimental involucrada en: la factorizacion de

TCP y en la equivalencia de los binomios del tipo (a+ b)??

Enunciado Problema uno

J\/L Significado
Definicién (a+ b)? De la expresion (a+ b)?
Binomio al cuadrado (Esto es)
Trinomio (Tiene la apariencia)
(Tiene tres términos)

Interpretacion de la expresion
al+2ab+b? = (a + b) (a+ b)
(Verdadero)

Nocion de equivalencia
(Da el mismo valor a lados de igualp
Relaciones igualdad

Estrategias establecer certeza

. . . ) a’+2ab+b? = (a+ b) (a+ b)
(Polinomio elevado al cuadrads) (Reemplaza a=1 v b=2) No

(Dos monomios sumados) : Exitosa

Propiedades potenciacién

Argumentos
a*+2ab+¥? = (a + b) (a+ b)
(Sdlo el lado izgquierdo es un Errores

Conclus_ic'm: . |:> trinomio cuadrado perfecto) Multiplicar binomios
Ausencia de sentido Efectuar potenciacién

Figura 2. Alternativa presentada en la Fase C
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Fase T. Comprobar en una nueva situacion e Iniciar un nuevo ciclo

Los FPM, usaron la ruta cognitiva creada en la fase anterior para “analizar las demdas tareas
de la prueba” y para confirmar algunos presupuestos estimados (ej. la mayoria de los errores
tiene origen en la herencia de la aritmética). En consecuencia lograron “establecer un
listado méas objetivo de errores y dificultades que dan cuenta del estado cognitivo de los
alumnos”y planificar la instruccion de las tematicas. Precisaron los errores y dificultades del
aprendizaje que estan asociados a la factorizacion y al tratamiento de la equivalencia de
binomios. Al mismo tiempo buscaron coherencia entre competencias y objetivos de la
secuencia didéctica, e hilaron con las capacidades

La fase T se cerr6 con la reformulacién de la pregunta, que no sufre mayores
transformaciones: /,Cémo abordar desde la vision del sentido estructural tareas con
expresiones algebraicas para promover la comprension relacional y procedimental en la
factorizacion de TCP y en la equivalencia de los binomios del tipo (ax b)??. La
complementaron planteandose ¢Qué impacto tiene dicha la comprensién en las limitaciones
del aprendizaje algebraico?

Consideraciones finales

Examinamos la reflexion a lo largo de las cinco fases del ciclo ALaCT (Korthagen, 2001)
interpretando la evolucion en la definicion de la problematica sobre las limitaciones del
aprendizaje algebraico y del conocimiento profesional de dos FPM. Apreciamos que ambos
atravesaron las fases del ciclo. En la fase A realizaron la descripcion y el planteamiento de
la situacion problematica, sobre los resultados del aprendizaje algebraico de un grupo de
escolares.

Identificamos en la fase L cémo se implican en identificar errores que comenten los escolares
en tareas algebraicas, observando que los FPM apreciaron el origen de dichos errores y
precisaron situaciones atribuidas a la complejidad de los procedimientos involucrados. En
las explicitaciones de Juan y Lina se observan sus formas de concebir las causas de los errores
algebraicos, muestran disposicion para analizar sus concepciones, contemplando ir mas alla
de las carencias de capacidades y conocimientos de los escolares.

En la fase "a" percibimos la toma de conciencia de qué entienden por limitaciones del

aprendizaje algebraico, aclarando la distincién entre errores y dificultades. Profundizan sobre
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las nociones de sentido estructural, las relaciones y procedimientos que rige las
subestructuras de las expresiones del tipo (a+ b)? y las limitaciones de su aprendizaje.
Esquematizamos la estrategia que plantean los FPM en la fase C, para identificar y
comprender las soluciones de sus alumnos y el origen de errores cuando tratan la
equivalencia de las diferentes subestructuras del binomio cuadrado. Y finalizan planteando
una nueva cuestion, cerrando la fase T, dispuesta para iniciar nuevo ciclo.
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Anexo 1: Ejemplo del analisis de rasgos para las variables del estudio en la fase A

FPM

o Definicion de la problematica

Conocimiento profesional

e Sujetos: Escolares (12-13 afios)

e Objeto: Expresiones algebraicas

e Foco: Operaciones con expresiones algebraicas.

e Origen: Carencia de conocimiento que
provienen de cursos anteriores

e Naturaleza: Los errores ocurren por carencias
en el manejo de conceptos, contenidos y
procedimientos al resolver tareas algebraicas

Aludi6 a las propiedades del producto
de binomios como expectativa de
aprendizaje

Reconoci6 importancia del sentido de
la literal en binomios cuadrados (como
parametro).

Manifesto las relaciones entre los
sistemas de presentacién (S-G) para

e Cuestion: ¢Cémo proceden, qué propiedades
usan y como justifican una técnica aplicada?...
¢En qué caracteristicas de las expresiones
prestan atencion cuando proceden con ellas?

o EIl déficit necesidad de conocimiento para
interpretar actuacion de escolares (errores)

e Percepcion de la solucién: Existe variedad en
los procedimientos y justificaciones usadas por
estudiantes que se requieren conocer

< | e Accion: Identificar errores y dificultades que significar los binomios cuadrados
% comenten escolares en una prueba diagnéstico | *  Planted la identidad entre expresiones de la
e Cuestion: ¢Qué dificultades tienen los forma (ab)2
estudiantes para hacer uso de sus conocimientos |  !dentifico errores por la falta de
en la solucion de operaciones con expresiones atencion en procedimientos,
algebraicas? despistes )
o Déficit: Necesidad de conocer las dificultades | ®  Clasifico las respuestas erroneas en
del aprendizaje algebraico relacion a los contenidos algebraicos
o Percepcion de la solucién: hay una respuesta
que indica cuales son las dificultades. ..
e Sujetos: Escolares (13-14 afos) e Concibe los TCP como expansion
e Objeto: Trinomios cuadrados perfectos TPC sintactica de los binomios cuadrados
e Foco: Factorizacion de TCP o Establece equivalencias entre expresiones
e Origen: Habilidad para hacer uso eficiente de algebraicas de los TCP
procedimientos algebraicos con expresiones o Advierte de las trasformaciones
o Naturaleza: Los errores provienen de la sinticticas que dan lugar a los TCP
ausencia de sentido de los escolares al efectuar | o Identifica y describe errores algebraicos
procedimientos algebraicos producidos por la notacion y el lenguaje
= | Accion: identificar aciertos y errores en las algebraico.
g estrategias de resolucién de las tareas o Ubica errores procedentes de la ausencia
= de sentido.

Plantea identidades a la expresion (a +b)?
Acudi6 a las propiedades y relaciones de
los R para identificar errores

Planteo capacidades y expectativas de
aprendizaje para la factorizacion de TCP
Identificd el uso andémalo de las
propiedades de R como error.
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