-

LA LEY DE LOS GRANDES NUMEROS COMO PUENTE
DIDACTICO ENTRE UNA VARIABLE ESTADISTICA Y SU
VARIABLE ALEATORIA ASOCIADA

CONGRESO INTERNACIONAL DE e | ENCUENTRO NACIONAL
ENSENANZA DE LAS CIENCIAS DE ENSENANZA DE LA
Y LA MATEMATICA (2 CIECYM) MATEMATICA (3ENEM)

Stella Maris Figueroa; Maria Andrea Aznar; Gloria Prieto
Universidad Nacional de Mar del Plata. Facultad de Ingenieria.
stellafigueroa@gmail.com

Resumen

Una de las dificultades mas importantes en la ensefianza tradicional de la estadistica
surge de no considerar el andlisis de datos como parte necesaria del proceso de
aprendizaje. En la busqueda de la contextualizacion de los datos, esta propuesta utiliza
el concepto de aleatoriedad desde el punto de vista formal a través de la simulacion de
fendomenos aleatorios con el programa GeoGebra. Se pretende favorecer la construccion
de los distintos elementos de significado que intervienen en la vinculacidon entre una
variable estadistica y su variable aleatoria asociada. En este escenario, la variable
aleatoria surge naturalmente como una “ampliaciéon” de su variable estadistica asociada.
Mientras que la variable aleatoria toma todos los resultados posibles del experimento
aleatorio, su variable estadistica toma so6lo los resultados de una muestra, y, cuanto mas
se amplie el tamafio muestral, la variable estadistica tomard mas valores cuyas
frecuencias relativas tendran mejor aproximacion a la probabilidad respectiva.

Palabras clave: Ley de los grandes numeros, Variable estadistica, Variable aleatoria,
Simulacion, GeoGebra

Abstract

One of the most important difficulties in the traditional teaching arises not consider data
analysis as a necessary part of the learning process. In search of contextualization of
data, this proposal uses the concept of randomness from the formal point of view
through the simulation of random phenomena with the GeoGebra program. The
intention is to favors the construction of the different elements of meaning involved in
link between a statistical variable and its associated random variable, by means of the
law of large numbers. In this scene, the random variable arises naturally as an
"extension" of its associated statistical variable. While the random variable takes all
possible outcomes of the random experiment, its statistical variable takes only the
results of a sample, and when the sample size expands, the statistical variable take more
values, whose relative frequencies have better approach to respective probability.

Keywords: law of large numbers - statistical variable - random variable - simulation -
GeoGebra

1. Introduccion

Una de las dificultades mas importantes en la ensefianza tradicional de la estadistica
surge de la falta de interpretacion de los datos en un contexto. Para tratar estas
dificultades, expertos en didactica de la estadistica proponen una ensefianza
contextualizada de esta ciencia, y una de sus recomendaciones es la presentacion de la
estadistica como complementaria de la probabilidad. Esta complementariedad se puede
mostrar a los estudiantes con la visualizacion de las regularidades en el comportamiento
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de los fenémenos aleatorios, con la comprobacion de la convergencia de las frecuencias
relativas a la probabilidad y con la inferencia informal, considerada como la simulacion
de fenémenos aleatorios a través de recursos informaticos.

El concepto de aleatoriedad se puede interpretar desde un punto de vista formal o
informal. Batanero (2001) sefiala que, desde el punto de vista formal, la aleatoriedad es
la sucesion de resultados de un mismo experimento realizado de manera independiente
y en forma repetida. Desde el punto de vista informal, la aleatoriedad tiene como idea
central el azar, es el patron que explica efectos para los que no conocemos la causa o
que no son predecibles.

Para Rodriguez (2012), el razonamiento inferencial informal, es un proceso que incluye
razonar sobre las posibles caracteristicas de una poblacién basadas en una muestra,
sobre las posibles diferencias entre dos poblaciones, observadas entre sus respectivas
muestras de datos, para responder si dichas diferencias se deben al azar o si existe
alguna diferencia significativa entre ambas, y razonar si es probable que se presente una
muestra con determinados datos y con sus estadisticos descriptivos.

El presente trabajo considera estas definiciones y las recomendaciones de expertos en
didactica de la estadistica, ya que tiene en cuenta el concepto de aleatoriedad y aplica un
acercamiento empirico, la inferencia informal, con la simulacion de fendémenos
aleatorios. Con estos elementos y, en la busqueda de contextualizar la ensefianza de la
estadistica, se presenta una variable estadistica con su variable aleatoria asociada.

El marco tedrico de la propuesta esta sustentado en el Enfoque Ontosemiotico de la
Instruccién y la Cognicion Matematica (EOS), que define una préctica matematica
como toda actuaciéon o manifestacion realizada para resolver problemas matematicos,
comunicar a otros la solucién, validar la solucion y generalizarla a otros contextos. El
significado de un objeto matematico esta conformado por el sistema de practicas
operativas y discursivas para resolver cierto tipo de problemas. Si estas practicas
corresponden a un determinado individuo se habla de significado personal, y si son
compartidas en el interior de una institucion se habla de significado institucional. Asi, el
significado personal es el construido por cada estudiante o aprendiz, y el significado
institucional es el dado por los textos matematicos, las orientaciones curriculares, lo
expresado por los expertos. El aprendizaje supone la apropiacion de los significados
institucionales por parte del estudiante, mediante su participacion en las comunidades de
practicas. La comprension del significado de un objeto matematico por un sujeto esta
dada cuando es capaz de reconocer sus propiedades y representaciones, relacionarlo con
otros objetos y aplicarlo a una diversidad de situaciones problematicas (Godino, 2003)
En este sentido, la propuesta se focalizo en favorecer la construccion de los distintos
elementos de significado que intervienen en la vinculacion entre una variable estadistica
y su variable aleatoria asociada, mediante la ley de los grandes niimeros.

Para ello, se plantean dos situaciones problematicas del campo de la ingenieria. La
primera situacion esta referida a la cantidad de sefiales que se pueden transmitir sobre
un canal de comunicacion digital. La transmision de dichas sefiales puede ser correcta o
incorrecta, dando lugar a pensar a cada sefial transmitida como los resultados de un
experimento aleatorio de Bernoulli, con una probabilidad de éxito p. La cantidad de
sefiales erroneas que se producen, en un cierto nimero n de transmisiones efectuadas,
son los resultados simulados de una muestra extraida de una poblacion dada con
distribucion binomial. La simulacion puede realizarse con el programa GeoGebra que a
su vez, provee herramientas para el analisis de los datos.

La segunda situacion problematica utiliza datos reales de una variable estadistica con su
distribucion de frecuencias. Se refiere a una empresa de la construccion que reporta los
accidentes laborales ocurridos a ingenieros jovenes durante su primer afio de trabajo.
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La idea que se propone en este caso, es encontrar un modelo de probabilidad que se
ajuste a la variable estadistica y que permita resolver situaciones reales que puedan
predecirse. Para el ajuste, se comparan los valores observados con los valores tedricos
esperados. Dichos valores tedricos estan determinados por un modelo de probabilidad
asociado al experimento aleatorio del problema propuesto, la distribucion de Poisson.
Se compara luego esta distribucion aproximada con la distribuciéon binomial y se
resuelve el problema planteado.

Los elementos de significado que intervienen para vincular una variable estadistica y su
variable aleatoria asociada, estdn dados por los objetos matematicos primarios que
define el EOS: el campo de problemas del que emerge la variable estadistica y su
variable aleatoria asociada, el lenguaje utilizado, referido a la representacion de la
variable estadistica con su distribucion de frecuencias relativas mediante tablas y
graficos, los procedimientos empleados, como la simulacion de muestras aleatorias, el
calculo de estadisticos descriptivos para la interpretacion y andlisis de los datos, el
calculo de probabilidades, la comparacion con las frecuencias relativas a medida que
aumenta el tamafo de la muestra, la identificacion de las variables binomial y de
Poisson, las definiciones y propiedades aplicadas en la variable aleatoria asociada con
su distribucion de probabilidades, los argumentos que justifican las relaciones entre
frecuencia relativa y probabilidad, como la ley de los grandes numeros, la verificacion
de que la distribucion de Poisson es una aproximacion de la distribucion binomial.
Sobre todo, se destacaron los argumentos que distinguen una variable estadistica de una
variable aleatoria, al trabajar con los resultados obtenidos en una sola muestra y al
compararlos con todos los resultados posibles de un experimento aleatorio.
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2. Descripcion de la propuesta didactica

En principio, se propone analizar el experimento aleatorio de efectuar cinco
transmisiones de bits y detectar qué resultados posibles tendria ese experimento. Luego
se define la variable aleatoria X: “numero de bits transmitidos errdbneamente en cinco
transmisiones”, para que los estudiantes descubran la correspondencia entre el conjunto
de resultados posibles del experimento y el conjunto de los numeros reales.
Posteriormente, se busca que los estudiantes calculen la probabilidad correspondiente a
cada valor que toma la variable y se registran los resultados en el pizarron.

Se pondra énfasis en la aparicion de todos los valores de la variable por la misma
definicién de variable aleatoria, que considera fodos los resultados posibles del
experimento aleatorio. Se destacara este hecho como el equivalente a considerar fodas
las muestras posibles con reposicion obtenidas de la poblacion dada. Luego se
calcularan las probabilidades respectivas para cada valor de la variable.

Se comprobaran estos resultados a través del GeoGebra 5.0, de dos maneras muy
diferentes.

La primera comprobacion, de naturaleza tedrica, eligiendo la opcion binomial para n=5
y p=0.4 y verificando la distribucion de probabilidades en la grafica y en la tabla
correspondiente. Esta actividad recapitularia lo realizado con los estudiantes en el
pizarrén.

Para la otra comprobacion, de tipo empirico, se seleccionaran, sin reposicion, muestras
aleatorias de distintos tamafios con el comando AleatorioBinomial[n,p], siendo n el
numero de pruebas repetidas independientes que plantea el problema, y p la
probabilidad de éxito en cada prueba. Se propondré el andlisis de la variable estadistica
“niimero de transmisiones erréneas” y se compararan la distribucion de las frecuencias
relativas obtenidas en cada muestra, con la distribucion de probabilidades de su variable
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aleatoria asociada. A continuacion se muestran los dos problemas que se propondran a
los estudiantes para trabajar en grupos.

I) Problema simulado: Se transmiten 5 bits sobre un canal de comunicacion digital y se
define la variable aleatoria X como el “numero de bits transmitidos errdbneamente en
cinco transmisiones”.

(Cuadl es el experimento aleatorio? ;Qué resultado se obtiene en cada transmision? ;Las
transmisiones son independientes? D¢ ejemplos de resultados en las cinco
transmisiones. [;Cudl es el espacio muestral? ;Cuantos elementos tiene? ;Son
mutuamente excluyentes los resultados (c, ¢, ¢, e, e¢) y (c, e, e, ¢, c)? Seap=041la
probabilidad de que una transmision sea erronea. /Cudl es la probabilidad de que una
transmision sea correcta? Defina variable de Bernoulli y variable Binomial. Use el
comando BinomialAleatorio de GeoGebra para simular dos muestras, de tamafio 20 y
50 respectivamente de las 5 transmisiones asociadas a la variable estadistica con p=0.4.
Construya su distribucion de frecuencias relativas en cada caso. Grafique.

Compare la distribucion de frecuencias relativas de la variable estadistica con la
distribucion de probabilidades de su variable aleatoria asociada X. ;Qué conclusion
extrae? Para la comparacion, se construye con los estudiantes un grafico con la
distribucion de probabilidades de la variable aleatoria X: “nimero de bits transmitidos
erroneamente en cinco transmisiones” y otro grafico donde aparecen las actividades
desarrolladas con los alumnos en la simulacion, como se muestra en el Grafico 1.
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Grifico 1: Vista aléebraiéﬂa, vista grafica y parte de la planilla de calculo de la distribucion de la variable
estadistica del problema

La resolucion del segundo problema, cuyo enunciado se muestra a continuacion,
requiere de los estudiantes ciertos conocimientos previos tales como la identificacion de
las variables binomial y de Poisson y la relacion entre ambas distribuciones de
probabilidad

II) Una empresa de la construccion reporta los siguientes accidentes laborales de 155
ingenieros entre 30 y 35 afios durante su primer afio de trabajo. Los resultados se
muestran en la Tablal:

Accidentesde | 0 1 2 3 46
trabajo mas
N° de 80 61 13 1 0
ingenieros

Tablal: Numero de accidentes laborales de ingenieros en su ler afio de trabajo.

La direccion de la empresa proyecta pagar un plan de seguros médicos a los ingenieros
jovenes, pues su trabajo los expone mas a los accidentes. La aseguradora solicité la
informacion mencionada para entregar un plan de seguros apropiado y desea saber si la
frecuencia de accidentes estd dentro de limites aceptables.

122



-

Para resolver este problema, se requiere relacionar la variable estadistica “numero de
accidentes laborales en su ler afio” con su variable aleatoria asociada, comparando su
distribucion de probabilidades con la distribucion empirica de la variable estadistica y
sus frecuencias relativas.

Por consiguiente, a partir de la variable que cuenta el nimero de accidentes laborales en
un afio, se plantean preguntas como estas: (En qué distribucion de probabilidades
podriamos pensar de acuerdo al fendomeno aleatorio que se estd analizando? ;Como
calcular su distribucion de probabilidades para verificar esta suposicion?

Se pretende que los estudiantes identifiquen la variable aleatoria de Poisson al detectar
el experimento aleatorio, en este caso es trabajar en la empresa de construccion, y su
variable estadistica, el “niumero de accidentes laborales producidos en un afio”, ya que
es una variable discreta que cuenta el “numero de casos raros” en un intervalo, en este
caso, de tiempo.

Una vez identificada la variable aleatoria asociada a esta variable estadistica, los
estudiantes se encuentran con el problema de vincular esta distribucion de frecuencias
con la distribucion de probabilidades de Poisson de parametro A, donde A es el promedio
de accidentes por afio. ;Como encontrar este valor? Los estudiantes efectuaran el
calculo correspondiente al promedio en esta serie de frecuencias. Asi obtendran una
estimacion de A= 0,5806 en un afio. Conocido A, ya pueden calcular la distribucion de
probabilidades del nimero de accidentes en un afio y efectuar comparaciones con las
respectivas frecuencias relativas, verificando la ley de los grandes nimeros y responder
luego a la problematica planteada.

Pero esta propuesta intenta ademas verificar que la distribuciéon de Poisson es una
aproximacion de la distribucion binomial. Para ello, apelando a los conocimientos
previos de los estudiantes, se les pregunta ;por qué a la distribucion de Poisson se la
conoce como la ley de los sucesos raros? Cuando en una distribucién binomial, el
numero de pruebas repetidas e independientes es muy grande y la probabilidad p de que
ocurra un determinado suceso es muy pequena, se considera un “suceso raro” y en ese
caso, A=n.p, es un valor finito. Para el problema, 0,5806 =n.p. Esta igualdad permite
vincular la distribucion de Poisson con la distribucion binomial y también obtener la
probabilidad de tener un accidente por dia, considerando el afio en 365 dias, por lo que p
=0,5806/365=0,0016.

Una vez identificados n y p, se puede encontrar la distribucion de probabilidades de esta
variable binomial: “nimero de accidentes laborales que ocurren en 365 dias”

En la Tabla2 se pueden ver las relaciones entre los datos reales con sus frecuencias
relativas, los ajustes a la probabilidad aproximada aplicando Poisson y la probabilidad
exacta con la distribucion binomial.
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X:n°de Frecuencias Prob.Aprox. | Probabilidad exacta (binomial) n=365y
accidentes relativas (Poisson) A= p=0,0016
en 1 afio 0,5806
0 80/155=0,5161 0,5595 (1—0,0016)365 =0,55930
1 61/155=0,393548 0,3249 C365)1.0,00161(1—0, 0016)** =0,326044

2 13/155 =0,08387 0,0943 Cy45,-0,0016%(1-0,0016)** = 0,0950963
3 1/155=0,00645 0,0183 Cie5-0,0016°(1-0,0016)** =0,018413

4 0/155=0 0,0027 Cy45.4-0,0016"(1-0,0016)**" =0,00267

5 0 0,0003 Cy455-0,0016°(1-0,0016)** = 0,0003094
6 0 0 Cy45,6-0,0016°(1-0,0016)** = 0,000029

Tabla2: Relaciones entre los datos reales y los ajustes a las distribuciones de Poisson y binomial.

123



ENSENANZA DE LAS CIENCIAS DE ENSENANZA DE LA
Y LA MATEMATICA (2 CIECYM) MATEMATICA (3ENEM)

-

Al haber encontrado la distribucion de Poisson que se ajusta a los datos reales, se puede
responder a la aseguradora que la frecuencia de accidentes estd dentro de los limites
aceptables, ya que se puede calcular la probabilidad de su ocurrencia y verificar su
aproximacion.
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3. Reflexiones finales

Con la premisa de proponer una ensefianza contextualizada de la estadistica, expertos en
didactica de la estadistica sugieren la presentacion de la estadistica como
complementaria de la probabilidad. En ese sentido, esta propuesta didactica plantea un
acercamiento entre el concepto de variable aleatoria y su variable estadistica asociada a
través de la ley de los grandes nimeros.

Buscando promover en los estudiantes la vinculacion entre estas variables, esta
propuesta los hace participes de la realizacion de variadas e integradas practicas con los
objetos matematicos involucrados. Entre ellas se pueden mencionar la seleccion de
muestras aleatorias con la simulacion que proporciona GeoGebra, la visualizacion de los
resultados de estas muestras a través de tablas de frecuencias y de graficos, la
comparacion de la distribucion de frecuencias relativas de la variable estadistica con la
distribucion de probabilidades de su variable aleatoria asociada y la verificacion de la
ley de los grandes nimeros. También se plantea la verificacion de resultados tedricos al
comprobar que la distribucion de Poisson es una aproximacion de la distribucion
binomial, utilizando la relacion entre una variable estadistica y su variable aleatoria
asociada.

Asi mismo, se destacaron los argumentos que distinguen una variable estadistica de una
variable aleatoria, cuando se consideraron por un lado, los resultados obtenidos en una
sola muestra y por otro lado, todos los resultados posibles de un experimento aleatorio.
Se enfatizo que, en una variable estadistica, se obtiene la distribucion de frecuencias
relativas de los resultados de una sola muestra y no necesariamente toma todos los
valores posibles como lo hace su variable aleatoria asociada.

De esta forma, la variable aleatoria surge naturalmente como una “ampliacion” de la
variable estadistica asociada. Mientras que la variable aleatoria toma todos los
resultados posibles del experimento aleatorio, obtenidos de todas las muestras posibles
de la poblacion, su variable estadistica toma solo los resultados de una muestra.
Ademas, se pudo comprobar que cuanto mas se amplie el tamafo de la muestra, la
variable estadistica tomard mas valores, cuyas frecuencias relativas tendran una mejor
aproximacion a la probabilidad respectiva.

Pensamos que el manejo de conceptos fundamentales como los de poblacion y muestra,
variable estadistica y variable aleatoria en un mismo contexto, contribuyen a su
comprension. Esta conjetura puede ser la hipdtesis de un proximo trabajo de
investigacion, ya que estos conceptos no son definiciones aisladas, sino que se
relacionan con un sentido para la resolucion de una situacion problematica donde es
necesario el aporte de la estadistica y de la probabilidad como actividades
complementarias.
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