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Resumen

El modelo de barras, que se utiliza en las escuelas primarias de Singapur, propone la
utilizacion de diagramas en forma de barras rectangulares para representar las cantidades
conocidas y desconocidas asi como las relaciones entre ellas que aparecen en los problemas
aritméticos, para hacer visible el pensamiento infantil. Sabemos, por otra parte que los nifios
con trisomia 21 presentan dificultades para progresar desde una adecuada comprension de
los principios de conteo hacia habilidades numéricas mas avanzadas y la resolucion de
problemas. Dado que los estudios apuntan hacia la necesidad de aprovechar la fortaleza
visual de estos nifios para buscar didacticas adecuada,s el modelo anterior de claras bases
geomeétricas, se perfila como una estrategia Util para ayudarles a superar sus dificultades.
Presentamos aqui, la puesta en marcha de unas sesiones de resolucion de problemas con el
método de barras con nifios con trisomia 21,en Zaragoza que pone a prueba esta hipotesis
con resultados iniciales prometedores.

El modelo de barras (bar-modelling) para la resolucion de problemas aritméticos

El modelo de barras (Kho,Yeo y Lim, 2009; Yeap, 2010) es un modelo de representacion de
problemas de naturaleza puramente aritmética —en los que los datos corresponden
exactamente a valores de las magnitudes del problema— y también de naturaleza algebraica
—con datos referidos a relaciones entre las distintas magnitudes —.

El modelo consiste en identificar cada magnitud con un rectangulo de diferente longitud y en
traducir adecuadamente las relaciones que existen entre las magnitudes en relaciones entre
las longitudes de los segmentos, a través de la manipulacion de esas barras rectangulares —
solidas o fraccionadas— y de un uso razonado de las propiedades de las operaciones
aritméticas. El uso de una operacion u otra, de una propiedad u otra, es eleccién del alumno,

siempre y cuando este justificada su aplicacion, por lo que es un modelo flexible que dota al
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alumno de una gran autonomia. Esta flexibilidad, junto con la apariciéon paulatina de las
dificultades en los problemas que se presentan a los alumnos y de las variaciones ligeras en
la representacion de cada problema es coherente con los principios didacticos de las teorias
de aprendizaje de Bruner (1961).

El modelo de barras es una excelente representacion valida del problema. Al estar presentes
de forma gréfica, sin numeros, simplemente con un dibujo, todas las magnitudes que
intervienen en el problema, todas las relaciones entre ellas mostradas por el problema, la
pregunta del problema y los datos, ayuda de forma muy eficiente al nifio en el planteamiento
de una estrategia de resolucion que respeta las fases establecidas por Polya (1945) (ver
también Mason, Burton & Stacey 2010). Al conseguirse de forma grafica también la
solucidn, la comprobacién de que su valor numérico es coherente con los datos del problema,
y que verifica los requisitos del enunciado, puede hacerse de forma rapida. Ademas, una vez
adquirida la destreza de resolver problemas de esta manera, con nimeros naturales pequefios
como datos, la estrategia puede ser aplicada sin dificultades a datos de otra naturaleza.

El modelo de barras es ademas un modelo de representacion pensado para ayudar al nifio a
avanzar desde el estadio manipulativo —se comienza utilizando policubos para los problemas
de magnitudes discretas, y regletas de Cuisenaire para problemas de magnitudes continuas—
hacia el estadio icdnico —mediante la conversion de los primeros en barras fraccionadas y de
los segundos en barras solidas— de forma directa y natural (Bruner, 1960). Ademas, la
manipulacion geométrica de las barras utilizadas para la representacion del problema, se
muestra como un modelo de resolucién también para aquellos problemas de naturaleza
algebraica, en los que cada paso en el proceso de solucion del problema puede traducirse en
el modelo algebraico en un paso en el proceso de soluciéon de una ecuacion algebraica
ayudando asi a los alumnos a realizar manipulaciones de indole algebraica con objetos o
dibujos mucho antes de poder llevarlas a cabo con variables.

Finalmente, distintas versiones del modelo de barras se pueden aplicar a una gran diversidad
de problemas aritméticos. Diversos tanto por la naturaleza de las magnitudes del mismo —
discretas o continuas; naturales, enteras, decimales o fraccionarias; porcentajes—, como por
la variedad de situaciones y relaciones entre las magnitudes del problema a las que el modelo
puede aplicarse —unién o problemas parte-todo, comparaciones tanto aditivas como

multiplicativas, problemas de cambio y problemas de antes-después-. El modelo de barras
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muestra la similitud interna entre los distintos tipos de problemas, ayudando asi al alumno a
descubrir que esa estructura comun se traduce en una misma operacion que puede estar
presente en muy variados enunciados. Todo esto atiende a las prescripciones de la teoria de
multiple embodiment de Diennes(1961) que propone la necesidad de una presentacion
multiple y variada de los conceptos y estructuras matematicas para llegar a su plena
comprension y adquisicion.

Comprension de la aritmética en personas con trisomia 21

La alteracion genética llamada trisomia 21, es la causa mas frecuente de una discapacidad
intelectual congénita considerada de leve a moderada, aunque lo que implica esta
discapacidad esta siendo recientemente sometido a revision (Zimpel, 2016).

Asi como el aprendizaje de la lectura y de la escritura por parte de estos nifios ha
experimentado un gran avance en los ultimos afios gracias a investigaciones psicologicas y
biomédicas (Florez, Garvia y Fernandez-Olaria, 2015; Troncoso y del Cerro, 2005), no puede
decirse lo mismo de las matemaéticas, siendo las investigaciones en este campo mas bien
escasas, incluidas en estudios mas amplios sobre desarrollo general y no procedentes del
campo de la propia disciplina matematica (Faraguer, 2014)

El interés se ha centrado en la evaluacion de logros aritméticos, considerados como datos
objetivos extraidos con un método pedagdgico experimental que utiliza de forma
reduccionista el concepto de edad mental. Se ha constatado que las personas con trisomia 21
tienen una dificultad para progresar desde niveles adecuados de conteo y de comprensién de
la cardinalidad (Porter, 1998; Bird and Buckley, 2001; Abdelhameed, H. 2007) a otras
habilidades aritméticas mas avanzadas como la comprension de la notacion posicional o los
algoritmos de la sumay la resta. (Buckley, 2007; Bruno, Noda, Gonzéalez, Moreno y Sanabria
2011; Bruno y Noda 2012).

Existen algunas caracteristicas cognitivas comunes a gran parte de las personas con trisomia
21, que pueden explicar en parte estas dificultades observadas con la aritmética. En primer
lugar una escasa memoria a corto plazo (Chapman y Hesketh, 2001) y un reducido campo
de atencion (Zimpel, 2016) que dificulta el aprendizaje de las secuencias numéricas, de los
hechos aditivos o de las secuencias para resolver problemas. En segundo lugar un retraso en
el lenguaje oral y en el receptivo, en ocasiones asociado a dificultades auditivas, que

complica el aprendizaje del lenguaje matematico, la comprension de enunciados complejos
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como por ejemplo los problemas aritméticos y de mensajes imprecisos. En tercer lugar un
retraso en el desarrollo motor grueso y fino (Buckley y Sacks, 2003), que obstaculiza el uso
agil de material manipulativo y la escritura de las cifras. En ultimo lugar, una alta sensibilidad
a la motivacion (Wishart, 2001), que provoca que estos nifios presenten comportamientos
elusivos ante el aprendizaje, si por ejemplo, las matematicas que aprenden no tiene un sentido
para ellos.

Sin embargo estas caracteristicas cognitivas sugieren también algunas pistas para una
didactica de las matematicas eficaz, sobre la que existe un relativamente escaso nimero de
investigaciones sistematicas. Bird y Buckley (2001) dirigieron una serie de monografias
donde identificaron algunos principios basicos generalmente aceptados desde el punto de
vista de la metodologia didactica. Existen también varias investigaciones referidas al uso de
materiales concretos y de las nuevas tecnologias (Ortega, 2004; Nye, Fluck y Buckley, 2005;
Rieckmann, 2016). Estos trabajos, centrados en los aspectos utilitarios de la materia —lo que
supone una preferencia por técnicas y ejercicios de reconocimiento de cifras y de
automatizacion de procedimientos— han evolucionado desde un pesimismo inicial hacia un
optimismo de ambicion muy moderada en cuanto a lo que las personas con trisomia 21
pueden conseguir en este terreno aritmético. Sorprendentemente hay un abandono de la
geometria en las propuestas didacticas, a pesar del énfasis puesto en su potencia visual y la
recomendacion recurrente en todos estos estudios acerca de la utilizacion de métodos visuales
para el desarrollo del concepto de nimero.

Es por ello, que recientes trabajos (Gil Clemente, 2016), han adoptado un enfoque didactico
que integra la aritmética y la geometria elementales (Israel y Millan Gasca, 2012) para ayudar
a los nifios pequefios a comprender méas a fondo el nimero y que amplia sus posibilidades
futuras de trabajo a algo mas que la mera aplicacion de procedimientos y que puede incluso
contribuir a desarrollar su pensamiento abstracto. Este enfoque, renuncia a concentrar la
ensefianza de las matematicas en el desarrollo de habilidades de célculo, que por otra parte
no son bésicas para construir las matematicas posteriores (Monari, 2002).

En este contexto y partiendo de que para resolver problemas de tipo aritmético no es
imprescindible conocer los algoritmos de célculo, mas aun en un mundo donde las

tecnologias estan al alcance de todas las personas, hemos tratado de investigar si el modelo
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de barras anterior se presenta como una estrategia eficaz para que los nifios con trisomia 21
avancen en la comprension y resolucion de estos problemas.

Base geométrica del modelo de barras y adecuacion a las personas con trisomia 21.

El modelo de barras anteriormente descrito, sirve para que los nifios visualicen las
operaciones que tienen que realizar para resolver un problema, y no esta centrado en el
aprendizaje de algoritmos, por lo que, en un principio, parecié que podia ayudar a los nifios
con trisomia 21.

La asociacion de numeros y relaciones numéricas con longitudes de segmentos y relaciones
entre ellos que el modelo propone, es un ejemplo concreto de la integracidn entre aritmética
y geometria que Milldn Gasca (2015) sugiere para la iniciacion matematica infantil.
Integracion que se basa en la vision de Thom (1971) de la intuicion del continuo —de
distancias— como primera forma del pensamiento consciente y que permite que el nifio
entienda las relaciones de igualdad, mayor o menor y la adicién con mayor claridad si nos
apoyamos en dicha intuicion.

Se ha estudiado que los nifios con trisomia 21 también tienen una intuicion ingenua de estas
ideas de igualdad, de comparacién, de repeticion (Gil Clemente, 2016), sobre las que se
puede desarrollar un primer aprendizaje de la geometria y a partir de ella, del calculo
aritmético. La fortaleza visual de estos nifios hace que la intuicién geométrica sea en ellos
mas intensa que la intuicién de nimero. Todo esto es coherente con el papel fundamental que
Edouard Séguin (1812-1880), considerado uno de los padres de la educacion especial,
atribuyd a la geometria en la educacion de los nifios con retraso mental. Séguin (1866) baso
muchas de sus propuestas didacticas en la comparacion geométrica como forma de
desarrollar el pensamiento abstracto de estos nifios.

Muchos de los métodos o materiales llamados manipulativos que se utilizan para la
comprension del concepto de nimero— regletas Cuisenaire, perlas de Montessori, bloques de
Diennes—, algunos de los cuales se utilizan en el origen del modelo de barras, basan su
eficacia, no en que sean “visuales” o “concretos”, sino en que hablan por si solos a los nifios,
al explotar esta intuicién del continuo geométrica ingenua que tienen los nifios (Millan Gasca,
2015), que de forma natural acuestan unas figuras al lado de otras para calcular su adicién, a

través de la repeticion.
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Por todo ello, consideramos que el modelo de barras puede ser una estrategia eficaz para los
nifios con trisomia 21 y hemos puesto en marcha una experiencia didactica a través de un
estudio de caso, que describimos a continuacion.

Iniciacion al uso del modelo de barras en los nifios con trisomia 21: estudio de caso

Los participantes en la experiencia han sido dos nifios con trisomia 21, que asisten de forma
asidua a un Taller de Matematicas dirigido por una de las firmantes de esta comunicacion,
en el que se trabajan contenidos integrados de aritmética y geometria elementales de forma
activa. Luis, de 10 afios de edad, tiene relativamente bien establecido el conteo de los
numeros del 1 al 100, conoce el anterior y el siguiente de un namero con fluidez, aunque no
domina estrategias como el contar desde. Carmen, de 9 afios de edad, cuenta relativamente
bien desde el 1 hasta el 20, pero no conoce otras estrategias de conteo. Ambos dibujan las
grafias de las cifras del 0 al 9, pero ninguno de los dos ha memorizado los hechos aditivos y
por ello recurren al conteo para realizar operaciones que involucren la operacién suma.

El objetivo inicial planteado para la experiencia fue utilizar la resolucion de problemas de
texto para introducir conceptos aritméticos, como la comparacion, la adicion y la sustraccion.
Se ha utilizado una metodologia ladica, a través de actividades que tengan un sentido para
ellos, ya que sin sentido o motivacién se crea desapego por la actividad y los nifios no
aprenden.

El tiempo planeado para las sesiones se adapto a la respuesta de los nifios, variando entre 20
0 30 minutos las mas breves hasta algunas de 50 o 55 minutos. En el momento de escribir la
comunicacion se han desarrollado las cuatro primeras sesiones de un total de diez previstas.
Todas las sesiones se estan grabando para permitir un analisis posterior mas detallado.

En la primera de las sesiones se plantearon a los nifios verbalmente, varios problemas
aritméticos del tipo parte-todo con ambas partes conocidas. Los nifios los resolvieron
utilizando una estrategia manipulativa de primera fase, es decir con los objetos concretos de
los que hablaba el problema—caramelos, coches, personajes de serie de television— Al final
de la sesién se introdujeron algunos problemas donde se hablaba de objetos no presentes—
nifios de su clase, arboles—y los nifios tenian que sustituir estos objetos por policubos para
resolverlos, usando asi una estrategia manipulativa de segundo nivel.

En la segunda sesidn les presentamos un cuaderno con problemas del tipo anterior —

“enigmas” para ellos en un juego de detectives— que combinaban texto y dibujo. Todos los
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problemas se resolvieron con policubos y se empezaron a rellenar fichas escritas de los
problemas hechos, donde se le hablaba a los nifios de sumar y aparecia ya el simbolo “+”.
Los problemas tenian una dificultad progresiva: comenzamos dandoles datos gréaficos
exactos (anexos 1 y 2), sustituimos estos por iconicos (anexo 3) y finalmente, estos por
numéricos (anexo 4).

En la tercera sesion se introdujo el fundamento del modelo de barras, pasando a resolver los
problemas de forma grafica, siendo los nifios los que decidian como dibujar los datos (anexo
5). Al final de la sesidn, se introdujeron los problemas de parte-todo, con una parte
desconocida con manipulacion de primer nivel para pasar pronto a la manipulaciéon de
segundo nivel con policubos (anexo 6).

En la cuarta sesion se introdujeron los problemas de comparacion de magnitudes (anexo 7).
Estos, junto a los problemas parte-todo, seran el fundamento del aprendizaje de la sumay de
la resta en las sesiones siguientes.

Primeras conclusiones

Luis y Carmen han comprendido bien las situaciones en que se debe afiadir —juntar—, en las
que se debe separar —romper— Y en las que se debe comparar —saber donde hay mas—

Han interiorizado ciertas estrategias de resolucion de los problemas anteriores. Saben que
para juntar hay que contar los objetos que se unen. Son capaces de representar
autbnomamente la union, con objetos, con material manipulable, y con barras dibujadas. Para
resolver los problemas con parte desconocida, la idea de romper el total formado por los
policubos les ayuda a resolver el problema. Para comparar, yuxtaponen las barras fisicas
formadas por los policubos o establecen una correspondencia uno-a-uno entre los bloques
que forman las barras dibujadas.

Estas primeras experiencias, hacen pensar que el modelo de barras, puede ser un método
prometedor para ayudar a los nifios con trisomia 21 a establecer una estrategia para resolver
problemas aritméticos sencillos. Sin embargo, dado que para calcular la solucién, los nifios
necesitan contar, tendremos que trabajar en sesiones siguientes habilidades relativas a esta

capacidad —nUmero siguiente y contar desde—, que nos permitan seguir avanzando.
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AnNexos

Anexo 1. Problemas de parte-todo, todo desconocido. Datos gréaficos exactos

¢, CUANTOS PINGUINOS

HAY EN TOTAL?

4 PINGUINOS 2 PINGUINOS

4 PINGUINOS®2 PINGUINOS = | \ ‘ PINGUINOS

¢ DONDE HAY MAS PINGUINOS?

Anexo 2. Problemas de parte-todo, todo desconocido. Datos gréaficos exactos

¢ CUANTOS PECES

HAY EN TOTAL?

7- PECES

AL peces® V) PeCES=" | / f/F>;E>
S T i e : Sl

¢ DONDE HAY MAS PECES?
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Anexo 3. Problemas de parte-todo, todo desconocido. Datos gréficos iconicos

; CUANTAS PERSONAS
COMEN SOPA EN TOTAL?

3 PERSONAS * /| PERSONAS

P gy

LTJJPERSQNAii}j:HFRSONA§=¢{;/ 1#&&3§§A§\

¢ DONDE HAY MAS PERSONAS?

Anexo 4. Problemas de parte-todo, todo desconocido. Datos numéricos. Resolucidn con
policubos.

¢ CUANTAS PERSONAS
HAY EN TOTAL?

(5 PERSONAS

@ERSONAS

_'| PERSONAS + ) _ PERSONAS =

| PERSONAS

¢ DONDE HAY MAS PERSONAS?
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Anexo 5. Problemas de parte-todo-todo desconocido. Iniciacion al modelo de barras

.,CUANTOS LAPICEROS
HAY EN TOTAL?

CQAPICEROS <e LAPICEROS

-
( LAPICEROS + || LAPICEROS= ' “] | LAPICEROS

¢ DONDE HAY MAS LAPICEROS?

w/
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Anexo 6: Problemas de parte-todo, con una parte desconocida

HAY 6 GATOS EN TOTAL

3 GATOS ,
> 7 GATOS

3 GATOS + GATOS =6 GATOS

¢ DONDE HAY MAS GATOS?
¢,CUANTOS MAS?

Anexo 7 Problemas de comparacion

,CUANTOS LIBROS
HAY EN TOTAL?

L ;
] ‘ ’ =
5LIBROS | /\) N g~ | 5LIBROS
Vet /AU |

—

_ LIBROS + _/_LIBROS = | LIBROS

¢ DONDE HAY MAS LIBROS?
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