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Resumo

Este artigo apresenta um estudo realizado com 20 estudantes do 2° ano do Ensino Médio
que teve por objetivo identificar e categorizar os niveis de raciocinio utilizados ao
resolverem problemas, antes e depois de terem estudado, em ambiente escolar, o contetdo
de Anélise Combinatéria. Para tal foi aplicado um instrumento diagndstico contendo 14
questdes envolvendo os quatro tipos de operacGes combinatorias (produto cartesiano,
permutacdo, arranjo e combinacdo), sendo controladas trés variaveis: tipo de problema,
ordem de grandeza e repeticdo. Para subsidiar a pesquisa recorremos aos estudos de Piaget
(1951), além dos estudos realizados por Pessoa e Borba (2010,2012), Moro, Soares e Filho
(2010) sobre o raciocinio combinatério todos com o objeto matemético andlise
combinatdria. Metodologicamente trata-se de uma pesquisa qualitativa,com uma analise dos
dados que tera como referéncia os niveis propostos por Moro, Soares e Filho(2010). Tal
analise permitiu a adaptagdo desses niveis de raciocinio combinatdrio. Os resultados
apontam que os estudantes apresentam uma infima melhora no desempenho dos problemas
de um momento para o outro. Em relacdo ao nivel sobre a presenca de solugdes
combinatédrias, hd um aumento nos niveis, por tipo de problema, na seguinte ordem: produto
cartesiano, permutacao, arranjo e combinacéo.

Introducéo

Em relacdo a Analise Combinatédria, nos Parametros Curriculares Nacionais - PCN é proposto
que busque o desenvolvimento do raciocinio combinatdrio no decorrer da Educacdo Basica
e para que isso ocorra deve-se “[...] levar o aluno a lidar com situagdes que envolvam
diferentes tipos de agrupamentos que possibilitem o desenvolvimento do raciocinio
combinatdrio e a compreensdo do principio multiplicativo” (BRASIL,1998, p.52). Apesar de

ser recomendado pelos PCN que seja trabalhado esse conteddo no decorrer do Ensino
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Fundamental, de acordo com Pessoa e Borba (2009), a maioria dos problemas envolvendo o
raciocinio combinatorio (arranjo, permutacdo, combinagéo) sé sao vistos no 2° ano do Ensino
Médio, sendo somente trabalhado durante o Ensino Fundamental os problemas de produto
cartesiano.

Pesquisas relativas a Analise Combinatoria (SANTANA e OLIVEIRA (2015); PESSOA e
BORBA (2009, 2010, 2012), MORO, SOARES E FILHO(2010)) apresentam e discutem
sobre niveis de raciocinio combinatdrio nos diversos anos escolares e diferentes modalidades
de ensino. Evidenciando as dificuldades dos estudantes quando abordados os problemas de
permutacédo, combinacéo e arranjo.

Diante das pesquisas supracitadas, evidenciamos a de Moro, Soares e Filho (2010) em que
nos niveis apresentados e discutidos pelos autores séo referenciados no nosso trabalho numa
adaptacdo para os estudantes do 2° ano do Ensino Médio com o objetivo de identificar e
categorizar os niveis de raciocinio utilizados ao resolverem problemas, antes e depois de
terem estudado, em ambiente escolar, o contetdo de Analise Combinatéria. Para nos aportar
teoricamente, temos os estudos de Piaget sobre a ideia do acaso (1951) e algumas pesquisas
sobre o raciocinio combinatorio.

Quadro teorico

Estudo sobre a ideia do acaso

Para identificar e categorizar os niveis de raciocinio dos estudantes, vamos nos guiar pelas
descricOes apresentadas por Piaget e Inhelder na obra “A génese da ideia de acaso na crianga”
(1951), de acordo com os estagios apresentados na Epistemologia Genética. A obra foi
dividida em trés partes (parte | e Il — no¢Ges de acaso e probabilidade e parte 111- operagdes
combinatdrias), vamos nos ater a terceira, pois para a construcao da compreensao do acaso é
necessaria associacao e apropriacdo das operacGes combinatdrias.

Ressaltamos que o0s participantes do nosso estudo, segundo o que € proposto por Piaget, estdo
no terceiro estagio, em que o nivel de sistematizacdo e formalizacdo sdo mais
sofisticados.Vamos apresentar inicialmente o que os autores abordam sobre a operagéo
combinacdo, em que evidencia para o experimento realizado, as observagOes referentes a
cada estagio. Dessa maneira, para 0 primeiro estagio os sujeitos apresentam os resultados
possiveis através de tentativas, sem sistematizacdo. Para o segundo estagio, progridem para

um método mais correto, saindo de uma ideia aditiva para a associacdo multiplicativa
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(PIAGET; INHELDER, 1951). Ja no terceiro estagio, foi realizado de maneira mais
completa, percebendo as caracteristicas, com foco na regularidade determinando a
generalizacdo.

Quando citaram sobre as permutacdes, Piaget e Inhelder (1951) evidenciaram que,
comparando com a combinacado, a permutacao apresenta um atraso sobre a compreensao do
sistema, pois essa operacdo passa a ser mais dificil do que a combinacdo por se tratar de
alteracdo na ordem e néo apensas uma combinacdo entre elementos. Assim, para 0 primeiro
estagio, ha a falta de compreensdo sobre o que seria irreversibilidade, influenciando na
construcdo de um sistema em que fosse apresentada todas as possibilidades. No segundo
estagio, alguns sujeitos apresentaram entre impressdes de regularidades sem notar a
tendéncia de um sistema até a deducdo. Para o terceiro estagio, ocorre a descoberta do
sistema, em que ocorreram generalizacao de sistemas parciais.

No gue concerne aos arranjos, 0S sujeitos pertencentes ao primeiro estagio realizaram por
tentativa, sem perceber a existéncia de um sistema. No segundo estagio, ocorre um progresso
gradual, no que se refere a regularidade e sistematiza¢do; como aconteceu nas permutacgoes
e combinac0es; apresenta algo empirico para determinar os arranjos. Ja no terceiro estagio,
ocorre a descoberta e compreensdo da lei de forma a elencar todos os arranjos possiveis.
Desse modo, nessa se¢do apresentamos a descri¢do referente a cada opera¢do combinatoria,
a partir dos estagios propostos por Piaget na Teoria da Epistemologia Genética. Para que
possamos acrescentar subsidios para a analise, a fim de identificarmos e categorizarmos 0s
niveis de raciocinio dos estudantes vamos apresentar a secao seguinte em que apresentamos
sobre a ideia de alguns autores sobre o raciocinio combinatorio.

Raciocinio combinatério

Na Analise Combinatdria, para a resolucéo de problemas é necessario analisar as variaveis
contidas no problema e buscar uma solucdo diante das possibilidades, entre elas: formulas,
listagem, agrupamentos; sem ter que contar os elementos um a um, para isso utiliza-se do
principio multiplicativo. Essa analise diante de situacdes envolvendo problemas
combinatdrios acontece a partir do desenvolvimento do raciocinio combinatério. Para Pessoa
e Borba (2012) o raciocinio combinatorio é “[...] como um tipo de pensamento que envolve
contagem, mas que vai além da enumeracao de elementos de um conjunto” (PESSOA;

BORBA, 2012, p.4).
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Ratificando essa ideia, Santana e Oliveira (2014) ao referir-se a raciocinio combinatério
afirmam em seu estudo que estdo “[...] circunscrevendo ao encadeamento de pensamentos
que nos possibilitam analisar estruturas e relagdes discretas relacionadas a conjuntos finitos.”
(SANTANA; OLIVEIRA, 2015, p.193). Esses encadeamentos de pensamentos serao
analisados na nossa pesquisa, a partir das estratégias de resolucao utilizadas pelos estudantes.
Metodologia

O estudo trata-se de uma pesquisa qualitativa. Essa aplica¢do foi realizada numa escola
publica do extremo sul da Bahia, escolhida por conviniéncia (aceitacdo da escola, do
professor e da turma em receber a pesquisadora). Os sujeitos da pesquisa foram 20 estudantes
de uma turma do 2° ano do Ensino Médio que participaram de todas as fases da pesquisa
dentre a qual responderam 14 questbes envolvendo o0s quatro tipos de operagdes
combinatdrias (produto cartesiano, permutacéo, arranjo e combinacao), essas situacfes foram
elaboradas de forma que tivéssemos condicGes de controlar as trés variaveis: tipo de
problema, ordem de grandeza e repeticdo. Assim, as situaces foram organizadas sendo duas
de produto cartesiano e quatro de cada um dos tipos combinatérios restantes.

A participacdo dos estudantes consistiu em trés etapas: a primeira, a aplicacao do teste prévio,
que foi realizado em dois encontros sendo que, das 14 questdes, sete foram respondidas no
primeiro encontro, e as questdes restantes, foram respondidas apds uma semana; as questdes
foram resolvidos em dois momentos de modo que néo ficasse exaustivo para os estudantes.
Os mesmos desconheciam quais seriam os dias da aplicacdo dos testes. Entre a etapa 1 e a
etapa 2 passaram-se quatro semanas. J& na segunda etapa, a relacionada as aulas que foram
ministradas pelo professor da disciplina, aconteceram em quatro encontros. Essa etapa
aconteceu de modo que pudemos acompanhar se os contetdos presentes no texto fossem
ensinados pelo professor. E na terceira etapa, o teste posterior foi realizado em dois

encontros, assim como foi na etapa 1.
Em relacéo ao instrumento®® utilizado no estudo, temos que as questdes presentes no mesmo tanto na primeira
guanto na terceira etapa sdo de igual teor (nimero de questfes, mesmo tipos combinatérios com as mesmas

variaveis adotadas), alterando apenas os elementos dos problemas; os estudantes s tiveram acesso ao teste,

13 As questBes contidas no instrumento segue no anexo . Cabe salientar que foi necesséria a
retirada de duas questdes, logo o questionario apresenta a sequéncia faltando as questdes 6
e9.
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lapis, borracha e caneta, ressaltamos ainda que nem a pesquisadora, nem o professor tirou dividas referentes
ao teste. Como critério de escolha das questdes de cada teste, para que a distribuicdo das questdes fosse a mais
equilibrada possivel, temos, pelo menos, uma questdo de cada tipo (produto cartesiano, permutacdo, arranjo e
combinacdo), com e sem repeticdo e com ordem de grandeza, pequena, com intervalos de 7 a 24 e grande, com
intervalos de 36 a 210.

Principais resultados

Moro, Soares e Filho (2010) propuseram niveis e subniveis para classificar o patamar do
raciocinio combinatorio presentes nas resolucdes de problemas de produto cartesiano. No
nosso estudo, dado o tamanho da amostra ser bem menor, optamos por classificar apenas por

niveis, no entanto fizemos alguns acréscimos nas descri¢des, para ajustar ao nosso estudo.

Para além dos quatro niveis que veremos mais adiante Moro, Soares e Filho (2010)** consideraram também os
seguintes casos: (a) solugdes em branco e (b) s6 resposta. Segue a descricdo dos niveis de raciocinio acrescidos
da nossa interpretagdo a partir da analise dos dados coletados. Com isso, estamos afirmando que os niveis

apresentados a seguir sdo todos baseados na classificacdo propostas pelos autores supracitados.

Nivel I — Auséncia de solucédo combinatdria

Ao utilizar o principio multiplicativo e a arvore de possibilidades como estratégias, usa-as de
maneira equivocada sem qualquer significado, nem indicacdo de sistematizacdo ou
generalizacdo. Para exemplificar este nivel apresentamos a figura 1.

Figura 1 — Protocolo do estudante AO05 na questdo 4 do teste prévio

Q4) Em um tipa de corrida esta

articipando 7 atletas. De quantas maneiras

estes atletas podem ocupar o primairo, segundo e tercewro lugar?

Fonte — protocolo de pesquisa

Nivel Il — Primeiros indicios de relac6es para solugdes combinatérias

Além das caracteristicas apresentadas por Moro, Soares e Filho (2010), e tendo por base os
protocolos da nossa pesquisa, acrescentamos caracteristicas que achamos pertinentes para
este nivel. So elas: (a) solu¢bes em que sdo utilizados 0s numeros que aparecem no

enunciado (por si s@), mas ndo consideram as propriedades pertinentes do problema

14 \er Moro, Soares e Filho(2010) para melhor compreensdo dos niveis de raciocinio
combinatorio.
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combinatdrio abordado na questao; (b) listagem de maneira aleatoria (ou ndo), ndo elencando
todas as possibilidades ou ainda a escolha de um Unico caso de relagdo entre as variaveis. (c)
listagens incompletas ou aparentemente completas e aleatdrias, pois nesse Ultimo caso o
aluno acaba repetindo algumas combina¢des mesmo chegando a solugéo correta. (d) uso de
barras posicionais, se equivocando na quantidade das mesmas.

Figura 2 — Al3, teste prévio, questdo 16

Q16) Quantas palavras distintas de duas lelzas podem ser formadas 2 partin das letras da

palavra MITO, podendo repetir

7 calevio

Fonte — protocolo de pesquisa
Nivel 111 — Indicios de solu¢des combinatorias

Além dos sujeitos da pesquisa apresentar as caracteristicas citadas anteriormente nas suas
solucdes, tiveram ainda as que ndo compreenderam as caracteristicas pertinentes aos tipos de
problemas combinatérios, ndo considerando, por exemplo, a varidvel repeticdo. Utiliza mais
de uma forma de resolver, por acaso, tem a correta, mas nao se sente seguro, ndo sabe qual
resultado € o correto. Elenca sem uma sistematizacdo, determina todas as possibilidades,
chega ao resultado, mas repete combinagdes.

Apresentaram também listagem parcial e sistematica; indicio de sistematiza¢do. Em relacéo
a ordem de grandeza pequena, faz a listagem total e aleatdria. Para exemplificar tal nivel
apresentaremos na figura 3:

Figura 3 — A02, teste prévio, Questdo 02

Q2) Somando dois numeros do conjunto G = {3,5,11, 23], repetidcs ou néo,
quantos resultados diferentes s&o possiveis se obter?

A e N
/ A4S .\
323 = 24 |
5433 ° 46 |
Aoy Qb ’

Fonte — protocolos da pesquisa
Nivel 1V — Presenca de solucdes combinatdrias

No nosso estudo, também foram evidenciadas solu¢Ges em que houve a representacdo de
todos 0s casos possiveis, aléem do uso da formula, mesmo apresentando o resultado errado.
Como segue na figura 4:
Figura 4 — Al9, teste posterior, questdo 16
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Q16) Quantas palavras distintas de duas letras podem ser formadas a partir das letras da
palavra MITO, podendo repetir as letras?

/:kulu’ V 7 \\

(‘ “ z . R‘;\ 1!

r ~O = 21 = )& S Ve

Fonte — Protocolos da pesquisa

Compreendida as alteragdes nos respectivos niveis, analisaremos a tabela 1, em que
apresentamos as frequéncias e percentuais das solugdes dos alunos para cada tipo de
problema combinatdrio e as respectivas variaveis adotadas, repeticdo e ordem de grandeza,
conforme os niveis apresentados.

Tabela 1 — Frequéncias e percentuais de solucdes a cada tipo de problema, por niveis de
raciocinio combinatorio(f, %)

Tipo combinatorio/ variaveis do estudo

'ges Produto Arranjo Permutacao Combinacéao
Pr% Cartesiano . ¢ ¢

PPp PPg ASp ASg ARp  ARg PSp PSg PRp PRg CSp CSg CRp CRg

Q1) (Q15) (Q14) (Q16) (Q4) (Q13) (Q9) Q1) (Q12) (Q3) (Q7) (Q8) (Q2) (Q10)
c
©
-EE (0;0) (4,200  (L15) (210) (6;30) (7:35)  (3:15) (1,5) (2;10)  (3;15) (0;,0) (6;30) (5;25) (1;5)
L
Sf @y @y s (00 (1 wH @) @15 @0 @5 ©) ©) ©0) 00
) g
I (3:15) (2;10) (9;45) (5:25) (9:45) (5;25) (4;20) (12;60)  (10;50) (7;35) (18;90) (12;60) (2;10) (6;30)
M (1;5) (0;0)  (8;40) (10;50) (2;10) (4;20) (10;50)  (4;20)  (3;15) (7;35) (2;10) (2;10) (9:45) (13:65)
1V o0 ws @ 0 @) @ @ e G 00 00 ©) @20 ©0)
\', (15;75)  (12;60)  (0;0) (315  (0;0)  (L:5) (0;0) (0;0) (0;0) (0;0) (0,00 (000 (6;0) (0;0)
Tes
Te
Pos
&
‘;’E (0;0) G0 (L5 (L5 (2100 (1050  (2;10) (1:5) (3 @5 (G0 (00 (315 (0,0
L
§§ (1;5) (%) @5 (315 (2100 (210)  (L9) (3;115) (2100 (210) (0;0) (420) (0;0) (2;10)
) d
1| (2,200 (@5 (420) (2;10) (1155 (1;5) (4200  (7;35)  (5;25) (6;30) (14;70) (11;55) (4;20) (6;30)
S 10 (0:0) (0;0)  (9:45) (840) (3:15) (L5)  (6;30) (525  (6:30)  (8;40) (3:15) (2;10) (6:30) (6:30)
‘;,' (0;0) (0,00 (420) (3:15) (0;0) (5:25) (3:15)  (210)  (525) (210) (2:10) (3:15) (4:20) (6:30)
\'/ (17;85) (18;90) (1;5) (3;15) (2;10) (1;5)  (4;20)  (2;10) ;5 @5 @5 (0;0) (3:15) (0;0)

LEGENDA?®

15V/ide anexo.
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Discussao

A partir do que foi descrito nos niveis e analise da tabela 1 observamos que de um momento
para o outro (teste prévio para o posterior), que 0s casos em branco, diminuiram, em
contrapartida aumentaram os casos de sO resposta e distribuicdo entre os niveis. Percebemos,
como era esperado, um desempenho maior nos problemas de produto cartesiano, tanto no
teste prévio quanto no posterior, segundo Pessoa e Borba (2009) esse € um conteddo visto de
maneira mais formal no ensino fundamental do que os demais (arranjo, permutacdo e
combinacéo).

De maneira geral, 0 avancgo de um teste para outro foi infimo. Para o primeiro nivel, tivemos
que um maior desempenho, nos casos de arranjo, permutacdo e combinacgdo. E que a variavel
repeticdo mesmo para os casos em que a ordem de grandeza é pequena, teve aumento de um
teste para 0 outro; nos tipos de problemas envolvendo arranjo e combinacao. A presenca da
varidvel repeticdo pode ter contribuido para esse desempenho, ja que possui um grau de
dificuldade, por ter que considerar essa variavel, além das propriedades relativas a operacdo
de arranjo e de combinagéo.

Para o nivel Il, temos para 0s casos que envolviam as questdes de combina¢Ges uma queda
com mais de 50 % de um teste para o outro. Quando falamos em combinagdes, temos uma
predominancia nos dois primeiros niveis, evidenciando uma dificuldade ao resolver
problemas desse tipo combinatério.

No nivel 1l e IV, por mais que a melhoria no desempenho de um momento para o0 outro tenha
sido pequena, podemos perceber com a andlise dos protocolos também, sobre a listagem de
possibilidades como um passo para o desenvolvimento desse raciocinio combinatério. Esses
dados nos leva a refletir sobre como deveria ser desenvolvido esse raciocinio a partir da
compreensdo inicial desses estudantes, buscando contribui¢fes para o ensino desse contetdo.
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Anexo
[1] Problemas contidos no instrumento
PROBLEMA COMBINATORIO CLASSIFICAQAO

Q1) Claudia tem 3 blusas e 4 calcas. De quantas
maneiras diferentes ela pode se arrumar usando
uma calca e uma blusa?

Q2) Somando dois nameros do conjunto ¢ =
{3,5,11,23}, repetidos ou ndo, quantos resultados
diferentes sdo possiveis se obter?

Q3) Saussas € 0 nome de uma aldeia francesa.
Quantos sdo o0s anagramas da palavra Permutagdo com repeticédo
SAUSSAS? (Anagrama de uma palavra é uma grande

nova “arrumaciio” das letras dessa palavra)
Q4) A diretoria de um clube é composta por 7
membros que podem ocupar o cargo de
presidente, vice-presidente ou secretario. De
quantas maneiras podemos formar, com esses | Arranjo sem repeticdo grande
membros, chapas que contenham presidente,
vice-presidente e secretario?

Produto cartesiano, parte-parte,
pequeno

Combinacao com repeticédo
pequeno
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Q5) Quantos nudmeros de 4 algarismos
diferentes podem ser escritos com os algarismos
2,5,6¢€8?

Permutacgdo sem repeticdo
pequeno

Q7) Quantas duplas diferentes podemos formar
com um grupo de 6 tenistas?

Combinacao sem repeticdo
pequeno

Q8) Quantas comissdes diferentes, de 3
pessoas, podem ser formadas a partir de um
grupo com 10 pessoas?

Combinacdo sem repeticao
grande

Q10) Um menino encontra-se em uma
sorveteria que oferece 8 opcOes de sabores
(chocolate, coco, tapioca, morango, caja,
maracuja, goiaba e manga). De quantas
maneiras diferentes ele pode escolher um
sorvete com trés bolas, sabendo que ele pode
repetir sabores e que a ordem ndo importa?

Combinagdo com repeticédo
grande

Q11) Foram selecionadas para uma entrevista 5
pessoas (André, Mateus, Joana, Carla e Bruna)
que chegaram ao mesmo tempo a entrevista. De
quantas maneiras diferentes eles podem formar
filas enquanto aguardam a sua vez?

Permutacao sem repeticdo
grande

Q12) Quantas sequéncias diferentes, de 4
simbolos, podemos formar com os simbolos

abaixo
AA OO

Combinacdo sem repeticao
pequeno

Q13)Suponhamosque x,y €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Quantos pares ordenados, (x,y) distintos,
podemos formar utilizando todos os valores
possiveis para xey ?

Arranjo com repeticdo grande

Q14) Quantas palavras de 3 letras, distintas —
com ou sem significado —, podem ser formadas
com as letras da palavra AMOR?

Arranjo sem repeticao pequeno

Q15) Numa lanchonete ha 12 tipos de sanduiche
e 5 tipos de refrigerante. Quantas opcbes de
lanche podem ser formadas com 1 sanduiche e
1 refrigerante?

Produto cartesiano, parte-
parte, grande

Q16) Quantas palavras distintas de duas letras
podem ser formadas a partir da palavra PANO
podendo repetir as letras?

Arranjo com repeticdo pequeno

[3] Legenda da tabela 1 - PPp = Parte parte pequena; PPg=Parte parte grande; ASp= Arranjo sem
repeticdo pequena; ASg =Arranjo sem repeticdo grande; ARp =Arranjo ¢/ repeticdo pequena; ARg =
Arranjo repeticdo grande; PSp =Permutacdo sem repeticdo pequena; Psg = Permutacdo sem repeticéo

grande; PRp =Permutacdo com repeticdo pequena; PRg =Permutacdo com repeti¢do grande; Crp=
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Combinacdo com repeticdo pequena; Crg= Combinacdo com repeticdo grande; Csp= Combinacéo

sem repeticdo pequena; Crg= Combinagdo com repeticdo grande.
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