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Resumo

Alguns conceitos matematicos mais complexos podem ser trabalhados desde cedo na
escola, a partir de situagdes mais simples e por uso de recursos adequados,
proporcionando oportunidades para as crian¢as construirem ideias iniciais, as quais
servirdo de base para desenvolvimentos conceituais posteriores. A partir desses
desenvolvimentos, raciocinios matematicos diversos poderdo ser ampliados. Ressalta-se,
nesse trabalho de desenvolvimento de conceitos, o importante papel das representacGes
simbolicas (Nunes, 1997; Vergnaud, 1987; Duval, 2012) e, para exemplificar, apresentarei
resultados de pesquisas quanto a conhecimentos iniciais, por parte de criancas novas, de
nameros inteiros, de situacdes probabilisticas e combinatérias, a partir do uso de registros
de representacdo por elas construidos ou aprendidos. Também discutirei implicacbes
educacionais — tais como a necessidade de maior articulacdo do trabalho entre os
professores de distintos niveis de ensino e a necessidade de formacdo adequada dos
professores (Ball, 1993), considerando-se o desenvolvimento de conceitos ao longo da
escolarizacéo basica.

Introducéo
O objetivo maior da Educacdo Matematica, a meu ver, é o desenvolvimento de modos de

raciocinar. Mais do que o aprendizado de conte(dos matematicos especificos, a finalidade €
desenvolver nos estudantes seus raciocinios aritmético, relacional, algébrico, proporcional,
probabilistico, combinatorio, estatistico e geométrico, dentre outros. Defendo, assim, junto
a outros educadores matematicos, que trabalhar na escola com contelidos matematicos
especificos ndo € um fim em si mesmo, mas deve ter como objetivo maior o

desenvolvimento de variadas formas de raciocinio matematico.

Diversas teorias da Educacdo Matematica reforcam a visdo do desenvolvimento de
raciocinios no ensino e na aprendizagem da Matematica. Dentre essas, ressalto a Teoria dos
Campos Conceituais (Vergnaud, 1996) e a dos Conhecimentos Docentes (Ball, 1993). Ao

tratar do desenvolvimento conceitual de estudantes e do aprimoramento dos conhecimentos
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de conteldo e pedagogico de professores, essas teorias implicam que o aprendizado
matematico vai além da aprendizagem de conceitos isolados, envolvendo conceitos
articulados e o estimulo, ao longo do periodo de escolarizacdo basica, ao desenvolver de

formas de raciocinio.

Vergnaud (1996) aponta que os conceitos se originam e se desenvolvem em campos
conceituais e, baseando-se nesse pressuposto, hd necessidade de se lidar com maultiplos
conceitos, em estreita articulagdo, nas atividades matematicas propostas pelas escolas. A
ideia de campo conceitual — além de remeter a articulagdo entre conceitos estruturalmente e
cognitivamente proximos — também implica em considerar o desenvolvimento conceitual
ao longo de toda a escolarizacdo. O que inicialmente € tratado com nogdes intuitivas
possuidas pelos estudantes, pode (e deve) voltar a ser trabalhado em sucessivos niveis de
maior complexidade, ampliando, a cada revisita de um conceito, o entendimento do campo

conceitual ao qual ele pertence e, assim, desenvolvendo formas de raciocinar.

Ao longo desse texto, e apresentacdo no evento, explorarei alguns conceitos matematicos,
indicando possiveis articulacdes entre contetdos e possiveis caminhos de aprofundamento
com o passar dos anos escolares — possibilitando ampliacdo de modos de raciocinio. Seréo
tomados como exemplos: numeros inteiros, a probabilidade e a combinatoria, evidenciando
ideias matematicas inicialmente possuidas pelas criancas e a partir das quais poderdo
desenvolver, por meio de representacdes simbolicas adequadas, seus raciocinios relacional,

probabilistico e combinatorio.

Ao discutir os exemplos, ressaltarei o papel das representacfes simbolicas, considerando
que um conceito ndo deve ser confundido com sua representacdo e, para tal, distintos
registros devem ser trabalhados no ensino (Duval, 2012), e, a0 mesmo tempo, defenderei
como o desenvolvimento conceitual tem forte influéncia dos registros utilizados (Nunes,
1997). Pensar sobre um mesmo conceito utilizando representacdes simbdlicas diferenciadas
— €como 0 registro escrito e o uso de célculo oral, por exemplo — possibilita 0 pensar sobre o
conceito em distintas formas, evitando confundir o conceito com sua representacdo, e

estimulando multiplos olhares a um mesmo conceito.

Na visdo de desenvolvimento de raciocinios, as escolas, e seus professores, precisam estar
preparados para o trabalho que tenha esse desenvolver como objetivo principal. Nesse
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sentido, a articulacé@o entre conhecimentos de conteldo e conhecimentos pedagdgicos (Ball,
1993) se faz necessario para, amparado no dominio dos conteldos matematicos,
desenvolver propostas pedagogicas cujo alvo maior seja 0 desenvolvimento de modos de
raciocinar. Dentre 0s conhecimentos apontados por Ball e colaboradores, tem-se o
conhecimento do horizonte do contetdo, ou seja, ter em mente o desenvolvimento de
contetdos ao longo de periodos escolares ou, melhor ainda, no percurso de toda a
escolarizacdo béasica. Assim pedagogos (que ensinam Matematica nos anos iniciais de
escolarizacdo) e licenciados em Matematica (que lecionam nos anos posteriores)
necessitam estar conectados em prol do desenvolvimento matematico dos estudantes. O
desenvolvimento de raciocinios matematicos €, portanto, corresponsabilidade dos
professores dos distintos niveis de ensino e isso implica em valorizacdo mutua do trabalho
realizado por cada um. Para o alcance dessa conexdo maior entre professores dos diferentes
niveis da educacdo basica, sugiro maior integracdo destes em programas de formacao

inicial e formacdo continuada.

Os exemplos de conceitos matematicos aqui explorados serdo discutidos a luz de um olhar
de seus horizontes — sempre buscando entender: Como atender ao dito popular ‘Devagar se
vai ao longe’ no ensino e na aprendizagem da Matematica? Como trabalhar a complexidade
conceitual crescente ao longo da escolarizacdo? Como melhor auxiliar os estudantes a
desenvolverem modos de raciocinio matematico que lhes sejam Uteis, ampliando suas

formas de raciocinar e alargando suas compreensdes do mundo que os cerca?
Desenvolvendo o raciocinio relacional de criancas novas

Em estudo de tese de doutorado (Borba, 2002), observei o desempenho de criancas de 7 e 8
anos de idade ao responderem, em contexto de jogo (pinball), questbes referentes a
nimeros inteiros (positivos e negativos). Ressalta-se que esse conteddo é, geralmente,

inicialmente trabalhado na escola quando os estudantes estdo com 12 ou 13 anos de idade.

A motivacdo do estudo se deu a partir da observacdo de resultados de estudos anteriores 0s
quais, por um lado, indicavam que criangas novas ja demonstravam compreensfes de
ndmeros negativos e outros estudos, por outro lado, evidenciavam dificuldades de

adolescentes ao tratarem numeros inteiros em seus aprendizados escolares.
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Em uma analise atenta desses estudos anteriores, a luz da Teoria dos Campos Conceituais
(Vergnaud, 1996), observei que o significado de nimero negativo enquanto medida ja é
entendido por grande parte das criangas, mas o significado de relacdo ainda precisa ser
desenvolvido e a escola tem importante papel nesse desenvolvimento. Também a escola
deve atentar para o papel da explicitacdo de representacdes simbolicas, em particular no
que diz respeito ao uso do sinal ‘-> (menos), com seus multiplos significados, tais como
transformacéo negativa, subtracdo (resultando em um resto ou diferenca), medida negativa,

relacdo negativa, oposto de um nimero negativo e oposto de uma transformacao negativa.

Apresentarei, em minha fala, resultados do levantamento efetuado que evidenciam a
influéncia dos distintos significados, propriedades e representacfes na compreensao do
namero inteiro. Esses resultados reforcam que é importante o desenvolvimento de
raciocinio relacional (quanto a mais ou quanto a menos), amparado em representacao
simbolica explicita compreensivel, e que esse modo de pensar pode ser base de outros
raciocinios, tal como o algébrico. Compreender desde cedo, por exemplo, que, em um jogo,
ganhar 7 pontos (representado por fichas verdes) e perder 9 (representado por fichas
amarelas) significa possuir ‘2 pontos a menos’ (as duas fichas amarelas restantes da
comparacdo entre fichas verdes e amarelas), independente de quanto era a pontuacdo
inicial, € um raciocinio relacional util também a construcdo e desenvolvimento do

raciocinio algébrico.

Dessa forma, criancas em inicio de escolarizacdo tém condicGes de comecar o0
desenvolvimento de raciocinios relacionais, tais como os contidos em situacGes que
envolvem nimeros positivos e negativos. N&o se trata de formalizacdo ainda dos registros
de nimeros negativos, mas 0 estimulo ao pensar em situacGes que envolvem medidas,
relacdes e transformacdes negativas. Esse trabalho requer dos professores a compreensao
de como iniciar a discussdo sobre nimeros negativos e de como aprofundar o entendimento

desse conceito ao longo da escolarizagéo.
Desenvolvendo o raciocinio probabilistico desde o inicio da escolarizagdo

Bryant e Nunes (2012) apontam quatro compreensdes necessarias a aprendizagem da
probabilidade: da aleatoriedade, de espaco amostral, da quantificagdo e comparacdo de
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probabilidades e de correlacdo. Essas compreensfes ndo se apresentam de forma

desarticulada em situagdes probabilisticas, mas podem ser analisadas isoladamente.

Em situacOes de jogo, Batista da Silva (2016) observou que criangas de 7 a 11 anos
possuem noc¢des intuitivas que tém potencial para o desenvolvimento de seus raciocinios
probabilisticos. Para as criancas do estudo, aleatoriedade estava associada a sorte ou ao azar
e elas eram muitas vezes corretas em seus julgamentos de eventos pouco provaveis (a
obtengdo de resultado 2 na soma de dois dados langados, por exemplo) e de eventos
impossiveis (obtencdo da soma 1 no lancamento de dois dados). As criangas evidenciaram
fragilidades no julgamento de eventos independentes, cometendo erro de recéncia positiva
(acreditando que, se no lancamento de um dado, deu 2 repetidas vezes, daria 2 no
lancamento seguinte) ou erro de recéncia negativa (julgando que ndo daria 2 no préximo
langamento). Embora as criangas fossem bem-sucedidas no levantamento de alguns
elementos do espaco amostral, falharam em perceber que, no langcamento de dois dados,
obter 3 em um dado azul e 5 em um dado vermelho é diferente de obter 3 em um dado

vermelho e 5 em um dado azul.

O estudo de Batista da Silva mostrou que, apesar de algumas limitacGes, o contexto de
jogos (envolvendo dados e moedas) pode ser favoravel ao desenvolvimento de raciocinios
probabilisticos de criangas novas, levando-as a refletirem sobre demandas cognitivas
necessarias a compreensao da probabilidade. Assim, de modo ludico, as reflexdes iniciais a
respeito da probabilidade poderdo ser exploradas posteriormente de outras formas — em
experimentacdes, por exemplo — possibilitando um mais amplo desenvolvimento do

raciocinio probabilistico.

Outros estudos (Santana, 2011; Campos e Pietropaolo, 2013; Bernabeu, Torres, Garcia e
Batanero, 2015) apontam para a fragilidade de conhecimentos probabilisticos de
professores. Essa fragilidade nos alerta sobre a necessidade de melhor formacdo docente,
em particular no que diz respeito ao trabalho integrado de professores de inicio de

escolarizacdo com professores de anos posteriores na abordagem da probabilidade.
Desenvolvendo o raciocinio combinatorio da Educacéo Infantil ao Ensino Médio

Um terceiro exemplo de desenvolvimento de raciocinio matematico, a ser tratado do inicio

ao final da escolarizacdo bésica, é o envolvido em situacdes combinatorias. Em texto
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anterior (Borba, 2010), apontei que as variadas situacdes (basicamente produtos de medida,
arranjos, combinacOes e permutacdes) podem ser abordadas da Educagdo Infantil ao
Ensino Médio, levando em consideracdo invariantes de escolha e de ordenagdo das
distintas situacfes. Ha principios comuns em problemas combinatdrios e também aspectos
diferenciadores no que diz respeito a como os elementos sdo escolhidos e se a ordem dos
elementos caracteriza, ou ndo, possibilidades distintas. Assim, as semelhancas e diferencas
precisam ser abordadas no trabalho com situa¢ées combinatorias.

Para o desenvolvimento do raciocinio combinatdério, os estudantes, ao longo da
escolarizacdo, podem (e devem) ser levados a refletir sobre a necessidade de levantar todos
os elementos do espaco amostral das referidas situacGes e também a pensarem em como
determinar todas as possibilidades sem ter que conta-las uma a uma. Assim, a gradativa
complexidade das situagdes combinatérias trabalhadas na escola pode possibilitar um
amplo desenvolvimento conceitual dos estudantes — articulando também seus raciocinios
combinatério e probabilistico. Como apontam Navarro-Pelayo, Batanero e Godino (1996),
esses dois modos de raciocinio se articulam estreitamente, pois, para a construcao de todos
0s possiveis eventos de determinado espaco amostral, uma construcdo combinatéria se faz

necessaria.

Um possivel caminho no horizonte do ensino de Combinatdria seria: trabalho inicial com
materiais manipulaveis e desenhos; seguido de listagens e arvores de possibilidade; e
posteriores trabalhos com expressdes numéricas, principio multiplicativo e férmulas. Esse
conjunto de usos de representagdes simbdlicas diversificadas, certamente auxilia no
desenvolvimento do raciocinio combinatorio. Os materiais podem ser livremente
manipulados pelas criancas, possibilitando verificar as distintas possibilidades de
combinacges. Os desenhos por elas produzidos, principalmente antes do dominio da escrita,
também sdo formas das criancas representarem os problemas combinatoérios. Ao listarem as
combinagdes ou ao construirem arvores de possibilidades, os estudantes também levantaréo
0 espaco amostral e poder&o refletir, como apontam Azevedo, Borba e Bittar (2016), sobre
como desses registros pode-se chegar a expressdes numeéricas e ao principio multiplicativo.

Todas essas construgdes anteriores poderdo auxiliar na compreensdo das formulas
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introduzidas no Ensino Meédio — nao deixando para esse nivel de ensino a responsabilidade

de todo (ou de maior parte) do estudo de situa¢es combinatorias.

Rocha (2011) aponta que, a semelhanca dos estudantes, professores de todos os niveis de
ensino, possuem dificuldades na compreenséo do invariante da ordenagdo — em particular
na diferenciacdo entre arranjos e combinac6es. Essa autora também observou que escolhas
didaticas, no ensino de Combinatoria, variam em funcdo da formacao inicial e experiéncias
de ensino dos professores — o que reforca o0 aqui defendido de que as trocas entre
professores de diferentes niveis de ensino € necessaria e pode ser muito benéfica. O estudo
de Rocha, assim, ressalta a necessidade de maior aprofundamento de conhecimentos
docentes (especificos de contetdo, de ensino e de aprendizagem de alunos, dentre outros)
para que seja realizado na escola um efetivo trabalho de desenvolvimento do raciocinio

combinatdrio.
Consideracoes

Finalizo apresentando algumas questfes que resultam do que foi aqui discutido.

Defendo um inicio mais precoce de trabalho na escola com conceitos matematicos mais
complexos, tais como 0s conceitos de nimero negativo e 0s envolvidos em situacdes
probabilisticas e combinatérias. Usualmente esses contetdos sdo trabalhados mais tarde na
escola, mas defendo que atividades adequadas podem ser desenvolvidas, com o intuito de
iniciar, desde cedo, o desenvolvimento de formas de raciocinio, tais como o relacional, o

probabilistico e o combinatdrio.

Assim, acredito que pesquisar 0 que criancas de inicio de escolarizacdo ja conhecem ou
podem vir a conhecer a respeito de conceitos matematicos precisa ser uma das prioridades
em estudos da Educacdo Matematica. 1sso esta de acordo com o crescente interesse mundial
de pesquisas na area realizadas com criancas novas (Elia e Mulligan, 2016), situada dentro
de uma discussdo mais ampla a respeito da idade que se deve comecar a trabalhar conceitos

matematicos especificos na escola e quais conceitos devem ser inicialmente trabalhados.

Outro ponto resultante das discussdes aqui levantadas diz respeito a como a defesa de um
trabalho mais precoce com conceitos matematicos mais complexos se ampara em

resultados de pesquisa que trazem evidéncias de compreensdes inicias a respeito desses
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conceitos. Assim, defendo que ndo se deve menosprezar conhecimentos ja em processo de

construcdo, pois o trabalho mais precoce pode propiciar desenvolvimentos mais amplos.

Ressalta-se que esse trabalho mais precoce necessita se amparar em formas de
representacdo simbolica adequadas a criangas mais novas. E esse cuidado ressalta o muito
importante papel que as representacdes simbdlicas possuem no aprendizado matematico, no

desenvolvimento de formas de raciocinar.

As defesas aqui efetuadas implicam na necessidade de uma maior articulacdo na formacao
inicial e continuada de professores de diferentes niveis de ensino, pois, para 0
desenvolvimento de raciocinios matematicos ao longo da escolarizagdo, os professores
devem se entender como uma equipe trabalhando em um continuum. Dessa forma, cabe
pensar em como fomentar mais trabalho conjunto entre professores de diferentes niveis de
ensino e como integrar mais processos de formacdo (tais como eventos cientificos e cursos
de formacgdo continuada) de professores que atuam no inicio da escolarizacdo e 0s que
atuam em anos posteriores. Um trabalho mais articulado entre professores de distintos anos
escolares pode possibilitar maior desenvolvimento do conhecimento docente do horizonte,

ou seja, dos conhecimentos ja trabalhados, sendo trabalhados e ainda a serem trabalhados.

E, para finalizar, ressalto que as discussdes aqui efetuadas implicam em repercussdes junto
aos que formulam e desenvolvem politicas publicas, aos que elaboram materiais didaticos e
aos que planejam programas de formacéo de professores. Se vamos ter como foco principal
o0 desenvolvimento de formas de raciocinio matematico ao longo de toda a escolarizacéo
bésica, é preciso ter-se politicas publicas que tenham essa prioridade e que possibilitem a

sua realizag&o.
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