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Resumen

El proceso de modelizacién (PM) es un proceso de resolucion de problemas (RP) con
caracteristicas especificas. La RP es el lugar para la constitucion de los conceptos por
parte de los alumnos, para que los doten de significado y puedan extender su significado al
usarlos en nuevas situaciones. Los conceptos y objetos matematicos se elaboran en la
historia como medios de organizacién de fendmenos. EI PM pretende organizar algun
fendmeno mediante algdn concepto u objeto matematico en el que no se elabora ningin
concepto u objeto nuevo, sino que se selecciona uno ya existente, que se considera idéneo
para organizar el fenémeno en cuestion.

Por los estudios realizados en el Departamento de Didéactica de la Matematica de la UV
sabemos que para realizar un PM son necesarias competencias en: andlisis cualitativo del
fenémeno, propiedades cualitativas de los tipos de funciones disponibles, sus formas
canonicas, significados de los parametros en estas formas, efecto de los cambios en los
parametros en las propiedades cualitativas, transformaciones algebraicas para llevar una
expresion algebraica a una forma candnica y andlisis cualitativo de las limitaciones del
modelo. Las transformaciones algebraicas tienen sentido en el PM en la medida en que
garantizan que cualquier expresion algebraica podré llevarse a una forma candnica.

1.- Introduccion

Las habilidades que en la actualidad se requieren de los ciudadanos se basan en la
aplicacion de sus conocimientos a situaciones reales. En estas situaciones, cada vez mas se
precisa de tareas que incluyen conceptos cuantitativos, cualitativos, espaciales,
probabilisticos, relaciones... Por tanto, es l6gico pensar que cada vez tendrdn maés

importancia las matematicas del entorno y de la vida cotidiana.
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Las matematicas se consideran una de las disciplinas esenciales en la formacion del
ciudadano. De ellas se espera que sean Utiles para describir, analizar, interpretar y entender
el mundo que nos rodea.

La resolucion de problemas y la resolucion de problemas de modelizacion matematica es
una herramienta muy util para aproximar las matematicas del mundo real a los estudiantes.
Con la modelizacion matematica se establecen vinculos de unidn entre las distintas partes
de las matematicas y entre las matematicas y otras disciplinas, sin abandonar el aprendizaje
de los conceptos matematicos. Como afirma Blomhgj (2008) “La modelizacion
matematica, sin embargo, puede ser vista como una practica de ensefianza que coloca la
relacion entre el mundo real y la matematica en el centro de la ensefianza y el aprendizaje, y
esto es relevante para cualquier nivel de ensefianza. Las actividades de modelizacion
pueden motivar el proceso de aprendizaje y ayudar al aprendiz a establecer raices
cognitivas sobre las cudles construir importantes conceptos matematicos. Ademas, las
competencias para establecer, analizar y criticar procesos de modelizacién y el posible uso
de los modelos es una meta educativa, por derecho propio, de la ensefianza de la
matematica en la educacién general.”

2.- La modelizacion matematica. Marco teorico

2.1. Antecedentes

Durante los afios sesenta, matematicos como Morris Kline o George Polya fueron
protagonistas de la reforma de la educacién matematica, defendieron un estilo heuristico de
la ensefianza de las matemaéticas frente al formalismo de las llamadas “Matematicas
Modernas”. En la década de los setenta, Freudenthal impulsé la Educacion Matematica
Realista (EMR). Segin Heuvel-Panhuizen (2009) la EMR es una teoria local para la
educacion de las matematicas basada en la idea de Freudenthal de las matematicas como
una actividad humana. Si las matematicas han de tener un valor humano, deben guardar
relacion con la realidad, mantenerse cercanas a los nifios y ser relevantes para la sociedad.
Para Freudenthal, la mejor manera de aprender matematicas no es como un sistema cerrado,
sino como un proceso de resolucion de problemas: “el proceso de matematizar la realidad
v, de ser posible incluso, el de matematizar las matematicas” (Freudenthal, 1969, p.7).
Inmediatamente surgen movimientos de renovacion educativa que preocupados por la

ensefianza y aprendizaje de las matematicas utilizaran situaciones mas o menos reales en el
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desarrollo curricular: Shell Centre, NCTM, etc. En Espafia, emergieron grupos de
profesores como el Grupo Cero en la Comunidad Valenciana, el grupo Zero a Cataluia, el
Grup de Reforma de la C.V, las sociedades de profesores como Thales en Andalucia,
Newton en Canarias, Societat d’Educacio Matematica de la C.V. “Al-Khwarizmi, etc.

2.2. ¢ Qué entendemos por modelizacion?

La modelizacion matematica es el proceso de formular en términos mateméticos un
fenémeno del mundo real, obteniendo resultados en el mundo de la Matemética que

permitan evaluar e interpretar matematicamente el fendémeno del mundo real.

Formulacién

&~ =

| Mundo de la
Mundo Rea Matematica

-

Interpretacién

Figura 1. Esquema modelizacion.
En el proceso de modelizacion se pueden distinguir diversos pasos:
1. Identificar un problema real.
2. ldentificar factores importantes del problema para buscar un modelo del mundo real.
3. Representar el modelo del mundo real en términos matematicos.
4. Usar métodos matematicos para obtener resultados.
5. Interpretar y evaluar los resultados matematicos.

6. Analizar cémo afectan las conclusiones al fendmeno estudiado del mundo real.

Situacién del mundo real

l Simplificacién

Modelo del mundo real
Comparacion Traduccion

Modelo matematico

Aplicacién de métodos

matematicos
-~ Conclusiones

Figura 2. Esquema proceso de modelizacion.

Ahora bien, buscar un modelo matematico no es siempre una tarea facil, pero encontrar un
buen modelo en ocasiones es muy complicado. Para Stephen Hawking y Leonard
Mlodinow “Un modelos es satisfactorio si: 1) Es elegante. 2) Contiene pocos elementos
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arbitrarios o ajustables. 3) Concuerda con las observaciones existentes y proporciona una
explicacion sobre de ellas. 4) Realiza predicciones detalladas sobre observaciones futuras
que permitirdn refutar o falsar el modelo si no son confirmadas.” (Hawking, S. y
Mlodinov, L., 2010, pp.36)

2.3. La modelizacion en la resolucién de problemas

El proceso de modelizacién es un proceso de resolucion de problemas con algunas
caracteristicas especificas. Ahora bien, eso no quiere decir que no tengamos que prestar
atencion a las caracteristicas especificas que tiene el proceso de resolucion de problemas
cuando el problema que se trata de resolver es un problema de modelizacién. Una de las
funciones de la resolucion de problemas en la ensefianza es ser el lugar para la constitucion
de los conceptos por parte de los alumnos, para que los alumnos los doten de significado y
puedan extender su significado al usarlos en nuevas situaciones. En el caso particular de los
problemas de modelizacion, la modelizacion tampoco esta después de los conceptos como
aplicacion de éstos sino que la resolucion de problemas de modelizacién es también el lugar
para la constitucion de conceptos, su dotacion de significado y la extension de su
significado.

Que la resolucion de problemas de modelizacion cumple estas funciones estaba ya
claramente indicado en los trabajos de la escuela holandesa desde finales de los setenta. Jan
de Lange (1987) subraya este papel de la resolucion de problemas de modelizacion en el
curriculo, desarrollado en la década de los ochentas, para los Ultimos afios de la secundaria
en Holanda al decir que una parte importante de los materiales disefiados para la ensefianza
persiguen que los alumnos se embarguen en un trabajo de matematizacion “conceptual”.

En este sentido, el marco tedrico de PISA 2015 considera siete capacidades matematicas
fundamentales en las que incluye la matematizacion. “Matematizacion: la competencia
matematica puede suponer transformar un problema definido en el mundo real en una
forma estrictamente matematica (esto puede suponer la estructuracion, conceptualizacion,
elaboracion de suposiciones y/o formulacion de un modelo) o la interpretacion o valoracion
de un resultado o modelo matematico con relacién al problema original. El término
matematizacion se utiliza para describir 1as actividades mateméticas fundamentales
implicadas”. (OECD, 2016, p. 78).

2.4. La modelizacion como recurso para desarrollar competencias algebraicas
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Luis Puig y Onofre Monzo, desde hace ya bastante tiempo, y yo mas recientemente,
estamos trabajando en el desarrollo de materiales de ensefianza y su experimentacion en los

que el centro de atencion es la modelizacién con datos reales.

Este trabajo se sitda en la tradicion que se inicid en los afios setenta y recoge elementos de la investigacion en
resolucion de problemas y el desarrollo curricular basado en la resolucién de problemas, la teoria y
metodologia para la investigacion de los Modelos Tedricos Locales’, y la investigacién en didactica del
algebra.

Por estos trabajos® (Puig y Monzd, 2007, 2008, 2010, 2011, 2012; Puig y Monzé, 2013; Monzd, Puig y
Navarro, 2015, 2016) sabemos que para realizar un proceso de modelizacién son necesarias competencias en:
propiedades cualitativas de los tipos de funciones disponibles, analisis cualitativo del fendmeno que se va a
observar, formas candnicas de los tipos de funciones, significados de los parametros en las formas candnicas®,
efecto de los cambios en los parametros en las propiedades cualitativas, transformaciones algebraicas para

llevar una expresion algebraica a una forma candnica y analisis cualitativo de las limitaciones del modelo.

También sabemos que los andlisis cualitativos del fendmeno y del comportamiento de las
familias de funciones, se revelan como el mecanismo de guia y control del conjunto del
proceso de modelizacion. Dicho de otra forma, y contestando de otra manera a la indicacion
de Maal? (2006) sobre que la competencia no se limita a “seguir los pasos” de un método, la
competencia incluye ser un buen gestor del proceso de modelizacién, y el elemento clave
de la buena gestion del proceso es el conocimiento cualitativo de los fenémenos y los
modelos funcionales y el uso de este conocimiento cualitativo para tomar decisiones,
controlar y organizar el conjunto del proceso.

Las transformaciones algebraicas tienen sentido en el proceso de modelizacién en la
medida en que garantizan que cualquier expresion algebraica podra llevarse a una forma
canonica.

3. Modelo de ensefianza

" Una descripcion detallada sobre los MTL se encuentra en el libro Educational Algebra.
(Filloy, Rojano y Puig, 2008).

8 Estos trabajos son el resultado de los proyectos de investigacion financiados por el Ministerio de Ciencia e
Innovacién (EDU2009-10599) y el Ministerio de Economia y Competitividad (EDU2012-35638 y EDU2015-
69731-R) de Espana.

9 Se estudia la forma canénica y = a-f(%) + d en la que a dilata la grafica en la

direccidon del eje OY, respecto de la recta y = d; b dilata la grafica en la direccidn del eje OX,
respecto de la recta x = ¢; c traslada la grafica en la direccién del eje OX hacia la derecha, si
¢ > 0, o hacia la izquierda, si ¢ < 0; d traslada la grafica en la direccidén del eje OY hacia
arriba, si d > 0, o hacia abajo, sid < 0.
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La idea central de nuestro modelo de ensefianza es que este produce una comprension rica
de los conceptos de familia de funciones y desarrolla la competencia en la transformacion
de expresiones algebraicas ya que las dota de significado. En nuestro modelo de ensefianza,
las formas candnicas estan elegidas de manera que sus coeficientes (0 parametros) indiquen
directamente propiedades de los fendbmenos modelados con esas expresiones.

Las expresiones algebraicas representan relaciones funcionales. Su significado esta ligado
al proceso de traduccion entre ellas, las tablas numéricas y las representaciones graficas
cartesianas, que, con el soporte de la calculadora gréaficas se realizan de forma automaética,
interviniendo, en su caso, decisiones del usuario de la calculadora sobre la ventana con la
que se mira la grafica, el tamafio del incremento y la longitud de la tabla, o la expresién
algebraica concreta elegida para representar la relacion funcional.

Se utiliza un entorno interactivo de aprendizaje (Calculadoras gréaficas simbdlicas,
ordenadores, tabletas...) que dispone de calculo simbolico, representacion en tablas y
graficas y tratamiento estadistico de datos, se plantea el estudio de la forma canonica de
familias de funciones prestando especial atencién al significado de los parametros y la
interrelacion entre sus cambios, los de la gréfica correspondiente y los del fenédmeno que
modelizar; y se plantean situaciones problematicas en las que se realizan experimentos para
obtener datos reales de fendmenos que se modelizan con estas familias de funciones.

3.1. ¢ Qué fendmenos elegir?

La modelizacion matematica debe contribuir a la comprension de los fendmenos reales,
pero los fendmenos reales son complejos, por ello, es importante a la hora de la eleccion
tener en cuenta algunas consideraciones como identificar las variables que intervienen en el
fendmeno, identificar y entender las leyes conocidas del fenémeno, identificar las preguntas
que se desea responder y revisar los datos obtenidos. Para modelizar un fendmeno real sera
necesario simplificar tanto como sea posible dicho fenGmeno y tener en consideracion qué
es lo mas importante. En muchas ocasiones se tendra que modelizar idealizaciones o
abstracciones de los fendmenos.

En la Fisica, en la Quimica, etc, dado su componente experimental y los modelos
matematicos de sus leyes, se pueden encontrar buenos ejemplos para modelizar.

Estos aspectos sobre los fendmenos, el estudio de las familias de funciones y las

transformaciones algebraicas, y las caracteristicas de los entornos interactivos; son
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elementos fundamentales en el disefio de nuestros materiales. Los datos experimentales de
estos materiales se han obtenido a través de la fotografia (datos estaticos), de la edicién de
video (datos dindmicos) o del uso de sensores.

3.2. Un par de ejemplos.

3.2.1. Intercambio de calor: Enfriamiento/Calentamiento de un cuerpo

La intencion de este material es doble. Por una parte, el estudio de dos fendmenos inversos,
el enfriamiento y el calentamiento de un cuerpo, que la intuicién conduce a pensar que se
trata de fendmenos fisicoquimicos inversos y por tanto se modelizaran mediante funciones
inversas. El analisis simultaneo con datos reales evidencia que se trata de un Unico
fendmeno, el intercambio de calor, que se modeliza con la funcidn exponencial.

Por otra parte, en el entorno interactivo utilizado, la calculadora ClassPad, no dispone de
uno de los parametros que se necesita para modelizar el fenémeno, por lo que es necesario
transformar las expresiones algebraicas para poder utilizar los pardmetros disponibles en la
calculadora.

3.2.2. Reloj analdgico.

En este material se estudia, a partir del video de un reloj analégico de un minuto de
duracion, la relacién entre la altura de la manecilla segundera del reloj y el angulo que
forma con el eje de abscisas cuando situamos el origen de coordenadas en el centro de la
circunferencia.

Como en el ejemplo anterior, este material tiene una doble intencion. En primer lugar,
sabemos desde los estudios de Janvier (1978), que “muchos alumnos, incapaces de tratar
las gréaficas como representaciones abstractas de relaciones, parecen interpretarlas como si
fueran meros dibujos de las situaciones que sirven de base” (Janvier, 1978, p. 47). En la
situacion que hemos elegido evitamos que esto suceda, pues se modeliza con la funcidn
seno pero la manecilla se mueve sobre una circunferencia.

Por otra parte, esta actividad pone de manifiesto que en muchas ocasiones lo que vemos no
es lo que realmente ocurre, es decir, aunque podemos analizar la altura de la manecilla en
funcién del tiempo, la magnitud de la que depende la altura no es el tiempo sino el angulo
que forma la manecilla con el eje de abscisas. De hecho, tras marcar una serie de puntos en
el video, la calculadora proporciona de manera automatica las coordenadas de los puntos en

una tabla que incluye también el tiempo. A partir de estos datos, la calculadora nos permite
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realizar tres nubes de puntos distintas; la relacion entre abscisa y ordenada; la relacion entre
el tiempo y la abscisa; y la relacion entre el tiempo y la ordenada (altura de la manecilla del
reloj). Las transformaciones algebraicas son necesarias para obtener la funcion que
modeliza la altura de la manecilla en funcién del angulo que esta forma con el eje de
abscisas y tomando la longitud de dicha manecilla como la unidad.
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