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Resumen

El estudio de las ecuaciones diferenciales (ED) puede encararse desde diferentes
enfoques: algebraico, cualitativo y numérico. Desde la investigacion educativa se sefiala
que tradicionalmente se las aborda enfatizando el enfoque algebraico. El estudio
superficial de los enfoques cualitativos y numéricos repercute en que no se logra
mostrar la potencialidad de estas ecuaciones para modelar fendémenos. Este trabajo
ofrece algunas reflexiones sobre la reelaboracion e interpretacion de modelos ya
construidos por la comunidad cientifica que implican el uso de ED. Estas reflexiones se
derivan del analisis e implementacion de secuencias didacticas, concebidas en el marco
de la Ingenieria Didéctica.
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Abstract

The study of differential equations (DE) can be addressed from different approaches:
algebraic, qualitative and numerical. Educational research states they are traditionally
treated emphasizing the algebraic approach. The superficial study of qualitative and
numerical approaches affects the possibility to show the potential of these equations to
model phenomena. This paper offers some reflections on the reprocessing and
interpretation of models already built by the scientific community that involve the use
of DE. These reflections are derived from the analysis and implementation of didactic
sequences, designed within the framework of the Didactic Engineering.

Keywords: differential equation, teaching, learning, models

1. Introduccion

Las Ecuaciones Diferenciales (ED) constituyen un recurso valioso para el estudio y/o la
construccion de modelos matematicos. Su abordaje se puede realizar desde tres
enfoques: algebraico, cualitativo y numérico. Las investigaciones afines indican que en
los cursos tradicionales de ED se confiere mayor énfasis al enfoque algebraico, al
mismo tiempo sefialan las posibles causas de esta hegemonia.

La experiencia en el dictado de ED y la observacion de errores recurrentes en el manejo
de las mismas por parte de los estudiantes, asi como su preferencia por los métodos
cuantitativos, motivo a analizar los diferentes aspectos que hacen a la ensefianza del
tema en algunas carreras de la Universidad Nacional de Misiones (UNaM). Algunas de
las acciones realizadas fueron examinar libros de texto sugeridos para su estudio y los
programas analiticos de diferentes catedras que las involucran. El proposito fue detectar
qué espacios se destinan a los tres enfoques y si el trabajo con modelos est4 explicitado,
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o debe suponerse implicito, en las tareas usuales. Ademas, a lo largo de los ultimos
anos, en las clases de la asignatura Analisis IV de los profesorados en Matematica y en
Fisica de la UNaM, se ha incorporado el trabajo con problemas de diversos ambitos de
aplicacion a fin de favorecer el uso de modelos, ya sea para situaciones intra y/o extra
matematicas. Este uso es entendido como una préctica que implica la reelaboracion e
interpretacion de modelos ya construidos por la comunidad cientifica, pero que resultan
nuevos para los estudiantes.

En este sentido, se present6 a los alumnos una ED que describe el comportamiento de
una poblacion de peces. En lineas generales, se los instd a interpretar el modelo a la luz
del fendbmeno que representa, a anticipar caracteristicas generales de la solucion (sin
resolver previamente la ED), a interpretar qué representan los parametros del modelo,
etc. También hubo otras instancias de trabajo, en las que se les proporcion6é una
descripcion general de algiin fendémeno (fisico, quimico, bioldgico, etc.) acompanada de
una serie de hipdtesis que lo explican, luego se solicitd la formulacion de una expresion
matematica que se ajustara a la informacion presentada (sin explicitar que la expresion
requerida debia ser una ED).

Se presenta el andlisis de algunos procedimientos usados por los estudiantes cuando
interactuaron con tales problemas de aplicacion. Se pretende exponer aspectos
sobresalientes derivados del andlisis y la reflexion de las propuestas didacticas
desarrolladas.
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2. Marco tedrico y Antecedentes

Dados los objetivos de la presente investigacion, se tomd como referencia tedrica a la
escuela francesa de Didactica de la Matemadtica. Desde esta postura, el objeto de
estudio de la Didactica de la Matematica es la situacion didactica, entendida ésta como
aquella que permite la construccion del conocimiento a través de un problema relativo a
éste y a una cierta organizacion del trabajo, de acuerdo a objetivos prefijados. La
caracterizacion del proceso dulico se basa en la tipologia de las situaciones didacticas de
Brousseau: accion, formulacion, validacion e institucionalizacion (Brousseau, 2007)

Por otra parte, en las ciencias y en la ingenieria en general, se desarrollan modelos
matematicos para mejorar la comprension de diversos fendmenos. A menudo, estos
modelos involucran una ED. El estudio de las mismas puede encararse desde el cuadro
algebraico de la resolucion exacta, el cuadro geométrico de la resolucion cualitativa o el
cuadro numérico de la resolucion aproximada (Artigue, Douady, Moreno y Gomez,
1995).

Los métodos de resolucion algebraicos implican encontrar la expresion simbolica de la
funcidn incognita, recurriendo principalmente a la integracion y a la determinacion de
las raices de polinomios asociados a las ED, cuando éstas son lineales. En tanto que los
métodos cualitativos se basan en la interpretacion geométrica de la derivada como

. . d :
pendiente de una funcion. En efecto, una ED de la forma d_y = f(x, ) especifica una
x

pendiente en cada punto del plano xy donde f esta definida. A partir de conocer esta
informacion se construye un bosquejo de la solucion mediante el trazado de pequenos
segmentos de recta en diversos puntos del plano con la pendiente especificada por la ED
en los puntos correspondientes. Y, los métodos numéricos proporcionan aproximaciones
de los valores de la funcion incognita a partir de calculos aritméticos (que efectuados
manualmente o con software). Para ello se precisa conocer el proceso de variacion de la
funcién, implicito en la ED, y un punto de la soluciéon dado por unas condiciones
iniciales.
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En lo relativo a la modelizacion, en general es concebida como una actividad cientifica,
lo que implica considerarla como un proceso que envuelve la observacion de un evento
o fenémeno, la experimentacion, la abstraccion y la simplificacion. La abstraccion lleva
a la formulacion de modelos matematicos, €stos responden a una serie de hipotesis que
pretenden explicar los vinculos entre diferentes variables que se escogen como
constitutivas del fenomeno. La formulacion del problema en un lenguaje especializado y
las simplificaciones que deben realizarse dada la complejidad de muchas situaciones,
hace que sea imposible emprender un estudio pormenorizado de los mismos (Bassanezi,
2002). Finaliza el proceso cuando el modelo ha superado las instancias de validacion (el
modelo es interpretado y analizado a la luz del fendmeno en estudio a fin de evaluar si
explica o predice la informacién disponible) y se lo institucionaliza.

En las carreras consideradas, la investigacion con propdsitos cientificos no es un fin en
si mismo, lo que hace que la modelizacion pensada en estos términos sea dificil de
implementar. No obstante, puede ser entendida también como un instrumento para dotar
de significado a diferentes modelos que conforman el curriculum. En este caso, se
estaria resignificando o reinterpretando modelos ya construidos; lo cual presupone
adherir a la premisa de que hacer matematicas consiste en modelizar situaciones
problematicas mediante el uso de matematicas conocidas o nuevas, hacer matematicas
también es ensefiar y aprender modelos que permitan resolver problemas (Chevallard,
Bosh y Gascon, 1997).

A continuacidn, se resefan algunos trabajos que posibilitaron un acercamiento a la
problematica de la ensefianza y aprendizaje de las ED. Se destacan los trabajos de
Artigue, quien plantea que los alumnos tienen dificultades para la comprension de los
conceptos del calculo en general y las relaciona a una serie de obstaculos, que agrupa en
tres categorias: aquellas vinculadas con la complejidad de los objetos basicos del
calculo, las vinculadas a la conceptualizacion y formalizacion de la nocion de limite y
finalmente, las correspondientes a las rupturas necesarias con relacion a los modos de
pensamiento puramente algebraicos (Artigue, Douady, Moreno y Gémez, 1995). Esta
investigadora revela, en coincidencia con otros investigadores (Moreno Moreno y
Azcarate Giménez, 2003; Habre 2000), que la ensefianza tradicional de las ED
privilegia el enfoque algebraico. Como posibles causas de esta hegemonia se sefialan las
creencias que tienen los profesores acerca de los estudiantes (receptores pasivos con un
pobre nivel de competencias matematicas que limita el tipo de actividades que pueden
efectuar), la concepcion formalista de las matemaéticas (sobreestimacion del tratamiento
simbolico y subestimacion de métodos numeéricos y graficos), el temor de los docentes a
la pérdida de contenidos especificos de las matematicas puras a favor de contenidos de
matematica aplicada (se confiere un status infra-matemadtico a esta Ultima) (Moreno
Moreno y Azcérate Giménez, 2000).
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3. Aspectos metodolégicos

Se utilizo la Ingenieria Didéactica (ID) conjuntamente con el estudio de caso. Este es
entendido como un método para estudiar un individuo o una institucion en un contexto
o0 situacion unica y de una manera lo mas intensa y detallada posible (Salkind, 1998). La
ID se basa en la concepcion, realizacion, observacion y analisis de secuencias de
ensefanza. Se ejecuta en cuatro fases: 1) analisis preliminar, 2) concepcidn y analisis a
priori de las situaciones didacticas, 3) experimentacion y 4) andlisis a posteriori y
evaluacion. Se la valida a partir de la confrontacion entre el andlisis a priori y a
posteriori. (Artigue, Douady, Moreno y Gémez, 1995). En el marco de las dos primeras
fases se realizo: el andlisis epistemoldgico para caracterizar los conocimientos en juego,
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el estudio de las eventuales dificultades que podrian presentarse a los estudiantes, la
seleccion de problemas que involucraran a las ED como modelos matematicos de
fenomenos de diversa indole, previéndose posibles procedimientos de resolucion. La
fase de experimentacion consistio en la puesta en escena de las actividades elegidas, en
el transcurso de una clase de tres horas de duracion de la Asignatura Analisis IV de
tercer afio de los profesorados antes mencionados, durante el ciclo lectivo 2013. La
cuarta fase se concretd6 en base al andlisis de registros escritos y de grabaciones
audiovisuales realizados por las investigadoras.
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4. Analisis y discusion de la propuesta

En la cohorte 2013, se introdujo el estudio de las ED Autéonomas a través de un
problema aplicado a la descripcion del crecimiento de una poblacion de peces. Para ello
se presentd a los estudiantes un texto breve elaborado en base a la bibliografia
sugerida®? en el programa de la asignatura, se los inst6 a realizar una lectura del mismo
y a interpretar la informacién proporcionada. Luego se entregd consignas de trabajo
vinculadas al tema. Ambos se muestran en las figuras 1 y 2, respectivamente.
En esta oportunidad no se solicitd a los estudiantes que elaboren un modelo que se
ajustara a cierta informacion brindada, dado que la finalidad de la tarea era la
interpretacion del mismo y la reflexion sobre el significado de los diferentes pardmetros
y variables intervinientes, asi como la extraccion de informacion asociada sin resolver la
ED.
Se estima que este trabajo previo de interpretacion de modelos (fig. 1 y 2) fue lo que
posibilitd tener conocimientos que sirvieran de andamiaje para la resolucion del modelo
de depredador-presa que fue presentado con posterioridad (fig. 3).
El andlisis de este modelo y de los resultados que se obtuvieron con alumnos que
cursaron la asignatura un afio antes fueron objeto de estudio de un trabajo anterior
(Zang, Fernandez von Metzen y Leon, 2015). Hay que destacar que la misma actividad
generd mejores estrategias de resolucion para el grupo de alumnos observado en 2013.
Para respaldar estas afirmaciones se puede citar, por ejemplo, que en la cohorte 2012, en
la consigna 2 de la secuencia mostrada en la fig. 3, los estudiantes tuvieron dificultad en
concretar la interaccion entre las especies, en cambio en la cohorte 2013 este factor de
interaccion se simbolizé de forma natural como el producto de las dos poblaciones.
Volviendo al analisis de las interacciones de los alumnos con el material mostrado en la
fig. 1, se observd que, han tenido dificultades para leer e interpretar la informacion
dada: aun cuando dicho texto explicite que y  representa la tasa de cambio de la
poblacion de peces, algunos grupos la han considerado como la cantidad de peces que
hay en el lago. Al respecto afirman:

Al: - “y" es la cantidad de pescado, en toneladas, que hay en el lago en un ano”.

A2:“la tasa de nacimientos es lo que mas se produce en un aflo”
Al: “bueno, puede ser... porque esto obviamente no va a ser negativo” (sefiala y”). Esta
dificultad implica una confusion entre la funcion y su derivada. Ademas, se interpreto el
factor de sobrepoblacion como un factor que disminuye la tasa de mortalidad, cuando en
realidad la aumenta. En general, consideraron a m como la tasa de mortalidad e
ignoraron que ésta estd representada por m+cy(?). En la puesta en comun colectiva y en
la interaccion con el experto, los alumnos fueron elaborando interpretaciones cada vez
mas Optimas.

%2 El material de lectura se elaboré en base a la propuesta que se hace en Borelli, R. y Coleman, C.
(2002). “Ecuaciones Diferenciales: Una perspectiva de modelacion”. México: Oxford University Press
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Crecimiento de una poblacion de peces
Suponga que se observa una poblacién de peces enun lago vy que la misma puede describirse considerando
las tasas de nacimiento, muerte y captura. Si se mide la poblacién de peces y(7) en el instante 7, la tasa de

cambio neta dela poblacién de peces, expresada en toneladas de pescado por afio, es d\_(t) =y
d
Entonces: )’ =tasadenacimiento—tasademuerte—tasa de captura
Donde se ha supuesto que las tasas de pecesinmigrantes y emigrantes de los rios que se comunican con el
lago se anulan entre si.
De la observacion minuciosa de numerosas especies durante muchos afios se sabe que la cantidad de peces
que nacen y mueren es proporcional al tamafio de la poblacién:
tasa denacimiento en el instante t= by(r)

tasa demortalidad en el instante t=(m+cy(t)py(t)
Donde m, b y ¢ son constantes de proporcionalidad nonegativas. Observe que al coeficiente de mortalidad
natural m se le ha sumado el término ¢y(7) que explica la sobrepoblacion, puesto que a medida que la
poblacion crece enun habitat estable, la tasa de mortalidad suele crecer muchomasrapido delo que puede
explicarse con unsolo coeficiente constante m. El término de “sobrepoblacion™ ¢)(7) es necesario para

modelar este factor de mortalidad acelerado.
Si H es la tasa de captura. Entonces y'=by(t)-(m+cy(t))y(z)- & 6 bien:

y’=|‘b—m)y—cy:—H é y'=ay—c'y:—H

Fig. 1. Texto introductorio para estudiar el modelo de crecimiento de una poblacion de peces en un lago

Posteriormente, se les present6 las dos consignas mostradas en la figura 2. En cuanto a
estas, especificamente la consigna 1 a), un grupo de alumnos opind que debe tratarse de
una funcidén cuadratica puesto que el segundo miembro de la ED es una funcion de
segundo grado. Continuaron la discusion, hasta que visualizaron que en tal caso no
estarian graficando la funcion y sino y’. Se equivocaron después en el proceso de
integracién y la solucion hallada, ademéas de no ser correcta, les resulté dificil de
graficar.

Consigna N° 1: Considere el siguiente problema de wvalor inicial que describe el

comportamiento de una poblacion de peces:
"=y—li,,v* ¥0)=7,

(a) A partir de la ED, esbozar un grifico que represente soluciones al problema para diferentes

poblaciones iniciales. (b) ;Qué significa en el contexto del problema que y(f) = 0 6 bien que

y(#)= 127 ;Qué relacion tienen estos valores de y con las soluciones de la ecuacion diferencial?

(c) Resuelva el problema en forma analitica v determine que sucede con la poblacion de peces a

medida que pasa el tiempo. ;Como podria relacionarlo con lo que se encontré anteriormente?

Consigna N° 2: Si por el momento se omite el témmino de captura, el modelo puede ser
representado por el siguiente problema de valor inicial:

V' =ay-c 0)=y, a, ¢y )y constantes positivas.

(a) ;Para qué valores de y;la poblacion de peces aumenta? ;Para qué valores de y; la poblacion
de peces disminuye? ;Para qué valores de ), la poblacion de peces se mantiene constante en el
tiempo? (b) Esboce un grafico que represente la poblacion de peces a medida que pasa el tiempo
para diferentes poblaciones iniciales.

Fig. 2. Consignas para trabajar el modelo de crecimiento de una poblacion de peces en un lago
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Consigna N 1: En la dinamica de la vidaninguna especie esta sola. Suponga que dos especies de animales
distintas interactian en el mismo ambiente o ecosistema; ademas la primera come plantas y la segunda se
alimenta de la primera. En otras palabras una especie es depredadora y la otra es la presa. Por ejemplo, x(?)
e y(7) denotanlos tamafios de las poblaciones de conejos y zorros, respectivamente. Proponga un modelo
matematico que describa el comportamiento de cadauna de las especies en ausencia de interaccién con la
otra especie, sabiendo que la velocidad de crecimiento de una poblacién es proporcional a su tamafio.
Consigna N 2: Suponga ahora que las dos especies interactian, y que los zorros se comen a los conejos y
que la razdn a la que los conejos son devorados es proporcional a la taza de encuentros entre ambas
especies y que, ademas la tasa de nacimientos de los zorros va en proporcion al nimero de conejos
comidos por zorro, que es proporcional a larazén a la que los conejos y zorros interactian. Proponga un
modelo matematico que describa el comportamiento de cada una de las especies sabiendo que, si x(2) o (1)
aumentan el niimero de interacciones aumenta vy que si alguna de ellas es cero, el numero de interacciones
también es cero.

Consigna N 3: En los siguientes modelos de poblacién depredador-presa, x representa la presa e y
representa los depredadores.

CONGRESO INTERNACIONAL DE er
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p  Eosioag if)

x-Sy
a a e
2=—23'—lx3' £=-2v-6x1'
dt 2 dt il .

(a) ¢En qué sistema se reproduce mas rapidamente la presa cuandono hay depredadores e igual numero de
presas? (b) ;En qué sistema tienen los depredadores mas éxito de cazar presas? En otras palabras, si el
numero de depredadores y presas son iguales para los dos sistemas, ;en qué sistema los depredadores
tienen un mayor efecto sobre la razén de cambio de las presas? (c) ; Qué sistema requiere mas presas para
que los depredadoreslogren una tasa de crecimiento dada (suponiendo nimerosidénticos de depredadores
en ambos casos?)

Fig. 3: Secuencia propuesta a los alumnos para el estudio del sistema depredador-presa

Ante las dificultades observadas, la docente intervino preguntando si hay alguna
solucion que les resulte inmediata. Interrogd especificamente sobre qué sucede si se
tiene una poblacion inicial de cero. Los alumnos respondieron que eso implicaria la
ausencia de peces y una poblacion nula en todo tiempo, en consecuencia la tasa de
cambio seria nula y se corresponderia con una solucion para el modelo.

Otro grupo de estudiantes analizé qué nuevo valor de la poblacion haria que el segundo
miembro de la ED sea cero, y asi encontraron que yo= 12 lo anula. En este grupo
aparece en forma implicita la nocion de solucion de equilibrio s6lo que alin no toman
conciencia de que ese es el concepto que estd detras. Contintan discutiendo y llegan a
esbozar la grafica de otras soluciones, estableciendo si estas son crecientes o
decrecientes, en base a analizar el signo de la derivada de acuerdo a la condicion inicial
elegida. En cierta forma llegan a construir una primera introduccion al andlisis de los
planos de fase. Cabe aclarar que este procedimiento surgid en el interior de uno de los
grupos y luego fue socializado.

Posteriormente, se discutieron estas estrategias de resolucion en el pizarron y llegandose
a una interpretacion consensuada. Se les presentd luego la misma secuencia de
depredador-presa que fue trabajada con los alumnos de la cohorte 2012. En esta
oportunidad, como ya se mencion6 antes, tuvieron menores dificultades para traducir a
una expresion matematica la informacion dada en lenguaje coloquial; los
procedimientos de resolucion fueron similares a los que emplearon sus pares que
cursaron la materia un afio antes.

5. Reflexiones finales

A partir del andlisis efectuado, se puede resaltar que es poco probable que los diferentes
aspectos que hacen a la interpretacion de modelos surjan espontdneamente en los
alumnos, es esencial destinar tiempo de las clases para el estudio y analisis de modelos.
Se asume que este tipo de practicas generan espacios de elaboracion de conocimientos
matematicos nuevos, constituyen instancias de resignificacion de aquellos abordados
anteriormente, y al mismo tiempo funcionan como una forma de motivacion extrinseca.
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La experiencia realizada dejo resultados positivos, dado que permitié al estudiante
compartir con sus pares apreciaciones, formular conjeturas, escuchar y validar otras
explicitadas por sus compafieros, recurrir a diferentes estrategias de abordaje del
problema de acuerdo a las relaciones percibidas de la interpretacion del mismo.
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