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Resumen

En este pdster se presenta una propuesta educativa para la ensefianza de sistemas de ecuaciones
diferenciales utilizando el paquete Mathematica. Se consideran ejemplos de sistemas mecanicos
como péndulo simple y doble, movimiento de planetas, sistemas de masas y resortes, movimiento
en la presencia de potenciales diversos, entre otros. Las ecuaciones de movimiento se obtienen
a partir del hamiltoniano de cada sistema mecanico, y de las ecuaciones de Hamilton.
Posteriormente se utiliza el método de Runge-Kutta RK4 para resolver numéricamente el sistema
de ecuaciones diferenciales obtenido. Finalmente, se construyen interfaces gréaficas interactivas
para cada sistema propuesto, con ellas se analizan los fendmenos fisicos estudiados. Como
resultado, alumnos de ingenieria que usan y construyen interfaces graficas han obtenido mejora
en su comprension de sistemas de ecuaciones diferenciales y su uso en mecanica clasica.
Ademas, cambian sus ideas previas sobre el alcance de la fisica clasica y de las ecuaciones
diferenciales, obtienen mayor confianza en sus conocimientos y pueden resolver problemas
dindmicos mediante el uso de técnicas numéricas simples.

Introduccion

El uso la modelacién matematica en la ensefianza de las ecuaciones diferenciales permite que los
estudiantes desarrollen competencias de analisis, solucion de problemas y uso de tecnologia
(Abudiab, 2001; Rodriguez, 2010; Rodriguez & Rivera, 2016). Santiago (2002) y Santiago &
Quezada (2014) han propuesto utilizar tecnologia mévil para construir laboratorios interactivos
matematicos que permitan el andlisis de diferentes fendmenos fisicos. Su propuesta radica en
construir simuladores y que los estudiantes respondan preguntas sobre lo que observan y, a su
vez, construyan sistemas o widgets similares.

En un curso de ecuaciones diferenciales, es comun que se estudien sistemas mecanicos o fisicos,
como sistemas de dos masas interactuando mediante resortes, modelos de evolucion dinamica de

epidemias, o analisis de circuitos. Casi todos estos ejemplos se modelan mediante sistemas de
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ecuaciones diferenciales lineales, lo que permite, en la mayoria de los casos, determinar
soluciones analiticas. Sin embargo, el estudio de sistemas méas complejos requiere el establecer
una técnica que permita analizar diferentes posibilidades. Por ejemplo, un péndulo doble para
oscilaciones no pequerias se estudia con un sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden no lineal, o su equivalente, un sistema de cuatro ecuaciones de primer orden no lineales.
En este trabajo se muestra un esquema simple para incorporar el estudio y analisis de sistemas
mecénicos mediante el uso de un codigo RK4 simple para sistemas de ecuaciones diferenciales.
El cédigo fue escrito en el lenguaje Mathematica, lo que permite construir widgets genéricos de
exploracién computacional.

Sistemas de Ecuaciones en Mathematica

Para ilustrar la propuesta considere el sistema de dos masas m, y m, interactuando que se
muestra en la figura 1. Las masas estan ubicadas en x;, x,, sus velocidades estan dadas por v, y

v,. Lo que implica que sus cantidades de movimiento son p; = myv; y Py = Myv,.

\

N\ —\\—

Figura 1. Sistema de dos masas interactuantes
Si los resortes tienen constantes k1, k3 y k3 entonces el hamiltoniano del sistema (energia) es
PZ PZ
H=-— 4+
2m;  2m,

1 2 1 2 1 2
+Ek1x1 +Ek2(x2 - Xl) +§k3x2

Las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento se determina mediante las ecuaciones
de Hamilton (Goldstein, 1987), estas son:
0H . OH .  o0H . = O0H

=5 =—; PP=—7—; P, =
op,’ 27 9p, 'T Toax, 2T T ox,
La solucion de estas ecuaciones se hace mediante el método de Runge Kutta RK4. La

X.‘1:

implementacion en Mathematica requiere los programas rk4 y Hamilton (Espinosa et al, 2010).
El primero resuelve numéricamente un sistema de ecuaciones diferenciales, ver tabla 1.

El segundo establece las ecuaciones de Hamilton y las resuelve numéricamente. Posteriormente,
se construye un widget mediante el comando Manipulate del paquete Mathematica, en la figura
2 se muestra una imagen del widget. Alli se observa que el sistema se mueve de acuerdo a la

solucion de las ecuaciones diferenciales y es posible cambiar masas y constantes de resortes.
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Tabla 1. El codigo para el método Runge Kutta y las ecuaciones de Hamilton

rkds[func_,vars_,ci_,{n_,h_}]:=
Module[{m,vals,funciones,datos,regla,k,i,k1,k2,k3,k4},
m=Length[vars];
vals=ci;
funciones=Prepend[func,1];
datos=Table[
regla=Table[vars[[k]]->vals[[K]],{k,1,m}];
k1=h*funciones /.regla;
regla=Table[vars[[k]]->vals[[K]]+k1[[k]]/2,{k,1,m}];
k2=h*funciones/.regla;
regla=Table[vars[[K]]->vals[[k]]+k2[[K]]/2,{k,1,m}];
k3=h*funciones/.regla;
regla=Table[vars[[K]]->vals[[k]]+k3[[K]].{k,1,m}];
k4=h*funciones/.regla;
vals=vals+(k1+2k2+2k3+k4)/6,{i,1,n}];
datos=Prepend[datos,ci]]

hamiltonsol[ham_,{q_,p_},{q0_,p0_}{n_,h_}]:=Module[{qp,qa,pa,m,ecl,ec2},
m=Length[q];
ecl=Table[D[ham,p[[i]]].{i,1,m}];
ec2=Table[-D[ham,q[[i]]].{i,1,m}];
rk4s[Flatten[{ecl,ec2}],Flatten[{t,q,p}], Flatten[{0,q0,p0}],{n,h}]]
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Sistemas masa—resorte
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Figura 2. Widget para sistema de dos masas interactuantes

Propuesta en el aula
La actividad de construccion de widgets que modelan sistemas mecanicos se implement6 en un

curso de ecuaciones diferenciales donde los estudiantes recibieron como reto implementar

algunos sistemas fisicos como, por ejemplo: movimiento en la superficie de un cono, péndulo

doble y triple 0 movimiento en un sistema solar binario. Participaron 28 estudiantes en el ciclo

agosto-diciembre de 2016. Los resultados de los widgets se muestran en anexo A. La secuencia

didactica seguida fue:

1)

2)
3)
4)
5)
6)
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Practica de laboratorio sobre los métodos de Euler, Euler Modificado y Runge Kutta

utilizando Mathematica.

Construccion de Widgets en Mathematica

Las ecuaciones de Hamilton de la mecénica y su solucion
Sistema de dos masas interactuantes

Proyecto a desarrollar.

Presentacion de proyectos
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El trabajo se desarroll6 en cuatro sesiones de hora y media. Al final los estudiantes evaluaron la
actividad mediante una encuesta sobre tecnologia. Los resultados de la encuesta indican mayor

aprecio por el uso de Mathematica y de interfaces gréaficas.

Conclusiones

La incorporacion de herramientas tecnoldgicas en cursos de matematicas permite a los
estudiantes explorar conceptos y deducir conclusiones. Sin embargo, es necesario que los
estudiantes profundicen sobre los conceptos mediante la creacion de sus propias herramientas
tecnologicas. En la propuesta de creacion de interfaces o widgets interactivos sobre sistemas de
ecuaciones diferenciales, los estudiantes logran comprender el potencial de las ecuaciones
diferenciales y el papel que tienen en la mecénica actual. Los estudiantes cambian sus ideas
previas sobre el alcance de la fisica clasica y de las ecuaciones diferenciales, obtienen mayor
confianza en sus conocimientos y les permite resolver problemas dindmicos mediante el uso de

técnicas numéricas simples.
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Anexo A. Péster

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON MATHEMATICA

Ma. de Lourdes Quezada Batalla, Rubén Dario Santiago Acosta.

Tecnolégico Tecnoldgico de Monterrey, Campus Estado de México, México. Vill CIBEM
de Monterrey lquezaada@itesm.mx; ruben.dario@itesm.mx
Resumen

En este poster se presenta una propuesta educativa para la ensefianza de sistemas de ecuaciones diferenciales utilizando el paquete
Mathematica. Se consideran ejemplos de sistemas mecanicos. Se utiliza el paquete para construir el hamiltoniano de cada sistema y sus
correspondientes ecuaciones diferenciales de Hamilton. Posteriormente, se usa el método de Runge Kutta RK4 para resolver numéricamente éstas
dltimas. Finalmente, se construyen interfaces graficas interactivas para cada sistema propuesto, con ellas se analizan los fenémenos fisicos

estudiados. Como resultado, alumnos de ingenieria que usan y construyen interfaces graficas han obtenido mejora en su comprension de sistemas
de ecuaciones diferenciales y su uso en mecanica.

Péndulo Simple
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rkas[fune_vars_ci_{n_h_}J:=
iones, datos,regla,k,i,k1,k2,k3,kd),

m=Lengthvars];

vals=ci;

funciones=Prepend|func,1];

datos=Table[
regla=Table{vars[[k]|vals((k]),{k.1,m}};
Ki=h*funciones /.regla;

{k,1,m}];

K2=h*funciones/.regla;
,1,m)]:

k3=h*funciones/.regla;
{k1m}l;

Kd=h*funciones/.regla;
vals=vals+(ki+2k2+2k3+ka)/6,0i1,0}];
datos=Prepend[datos,ci] ]

hamiltonsolfham_{a_,p_}{q0_,p0_k{n_h_H:=
Module[{qp,qa,pa,m,ecl,ec2},
m=Lengthlql;
eci=Table[D[ham,p[(il]],{i,1,m}];
ec2=Table[-D[ham,q[[i]]].{i,1,m}];
rkas[Flattenl{ec1,ec2}] Flatten(it,q,p}l,
Flatten[{0,q0,p0}],{n,h}] ]

Potencial de Morse

Conclusiones

v El uso de interfasés graficas interactivas permite analizar y comprender mejor los conceptos :
basicos relacionados con sistemas de ecuaciones diferenciales. e Referencias

v’ Los estudiantes cambian sus ideas previas sobre el alcance de la fisica clasica y de las p
: 2 : . g 5o > equations course, Jourmal of Computing Siences in Colleges, 16{3], 7-13,
ecuaciones diferenciales, obtienen mayor confianza en sus conocimientos y les permite Santiago, k. & Quezada, L. (201¢). Lab i
SRt - R b 5 itflaboratorlomatematicas weebiy.com
resolver problemas dinamicos mediante el uso de técnicas numéricas simples.

Goldstein, H. (1987}, Mecdnica cidsico, Reverté,

Abudia, M. {2001). The impact of technology on teaching an ordinary differential
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