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RESUMEN.

Con este trabajo pretendemos mostrar un tipo de materiales que puedan
resultar mas o menos novedosos por los contenidos tratados pero mas aun
por los objetivos que se persiguen, en tres areas de habilidades
matematicas distintas. Pero es en la manera de evaluar estas tareas donde
encontramos su principal novedad. Esto es, no se trata de meros trabajos
de ampliacion o profundizacidon ajenos a la materia o tal vez solo para
alumnos con altas capacidades en nuestra asignatura, sino que forman
parte de la nota trimestral de los alumnos saliéndose en gran medida de lo
gue suele ser habitual en nuestras aulas, pero acercandose desde una
perspectiva muy interesante al desarrollo de las competencias basicas y a
la introduccién de patrones y modelos matematicos en edades tempranas.

Nivel educativo: Aunque los ejemplos son de 3° de la ESO las ideas son
aplicables a toda la ESO.

1. INTRODUCCION.

Presentamos en este trabajo una coleccidon de actividades relacionadas
con tres areas de habilidades inherentes al desarrollo del pensamiento
matematico: la investigacién de patrones, la comunicacion matematica y la
reflexion. Son actividades reales, desarrolladas con alumnos de 3° de la
ESO del Colegio de San Francisco de Paula de Sevilla (
http://www2.sfpaula.com/ ) y que constituyen parte de su nota en la
evaluacién trimestral (es este un elemento diferenciador puesto que no son
ciertas tareas extras para algunos alumnos, sino que tienen un peso real y
especifico en la nota trimestral de todos los alumnos).

Todas ellas estan imbuidas del espiritu y metodologia que promueve el
Programa de Anos Intermedios (PAI) de la Organizacién del Bachillerato
Internacional (OBI, http://www.ibo.org/es/), adaptadas a nuestro enfoque
pedagdgico como colegio e inmersas en el desarrollo de los temarios
oficiales espafoles. (Somos miembros de esta organizacion desde 1997 y
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en el 2009 fuimos autorizados para impartir ademas el Programa del
Diploma para alumnos de Bachillerato).

A veces estas tareas estan intimamente ligadas a los contenidos
desarrollados en los programas y sirven para afianzarlos desde otras
perspectivas, a veces se salen de los contenidos oficiales enriqueciendo aun
mas sus conocimientos de la Historia de las Matematicas, por ejemplo, o la
adquisicidon de destrezas mas allad de las basicas.

2.DESCRIPCION DE LAS TRES AREAS Y DE LOS
OBJETIVOS PERSEGUIDOS.

La primera de las areas trabajadas es la Investigacion de patrones,
una primera aproximacion a la obtencién de modelos y a la formalizaciéon en
términos matematicos de los fendmenos que siguen alguna pauta.

"La investigacion de patrones permite a los alumnos experimentar el
placer y la satisfaccion del descubrimiento matematico. Mediante el uso de
investigaciones matematicas, los alumnos tienen la oportunidad de aplicar
conocimientos matematicos y técnicas de resolucion de problemas, generar
y analizar informacion, encontrar relaciones y patrones, y describirlos en
términos matematicos como reglas generales proporcionando justificaciones
o pruebas.

Al final de cada curso, cuando se investiguen problemas tanto tedricos
como de la vida real, el alumno debe ser capaz de:

e seleccionar y aplicar las técnicas matematicas de resolucion de
problemas y de investigacion adecuadas

e reconocer patrones

e describir patrones como relaciones o reglas generales

e extraer conclusiones coherentes con los hallazgos

e justificar o demostrar reglas generales y relaciones matematicas.
(Guia de Matematicas, OBI).

14

Las otras dos areas mencionadas mas arriba solemos trabajarlas
conjuntamente, en una misma tarea o actividad, pues por sus propios
objetivos son facilmente aplicables a un mismo tipo de proyecto casi
siempre intimamente relacionados con situaciones reales.

La Comunicacion en matematicas estd ligada a las posibilidades de
las matematicas como lenguaje universal.

"Se espera que los alumnos utilicen el lenguaje matematico
adecuadamente al comunicar las ideas, los razonamientos y los hallazgos,
tanto de forma oral como escrita.

Al final de cada curso el alumno debera ser capaz de comunicar las ideas,
los razonamientos y los hallazgos demostrando que:

e utiliza el lenguaje matematico adecuado (notacion, simbolos,
terminologia) en explicaciones tanto orales como escritas
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e utiliza diferentes formas de representacion matematica (féormulas,
diagramas, tablas, cuadros, graficas y modelos)
e pasa de una forma de representacion a otras.

Se anima a los alumnos a elegir y utilizar las TIC apropiadas, cuando
dispongan de ellas, para mejorar la comunicacion de sus ideas
matematicas". (Guia de Matematicas, OBI).

En la Reflexion en matematicas acercamos al alumno al andlisis de sus
hallazgos, del propio proceso, de las multiples estrategias y a la valoracién
del error como un elemento mas de aprendizaje y comprension.

"Al final de cada curso los alumnos deberan ser capaces de:

e explicar si sus resultados tienen sentido en el contexto del problema

e explicar la importancia de sus hallazgos

e justificar el grado de precisién de sus resultados, cuando corresponda

e sugerir mejoras para el método cuando sea necesario.” (Guia de
Matematicas, OBI).

3.LA EVALUACION: UN ELEMENTO DIFERENCIADOR.

Estas tres areas de desarrollo de habilidades, destrezas y competencias
basicas matematicas, son para nosotros tres de los cinco criterios de
evaluaciéon de nuestra materia, con un peso total dentro de la misma del
30%.

Lo que distingue la evaluacién de este tipo de tareas que miden la
adquisicidon paulatina de destrezas es que la calificacion sumativa se emite
al final del proceso, es decir, previamente a la emision de la nota que
entrard a formar parte de la evaluacién del alumno se desarrolla al menos
una actividad similar, orientadora, preparatoria, que se evaluara
formativamente. Esta evaluacion formativa permite informar al alumno de
sus debilidades y fortalezas y ofrecerle el feedback necesario para que
mejore y alcance los niveles adecuados antes de enfrentarse a la tarea final
del proceso de la que emitiremos una calificacién que si contara en su
expediente.

Ademas, la calificacion se emite utilizando bandas de calificacion o niveles
de descriptores que marca la propia Organizacién y que debemos adaptar y
reformular para cada actividad planteada segln nuestros propios criterios
como colegio. Se puede ver un ejemplo de estas rubricas adaptadas a las
distintas actividades en los casos que recogemos mas abajo.

4.UN EJEMPLO DE PATRONES: "LA ESCITALA
ESPARTANA"

4.1. OBJETIVO:

Esta actividad no estad conectada de forma directa con ninguna leccién del
temario, aunque de forma tangencial puede relacionarse con el tema de
“Sucesiones y Progresiones”.
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Con ella se pretende conseguir que los alumnos desarrollen la habilidad
del reconocimiento de patrones matematicos que es dificil de adquirir
mediante los ejercicios que tradicionalmente se desarrollan en el aula,
basicamente de célculo.

Estuvo enmarcada dentro de otras actividades relacionadas con la
Criptografia: una sesion inicial en la que se habl6 del cifrado de César, el
visionado de documentales sobre la maquina Enigma y la recomendacién de
la lectura del libro Susana Mataix, Lee a Julio Verne: El amor en tiempos de
Criptografia, Rubes, 2002.

4.2. METODOLOGIA:

Esta actividad se realizé en tres grupos de 3° ESO (88 alumnos). En una
primera fase se les planted a los alumnos una actividad formativa que se
desarrolldé en dos sesiones de una hora cada una:

En la primera se realizd una breve introduccién a la historia de la
Criptografia y se hizo un ejemplo practico (el profesor explicd el método y
los alumnos lo aplicaron individualmente mientras el profesor iba por la
clase resolviendo dudas).

En la segunda sesidn se le planted a los alumnos una actividad similar
gue debia ser resuelta en clase de forma individual. A continuacion se hizo
una puesta en comun de los resultados y se hizo una correccion cruzada del
ejercicio. Se evaluo teniendo en cuenta los descriptores que se adjuntan.

En una segunda fase, tras haber comprobado el profesor que la técnica
habia sido suficientemente asimilada, se les puso una prueba similar, esta
vez evaluada mediante una nota sumativa. Esta segunda fase se desarrolld
en una sola sesion de una hora de duracion.

Para realizar la actividad los alumnos usaron los siguientes materiales:
cilindros de distintos grosores (pueden servir barras de pegamento), papel,
regla y tijeras.

4.3. COMENTARIOS:

Fue una actividad interesante para los alumnos desde un primer
momento, al tratarse de un tema novedoso para ellos, conectado con
distintos momentos de la Historia. Este interés por su parte hizo que los
alumnos estuvieran motivados y receptivos, consiguiendo muy buenos
resultados.

4.4. DESARROLLO:
12 SESION: INTRODUCCION TEORICA Y EJEMPLO

A los alumnos se les dio un resumen de la evolucidon histdrica de la
Criptografia sobre el que haremos algunos comentarios en la exposicion.

NO orden de la letra | Orden/fila NO fila
1 1 1
2 1 2
3 1 3
4 2 1
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5 2 2
6 2 3
7 3 1
8 3 2
9 3 3
10.. 4.. 1

Vamos a suponer que hemos enrollado la tira de papel dando nueve
vueltas alrededor de la escitala y hemos escrito 3 lineas. Por tanto, al
desenrollar vemos 27 letras, de tal forma que:

Luego, en este caso, el patrén en cuanto a su posicién en el mensaje
cifrado es:

NO letra= 3(n° columna -1)+ nO fila

Este tipo de criptograma se llama de transposicion, porque siempre salta
un numero fijo de posiciones, es decir, ademas del anterior, existe otro
patron que, expresado como término general de una sucesidn recurrente
es:

Letra en posicién (n +1)= Letra en posicién n + 3

Para resolverlo sin tener la escitala hay que hacer una cuadricula
rectangular, escribiendo el texto cifrado en columnas verticales hasta que en
horizontal aparezca un mensaje. Hay que ir probando con el niumero de filas
hasta obtener un resultado légico.

EJEMPLO

El mensaje cifrado que nos han mandado es una tira de papel en la que
aparece la siguiente secuencia de letras:
LTEOAUICRNIEACOSNTES
Vamos a ir probando con distintas cuadriculas, empezando por una de
dos filas:

L E A I R I A 0] N E

T o) U C N E C S T S
Como vemos, no tiene sentido en horizontal. Pasamos a una cuadricula
de tres filas:

L 0 I N A S E
T A C I C N S
E U R E 0 T

Tampoco tiene sentido. Pasamos a una de cuatro filas:
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L A R A N
T U N C T
E I I @) E
@) C E S S
Intentamos ahora con una de cinco filas:
L U I S
T I E N
E C A T
@) R C E
A N 0 S

Efectivamente, el texto claro es: “Luis tiene catorce afios”. Vemos que en
todos los casos se salta cinco posiciones. Para comprobar el patréon, usamos
ahora la expresioén:

NO letra= 5(n® columna -1)+ no fila
Por ejemplo: la letra que aparece en el lugar 10° (N) esta en la 52 fila en
22 posicidn. Igualmente, su patron de descodificacion es :
Letra en posicién (n +1)= Letra en posicion n + 5

23 SESION: ACTIVIDAD PROPUESTA
Te ha llegado el siguiente texto cifrado:
LTENNALAALEEROCELSLDLISUEBEA

Debes tener en cuenta que estd cifrado segun la técnica de la escitala
espartana y que en este mensaje aparece un hueco que hay que dejar.
Ahora, contesta a las siguientes preguntas:

a) Halla el texto claro.

b) ¢éSigue patrén  de descodificacion como sucesidn recurrente?
Compruébalo.

c) ¢éSigue algun patréon en cuanto a la posicidn? Si es asi, hallalo vy
compruébalo con la letra B.

d) ¢Puedes dar alguna justificacion geométrica a este método? ¢Sirve
este aspecto geométrico como sistema de descodificacion? (Repite el
proceso con otro cilindro diferente y observa lo que ocurre).

Descriptor PAI para el criterio B Indicadores para esta
prueba

El alumno no alcanza ninguno de los
niveles  especificados por los
descriptores que se exponen a
continuacion.

1 — 2 |El alumno aplica técnicas matematicas de |Plantea adecuadamente el método
resolucién de problemas para reconocer |de descodificacidon con cuadricula.

El alumno no alcanza ninguno de los niveles
especificados por los descriptores que se
exponen a continuacion.
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patrones sencillos, aunque necesita |Encuentra el texto plano (a).
cierta orientacion por parte del
profesor.

3 — 4 |El alumno selecciona y aplica técnicas
matematicas de resolucién de problemas
para reconocer patrones y sugiere
relaciones o reglas generales.

5 - 6 |El alumno selecciona y aplica técnicas
matematicas de resolucion de problemas
para reconocer patrones, describe los
patrones como relaciones o reglas generales
y saca conclusiones de acuerdo con los
hallazgos.

El alumno selecciona y aplica técnicas
7-8 matematicas de resolucion de problemas
para reconocer patrones, describe Ilos
patrones como relaciones o reglas generales,
saca conclusiones de acuerdo con los
hallazgos y proporciona justificaciones o
demostraciones.

Halla el patrén de descodificacion de
forma recurrente y lo comprueba

(b).

Halla una expresién general para el
patron de localizaciéon de cada letra
y lo comprueba (c).

Justifica el apartado b.

Intenta justificar el método desde el
punto de vista geométrico y obtiene
una expresidon general del patron
geomeétrico.

5.UN EJEMPLO DE COMUNICACION Y REFLEXION:
“ESTUDIO DE BENEFICIOS DE UNA EMPRESA”

5.1. OBJETIVO:

Esta actividad se desarrolla dentro del tema “Funciones” y con ella se
busca complementar los ejercicios tedricos que se practican habitualmente.

Se consigue que los alumnos adquieran con mas facilidad los conceptos
del tema, ademas de conectar con problemas de la vida real y que perciban
claramente la presencia de las Matematicas en distintos ambitos de la vida
cotidiana.

Este tipo de actividades permite la atenciéon a la diversidad, ya que es
posible plantear un numero menor de preguntas o, si es necesario,
aumentarlas en numero y en profundidad para aquellos alumnos que
demandan ejercicios superiores.

5.2. METODOLOGIA:

Se planted en tres grupos de 3° ESO, formados por un total de 88
alumnos, desarrollando la actividad en dos fases:

En una primera fase se les propone a los alumnos una actividad formativa
gue desarrollan individualmente en una sesién de una hora de duracién, con
ayuda del profesor en los casos en que sea necesario.

En la segunda fase, y en condiciones de examen, se les propone a los
alumnos una actividad similar.

5.3. COMENTARIOS:

Al igual que suele ocurrir con cualquier actividad que rompe la rutina de
la clase, esta también atrajo la atencidon de los alumnos. Les resultd
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motivador vy, al igual que en la actividad anterior, permitié que los alumnos
consiguieran buenas calificaciones.

5.4. DESARROLLO:

Una empresa estuvo funcionando durante un cierto periodo de tiempo y
los beneficios, en miles de euros, variaron con el tiempo (x) que estuvo
funcionando (expresado en afios) segln se puede apreciar en la grafica
siguiente:

F N . »
beneficios (miles de euros)
9__

.
74

6+

lempo (aiios)
1 1 'Y

1 1 1 1 1 1 1 1 : I I ) L4
- -/ 2 3 4 5 e 7 8 9 10 11 12 13
1

Contesta razonadamente a las siguientes preguntas:

e ¢(Cuanto tiempo estuvo en funcionamiento la empresa? Exprésalo
con notacién matematica.

e Razona si crees que, desde el punto de vista de la empresa, era
l6gico que dejara de funcionar cuando lo hizo.

e (Entre qué valores de pérdidas y/o beneficios trabajé la empresa?
Exprésalo en notacion matematica. ¢éEn qué periodo de tiempo
hubo pérdidas? ¢y beneficios? Razona tu respuesta.

e ¢(Cudles fueron sus valores maximos y minimos? Exprésalos en
notacién matematica, razonando si se trata de extremos absolutos
o relativos.

e Expresa verbalmente y en notacion matematica los afios en los que
los beneficios aumentaron y disminuyeron.

e Razona si esta afirmacion es verdadera o falsa: “Los beneficios de
la empresa no corresponden a una funcién continua, porque su
grafica cambia de forma en x =2, x=5y x=8".

6.UN EJEMPLO QUE COMBINA LAS TRES AREAS:
“"MOSAICOS”

6.1. OBJETIVO:

Esta actividad se desarrolla dentro programa de 3° ESO y con ella se
desarrolla integramente el tema de “Movimientos en el plano”.
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6.2. METODOLOGIA:

Se plantedé en tres grupos de 3° ESO, formados por un total de 71
alumnos, desarrollando la actividad en dos fases:

En una primera fase se les propone a los alumnos la actividad formativa
que se adjunta y que desarrollan individualmente en tres sesiones de una
hora de duracién, con ayuda del profesor en los casos en que sea necesario
y consultando el libro de texto, si lo necesitan.

En la segunda fase, y en condiciones de examen, se les propuso a los
alumnos una actividad mas corta y del mismo grado de dificultad que debe
ser resuelta en una Unica sesién de una hora de duracion.

6.3. COMENTARIOS:

Dado lo novedoso del tema para ellos, les costdé un poco conectar con la
actividad, pero tras unos pocos minutos, estaban plenamente centrados en
ella. Ademas, para el caso de la primera figura se les pidi6 que
ordenadamente fueran explicando sus hallazgos y hubo un alto nivel de
participacion de los alumnos.

6.4. DESARROLLO:

Las siguientes figuras representan motivos decorativos propios del arte
califal. En el disefio de estos mosaicos encontramos numerosos elementos

geométricos que experimentan movimientos en el plano.
L A ALY |

t'o’.".\ "‘ 4’“.'51
IS5 KX
b ;."\"’ X ‘."".;
Loon tavavel
[ TFYT TV'SY |
FIGURA 1 FIGURA 2
SN L) ;1\' N V »“_‘ .
M2
3 X3 2 X
AN
LSRRI
AALNMALN
:3:‘*::23',
rA - S
-’!fiﬂ ‘ ‘.1!".4

FIGURA 3 FIGURA 4

Para rellenar un plano con losetas (teselar el plano) de forma periddica,
existen varios movimientos en el plano:

1.-Traslacidon. La nueva loseta que afiadimos es igual a la anterior,
desplazada a una nueva posicion sin giros de ningun tipo.

2.-Simetria. Cada loseta nueva es la imagen especular de una anterior,
con un eje de simetria dado.
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3.-Rotacidn o giro. La nueva loseta surge por el giro de una anterior con
centro en algun punto determinado y con un angulo concreto.

Para ayudarte a realizar esta actividad puedes consultar el Tema 9 de tu
libro de texto.

En una transformacion geométrica se llama figura invariante a la que se
transforma en si misma. Completa la siguiente tabla indicando qué
movimientos dejan invariantes los motivos de los mosaicos anteriores.

FIG. No TRASLACION SIMETRIA GIROS

1
2
3

4

Representa en el plano XY el tridngulo de vértices A(1,4), B(2,6) y
C(3,1). Partiendo de esta figura inicial, dibuja la figura que se obtiene tras
hacer las siguientes transformaciones:

e Traslacién horizontal de 2 unidades a la izquierda.
Traslacion vertical de 2 unidades hacia abajo.
Traslacion oblicua de 3 unidades a la derecha y 1 hacia arriba.
Simetria axial horizontal
Simetria axial vertical
Simetria central
Giro de 900°.

Explica verbal y matematicamente las conclusiones que has reflejado en
la tabla de la pregunta n° 1, indicando en cada caso, segun proceda: tipo de
traslacién (horizontal, vertical u oblicua), tipo de simetria (central o axial) y
angulo de giro.

a) Enumera tres ejemplos (naturales o artificiales) en los que
aparezcan estas transformaciones.

b) Explica, en cada caso, las transformaciones en los ejemplos que
has puesto.
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