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RESUMEN.

El significado de la idea de unidad es clave para el desarrollo de Ia
comprension de las fracciones y sus diferentes maneras de representarlas. En
este estudio analizamos las estrategias de los futuros maestros en tareas que
requerian coordinar la idea de unidad en diferentes modos de representacién
usando unidades compuestas, y caracterizamos el papel que desempefian las
fracciones impropias (f>1) en cada modo de representacién. Los resultados
aportan informacion sobre las dificultades vinculadas al uso de las unidades que
puede influir en la construccion significativa de métodos numéricos mas
generales en la aritmética de las fracciones que el maestro deber generar en la
ensefianza de las fracciones.

Nivel educativo: Formacion de maestros.

1. INTRODUCCION.

Las evidencias relativas a las dificultades de los estudiantes en construir el
significado de unidad relativo a las fracciones y razones plantean la importancia
del papel del maestro en gestionar este tipo de situaciones. Sin embargo existen
pocos estudios sobre el conocimiento de los estudiantes para maestro sobre
estos aspectos (Livy, y Vale, 2011; Lee, Brown y Orril, 2011; Tzur, 1999). Este
conocimiento es clave en el desarrollo de competencias docentes relativas a la
organizacion del contenido matematico para ensefar o en la interpretacién de la
manera en la que los estudiantes de primaria aprenden las matematicas.

Un aspecto relevante en esta situacion es el papel que puede desempeiiar el
conocimiento de los maestros en manejar situaciones en las que deban apoyar la
construccién en sus estudiantes del uso de las fracciones como unidades
iterativas para representar fracciones impropias. Las investigaciones sobre como
los estudiantes de educacién primaria llegan a construir este esquema cognitivo
(Steffe y Olive, 2010; Norton y Wilkins, 2009) indican que el maestro puede ser
un elemento clave en ayudar a sus estudiantes a generar fracciones como
unidades iterativas en diferentes modos de representacién que les permitan
construir el significado de las fracciones impropias. Un elemento clave en este
proceso de construccidon es que los maestros puedan llegar a reconocer el papel
de generar fracciones unitarias a partir de la separacion de algun todo (lo que se
ha denominado “splitting operation”) como un paso previo a la hora de iterar
mas allad del todo para representar fracciones impropias (Hackemberg, 2007).

Desde el punto de vista de la ensefianza, el conocimiento del maestro de estos
esquemas cognitivos y el papel que desempefian en la construccion del
significado de las fracciones se apoya en el conocimiento matematico que da
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sentido a las representaciones usadas para las fracciones (Lee, Brown y Orril,
2011). Dos de las representaciones tipicas en la ensefanza de las fracciones son
el uso de figuras geométricas (por ejemplo, el rectangulo o el circulo) y la recta
numeérica. Por consiguiente el conocimiento de los maestros del papel que
pueden desempefar estos modos de representacion en la coordinacién de
diferentes tipos de unidades usadas iterativamente para representar fracciones
constituye un elemento del conocimiento de las matematicas que es relevante
para la ensefanza (Buforn y Fernandez, 2014). Esta situacion ha generado un
objetivo de investigacion relativo a caracterizar el conocimiento de los futuros
maestros en situaciones en las que es necesario coordinar la idea de unidad para
representar fracciones.

2. METODO.

2.1. PARTICIPANTES

En este estudio participaron 56 estudiantes para maestro (EPM) después de
haber realizado un médulo en el programa de formacidn centrado en aspectos
relativos a la ensefianza aprendizaje de las fracciones en la educacidon Primaria.
Un foco particular de este moddulo era informacion relativa a las diferentes
interpretaciones de las fracciones y sus diferentes modos de representacién con
énfasis particular en el papel que desempefa la idea de unidad y cémo generar
unidades para poder contar en la construccién del significado de fraccién.

2.2. INSTRUMENTOS

Los EPM respondieron un cuestionario con 4 tareas (Figura 1) basadas en
representar fracciones impropias en dos sistemas de representacién distintos: La
recta numérica y el uso de figuras geométricas (rectangulos). Las tareas 1y 2
piden localizar una fraccidon en la recta numérica dando como datos la posicién
2/5 y 3/5, respectivamente, y el segmento comprendido entre el 0 y dicha
fraccion estd divido en 4 subsegmentos. Ambos datos son fracciones propias
pero la diferencia estd en que en la tarea 1 el numerador de la fraccidon dada es
par y coincide con el numero de subdivisiones del segmento dado
(subsegmentos), y en la tarea 2 el numerador es impar mientras que el nimero
de divisiones del segmento dado sigue siendo par. En la Tarea 1 como el
denominador de la fraccion 2/5 es par y el segmento esta dividido en 4
subsegmentos facilita localizar la fraccidon unitaria (1/5) considerada como dos de
las subdivisiones dadas para poder contar hasta llegar a X. Este proceso permite
considerar la fraccidon unitaria como una unidad iterativa para poder contar. Sin
embargo, en la tarea 2 el niumero de divisiones del segmento es par (4) pero el
numerador es impar lo que dificulta encontrar la fraccion unitaria y hay que
buscar otras fracciones como unidades iterativas para poder contar y llegar hasta
X.

La tarea 3 presenta una fraccidon propia (2/3) representada por 3 rectangulos.
En esta situacién la fraccion unitaria 1/3 esta formada por un rectangulo y medio
y por tanto la unidad es 4 rectdngulos y medio. La representacion en esta
situacion de la fraccién impropia (3/2) implica superar el obstaculo que generan
muchos estudiantes de considerar que la unidad debe estar representada solo
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por una pieza. El objetivo de esta tarea es determinar de qué manera los
estudiantes coordinan la construccidn de las fracciones unitarias y la
identificacion de la unidad para representar fracciones impropias.

Finalmente la tarea 4, representa inicialmente una fraccién impropia (7/5)
como una parte mas pequena que una figura geométrica (un rectangulo). La
tarea pide representar otra fraccién impropia (11/10) cuya resolucidén implica
tener que identificar previamente la unidad, posiblemente a través de la
identificacion de la fraccidn unitaria y mediante su iteracion reconstruir la unidad
para poder luego representar la fraccion pedida. Esta tarea tiene como objetivo
obtener informacion sobre coémo los estudiantes coordinan el proceso de
identificar una fraccion unitaria (1/5) a partir de una fraccién impropia (7/5) en
un contexto continuo (el rectdngulo) para reconstruir una representacion de la
unidad a partir de la cual permita identificar otra fraccién unitaria (1/10) para
reconstruir la fraccion impropia pedida (11/10).

1. Indica qué punto es el X en la| 2. Indica qué punto es el X en la
siguiente recta numérica. Justifica tu | siguiente recta numeérica. Justifica tu

respuesta respuesta
L1 H‘FH‘#‘LI 1
< e I I o A
0 2/5 7 0 - X

3. Los siguientes rectdngulos son 2/3 de | 4. La parte sombreada del dibujo
la unidad. Representa 3/2 vy justificalo. | representa los 7/5 de la unidad.
Representa los 11/10. Justificalo.

Figura 1. Tareas del cuestionario sobre la idea de unidad.

2.3. ANALISIS

Inicialmente identificamos y categorizamos los procedimientos usado por los
estudiantes para resolver cada una de las tareas. El foco de atencion fue
considerar la manera en la que los estudiantes identificaban y usaban fracciones
unitarias o no para representar la fraccion pedida. En las dos primera tareas
usando como soporte la recta numérica, y en las otras dos tareas determinado
como los estudiantes reconstruian la unidad a partir de los datos dados y eran
capaces de coordinar el significado de la fraccién unitaria usada con la
representacion generada en cada caso. Siguiendo este procedimiento generamos
un sistema de categorias para los procedimientos empleados centrandonos en
cémo los estudiantes eran capaces de encontrar una fraccién que le permitiese
contar (es decir, usada como una unidad iterativa) para reconstruir la unidad (en
caso de ser necesario como en el caso de las tareas 3 y 4) y luego usar dicha
unidad para representar la fraccion pedida.

3. RESULTADOS.

En este apartado mostramos los resultados obtenidos para cada una de las
tareas. En primer lugar se explicaran las estrategias correctas e incorrectas
obtenidas para las tareas de la recta numérica y en segundo lugar las estrategias
usadas en la resolucion de las tareas relacionadas con las figuras geomeétricas
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(contexto continuo o area). En ambos casos, el objetivo es describir cémo los
estudiantes identifican una fraccion como referencia para contar de forma
iterativa para representar una fraccion impropia.

3.1. TAREAS: RECTA NUMERICA

Estrategias correctas

La tarea 2 resultd mas dificil para los estudiantes que la tarea 1. Los
estudiantes usaron 3 estrategias correctas que muestran usos diferentes de las
fracciones unitarias o las fracciones propias como unidades iterativas. Estas
estrategias tuvieron diferentes manifestaciones en las dos tareas debido a la
relacion entre la fraccion dada (2/5 y 3/5) y la cantidad de subsegmentos en los
gue se habia dividido cada una de las partes de la recta numérica que
representaba la fraccién dada (4 subsegmentos en el caso de 2/5 y 4
subsegmentos en el caso de 3/5).

Tabla 1. Estrategias correctas para las tareas 1 y 2 (recta numérica)

Tarea 1 | Tarea 2

Identificacion y uso de fracciones unitarias como unidades
iterativas: 43
“identifican dos subsegmentos como 1/5”
“identifican 1 subsegmento como 1/10”

Identificacion y uso de fracciones propias (construccion de
una fraccion propia) como unidades iterativas 8
“Identifican 2 subsegmentos como 3/10”

“Identifica 1 subsegmento como 3/20” (en la recta numérica o
buscando fracciones equivalentes a 3/5 hasta llegar a 3/20)

Uso iterativo de la fraccion propia dada mas idea de operador
“Suma repetida de 2/5 (hasta 6/5), mas > de 2/5 (idea de 1
operador)”

“"Suma repetida de 3/5 (hasta 9/5), mas Y2 de 3/5 (idea de 4
operador)”

Otros (nueva particion para llegar a X) 1
TOTAL 44 13

La estrategia usada por la mayoria de los EPM (43) fue identificar la fraccién
unitaria y usar ésta como fraccion iterativa para contar. La Figura 2 muestra una
respuesta tipica. En el uso de esta estrategia, 38 EPM identificaron que dos
subsegmentos eran 1/5 y la usaron como fraccidon unitaria para contar de forma
iterativa hasta llegar a X. Otros 5 EPM identificaron uno de los subsegmentos en
la recta numérica como 1/10 usandola como fraccidn unitaria para contar
reiteradamente hasta llegar a X.
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10 a) Indica qué puntoesel X en la siguienée recta numérica. Justifica tu respuesta

) -~
<t
0 4y ek

ix=’( %!c@im%&xex&os Lene Vs %,Pexgue_ L ne%gp&.\x’cm

Aot 2 ,de woxesno. &Wﬁm&hod‘d&&@;‘%&k

T ponkess Aglau&.Pd{anoes)L&Vo&o_& 3—0%-.

Figura 2. Identificacién y uso de la fraccién unitaria como unidades iterativas.

En la tarea 2, como el numerador era impar dificultaba encontrar una fraccién
unitaria. Este hecho hizo que los EPM buscaran otra fraccién propia que les
permitiese usarla como fraccion iterativa para llegar a la solucién (Figura 3). En
este caso 4 EPM seleccionaron 2 subsegmentos como 3/10 al dividir 3/5 entre 2,
y 4 EPM buscaron el valor de un subsegmento, siendo éste 3/20. Para conseguir
estas fracciones propias, o bien, hicieron las divisiones correspondientes respecto
la fraccién 3/5 o bien, buscaron fracciones equivalentes a ésta para deducir
cuanto correspondia a un subsegmento.

10 b) Indica qué punto es el X en la siguiente recta numérica. Justifica tu respuesta

SR &'53‘) [N w\’(;al.?v{e/, 2 ;cm&,\_;%. v Lmn‘il:!ffc%,?,uee» Y.fen{z% 4
Rr 1.6 cde devisnda de b vecta 50«.?35 . Alevs cgv,‘&woa 4._/, el de b
vecls best. % v obticewos que X en H2

1@ 20

20 20
Figura 3. Identificacién y uso de fracciones propias (construccién de una fraccién propia).

La siguiente estrategia usada de manera menos usual fue sumar
repetidamente la fraccidn dada y aplicar la idea de operador para poder llegar a
la posicién donde se encontraba la X (Figura 4). Los EPM usaron la fraccion
propia dada como unidad iterativa directamente y luego aplicaron la idea de
operador haciendo la mitad de dicha fraccién, es decir, %= de 2/5 o %> de 3/5,
para llegar a la solucién.
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10 b) lndicg/qué punto;s elXenla s;guiente recta numérica. Justifica tu respuesta
S~ ST}

s o T IS N i B R e
LI B B B B e
o] 35 x 24
10

is 315 1S 1o

24 | He w.%_w%ma:‘ga.miqg{o‘e_i_
10

TXTRI R TR S S5 B 1
X = 5 pfNe

f'jlo_ﬁo.). o Yo a\cu'a,@'f‘a. Tk ea, Re Locmode coma heedada
%_%Q%rm'\mng»&e&&' J’MM ﬂl&w&k
a o NS 7N I NSCen a!c; e SHliroda C @\ Pn.t&a_}\
foxa u&gq_,\(g DQ R Y X e .

Figura 4. Uso iterativo de la fraccién propia dada mas idea de operador.

Estrategias incorrectas

Las estrategias incorrectas se han clasificado en 3 categorias (Tabla 2). Las
estrategias incorrectas usadas en ambas tareas de la recta numérica han sido el
uso de un todo arbitrario (Figura 5), el no ser capaces de identificar la fraccion
unitaria (Figura 6) y ser capaces de usar fracciones como unidad iterativa pero
sin representar parte de la fraccion dada (Figuras 7 y 8).

Cuando usaban un todo arbitrario (Figura 5), los EPM no tenian en cuenta el
dato que proporcionaba la tarea para poder conocer la unidad, sino que
consideraban su propio todo para usar una fraccion unitaria y contar de forma
iterativa hasta llegar a X.

Tabla 2. Estrategias incorrectas en las tareas de “Representacion de una fracciéon en la recta
numérica”

Tarea 1 | Tarea 2
Usan un todo arbitrario 5 6
No identifican bien la fraccion unitaria 3 8
Uso de fracciones como unidad iterativa pero sin saber representar 13
parte de la fraccién dada
Otros (en blanco o sin sentido) 4 16
TOTAL 12

10 a) Indica qué punto es el X en la siguiente recta numérica. Justifica tu respuesta

~ e > 45

. 042—5?‘/55(;;_,“ .X‘ S S 7\:49

2 U dLANDUE ven @ Nechka en Q@ ponkes 1 uales . LA Kouapiae
el ucon 18 on ea nucta oS 49 paccimes wndauon (ﬁ‘q)
Y x es A4S ves é? ’

Figura 5. Uso de un todo arbitrario.

Por otro lado, hubo estudiantes que no habian dotado de sentido a la recta
numérica como representacion de los numeros (Figura 6). En este caso, los
estudiantes no sabian usar la recta numérica como una representaciéon de las
fracciones como numeros. Por ejemplo, estos estudiantes contaban rayas en
lugar de subsegmentos, realizaban nuevas particiones erréneas o agrupaban
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conjuntos de diferentes tamafos para contar de forma iterativa (al contar por
ejemplo el 0 como parte de ese grupo).

10 b) Indica qué punto es el X en la siguiente recta numérica. Justifica tu respuesta
(—f_f_}+¢_Ll | I W A
1 T —+ 111>
LR O | Y= &
-~ X 73
¥s
3)5 & P vds qe, S fowtss de @ recia, .qo-.Q-c\\t. Ao rofes BCan
Y@ x( 20 mh =) procarsa 9z .

8
5

Figura 6. No identifica bien la fraccién unitaria.

La estrategia errénea mas frecuente en la tarea 2 es usar como fraccién
iterativa la propia dada por la tarea sin saber por lo tanto llegar a la solucion
dado que la X no se encontraba en un lugar multiplo de 4 (la fraccién dada se
encontraba 4 subsegmentos después del 0). Es decir, los EPM contaban de forma
iterativa de 3/5 en 3/5 pero no sabian continuar cuando llegaban a 9/5, dado
que si continuaban se pasaban (Figura 7). En estos casos algunas veces los
estudiantes “violaban” la manera de representar las fracciones usando nimeros
decimales mostrando cierta idea de medida en sus intentos por representar la
fraccion pedida (Figura 8).

10 b) Indica qué punto es el X en la siguiente recta numérica. Justifica tu respuesta

N N o e e
0 s.
35 2 %X

Figura 7. Uso de fracciones como unidad iterativa sin saber continuar

10 b) Indica qué punto es el X en la siguiente recta numérica. Justifica tu respuesta

Y o
<t >

o L

4] i’z as Y g9 X
5 > S s
>

es d qso Lo's ,qa qe O al oo hay Y quaos. Qo Lo redo, € bumred, e decis,
i . ir &0 2’5 Neapmos e gue fax
nd oo 2 sexd A5 . Ass, covando Agv‘e:;} o gor\ir L8 .22 e

=
Ocean 0 ooy ___'{.;_é - Uhe ;awna rm(s%ﬁ e c.o’i\’ﬂrdl.“ ey MW? 5.,(4,.,‘9’ %—}
—g- ¥ % g dirpués Cdelor Lo> punes Avcrmedton

Figura 8. Uso de fracciones como unidad iterativa pero usando nimero decimales.

3.2. TAREAS USANDO FIGURAS GEOMETRICAS

Para resolver estas tareas se requeria identificar y representar la unidad. Para
ello habia que identificar la fraccién unitaria, reconstruir la unidad y representar
la fraccién impropia solicitada. Teniendo en cuenta esto, se clasificaron las
estrategias segin cémo reflejaban estos diferentes pasos (tabla 3).
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Tabla 3. Estrategias usadas por los estudiantes en las tareas de reconstruir una fraccién

Tarea 3 Tarea 4

Paso 0. No identifica la unidad, ni la fraccidn unitaria. 25 33
Paso 1. Identifica la fraccion unitaria pero no la unidad. 1 0
Paso 2. Identifica la unidad, pero no representa la nueva 14 7
fraccion.

Paso 3. Identifica la unidad, hace la nueva divisién y 16 16
representa la fraccién pedida.

TOTAL 56 56

Estas tareas han resultado dificiles ya que la mayoria

de los estudiantes no

llegaron a identificar la unidad ni la fraccién unitaria (Paso 0). En este caso los
estudiantes consideraban su propio todo o realizaban una particién errénea. La

Figura 9 muestra una respuesta tipica de este grupo.

9a) Los sigulentes rectdngulos son 2/3 de la unidad. Representa 3/2y justificalo

Fve (72 ' [72 ] =32

vedrncuéo.

Vorremoy cone  Yodo dm‘«.'nyecn,,cpda_ Uo wrrmprde o ‘.
Stwrervos g KR 215 Lenercon qe Gse Mz més QR e w

Figura 9. No identifica la unidad, ni la fraccién unitaria.

Hay estudiantes que si identificaron la fraccion unitaria pero no fueron capaces

de reconstruir la unidad (paso 1) (Figura 10).

9a) Los siguientes rectangulos son 2/3 de la unidad. Representa 3/2 y justificalo

Lo widedt.

Sv 3 aeckoligudor e 2y de o waided %—MM&LMKM«AM(%)WA&L

E3

Figura 10. Identifica la fraccion unitaria pero no la unidad.

Otros estudiantes identificaron la fraccidon unitaria y representaron la unidad,
sin embargo no fueron capaces de representar la fraccién impropia pedida (paso
2) (Figura 11). Estos EPM suelen confundirse al hacer la nueva pariciéon, cambian
de modo de representacidon realizando una particiéon erréonea o usan estrategias

sin sentido para poder continuar.

9a) Los siguientes rectangulos son 2/3 de la unidad. Representa 3/2y justificalo

le I' —l‘// Ej*:[—v AS( se complofen

unida /

3/> <Serio-, 3/ de 2/3

T + Yo Y 1 =2 3),

D [:1/\:] + l: 1 'ﬁiﬁn’a con Roo

Figura 11. Paso 2. Identifica la unidad, pero no representa la nueva fraccién.

LA COORDINACION DE LA IDEA DE UNIDAD EN LA REPRESENTACION DE

FRACCIONES IMPROPIAS.

498




|
I

il ||

Tywdy

XV CONGRESO DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LAS H
MATEMATICAS: EL SENTIDO DE LAS MATEMATICAS. S 1
MATEMATICAS CON SENTIDO bt

EDUCACION MATEMATICA
Baeza, 2014 THALES

PE)

|

|

1 I
! ||
il ]
I 1
A V4
R 1
- |
o T

XV CEAM

En este grupo también estan los EPM que han conseguido identificar la
fraccion unitaria, a partir de ella la unidad, luego han sabido realizar la nueva
particién (parte sombreada en la Figura 12), pero se equivocan a la hora de usar
como una unidad iterativa la fraccién propia identificada para representar la
fraccion impropia pedida (paso 3).

9a) Los siguientes recta’/rd\gulos son 2/3 de la unidad. Representa 3/2y justificalo

[ 1]

A
a2

Qe QoL R itin sk
> ef Todo.

Figura 12. Identifica la unidad, hace la nueva divisién pero no representa bien la nueva
fraccion.

Finalmente, estan los EPM que resolvieron la tarea con éxito (paso 4), es
decir, identificaron la fraccidn unitaria, con esta representaron la unidad,
identificaron la nueva fraccidon unitaria realizando una nueva particion y usaron
esta nueva fraccidon para contar y poder representar la fraccion impropia pedida
(Figura 14).

do lp o da ol

r — 7 =\ 7
| 9a) Los, t i justifi
9 ) o’,s,x%wen es riftjwngu\?fj'i;on 2/3 dgr]?unlrdadigRepiresenta 3/2y justificalo
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Figura 14. Identifica la unidad, hace la nueva divisién y representa la fracciéon pedida.

4. DISCUSION.

Este estudio tiene como objetivo identificar caracteristicas del conocimiento de
los futuros maestros en relacién al papel que desempenan los diferentes modos
de representacién en apoyar el desarrollo de los esquema cognitivos vinculados
al aprendizaje de las fracciones. El foco especifico ha sido la manera en la que,
en diferentes modos de representacion (recta numérica y figuras geométricas),
los futuros maestros podian llegar a coordinar la posibilidad de identificar
fracciones unitarias para reconstruir la unidad o representar fracciones
impropias. Este tipo de tareas permiten mostrar que el conocimiento de
matematicas del maestro debe vincularse a los aspectos del aprendizaje que él
debe apoyar en sus alumnos. De esta manera, si los maestros deben apoyar la
coordinacion de diferentes unidades para poder representar fracciones impropias
como un aspecto del aprendizaje de sus alumnos, es necesario que ellos puedan
llegar a reconocer el papel que desempefa la identificacion y uso de fracciones
propias como unidades iterativas en la representacion de las fracciones
impropias.

Considerando este aspecto los resultados de esta investigacidén indican que el
conocimiento de los futuros maestros de los modos de representacién (recta
numeérica y figuras geométricas) debe estar vinculado a la generacién de
unidades iterativas. En este caso, tanto con la recta numérica como con el uso
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del rectangulo se ha mostrado que ser capaces de identificar y usar fracciones
(tanto unitarias como propias) para reconstruir fracciones impropias puede
resultar dificil para los maestros. Es por tanto que la caracterizacion de este
aspecto como un elemento del conocimiento de matematicas pertinente para la
ensefianza resulta clave para la mejora en la preparacién de los maestros.

Esta linea de trabajo estd aportando informacidn sobre cémo entender el
conocimiento especializado de contenido matematico de los maestros (Buforn y
Fernandez, 2013) que puede ayudar a introducir mejoras en la manera en la que
entendemos el aprendizaje de los futuros maestros de las matematicas y de la
manera de conocerlas, que les pueden ser (tiles para ser competentes en la
ensefianza de las matematicas.

5. RECONOCIMIENTO.

Esta investigacion ha recibido el apoyo del Proyecto I+D+i EDU2011-27288
del Ministerio de Ciencia e Innovacién, Espafa.
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