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RESUMEN.

En los ultimos afos asistimos a un aumento de la necesidad de una mayor
comprension de tablas de contingencia, debido a su alta presencia en la sociedad
gue vivimos, como por ejemplo prensa e Internet. Seria necesario mejorar la
formacién de los estudiantes, lo que requiere el conocimiento de los resultados
de las investigaciones didacticas. Recurriendo a los datos de un problema, se
presenta un ejemplo que permitira introducir distribuciones conjuntas, calculo de
probabilidades, representaciones graficas y procedimientos que ayudan a
analizar la asociacidon entre variables. El objetivo de este trabajo es resumir
algunas de dichas investigaciones didacticas y mostrar formas de introducir el
analisis de asociacién en tablas de contingencia.

Nivel educativo: Secundaria y Universidad.

1. INTRODUCCION.

Una de los modos mas comunes de presentar la informacién estadistica es en
forma de tabla de doble entrada o tabla de contingencia, ya que es una forma de
transmitir mucha informacién en poco espacio. Arteaga et al., (2011) indican que
la correcta interpretaciéon de las tablas es parte de la cultura estadistica,
anadiendo que todo ciudadano ha de saber utilizar para moverse con éxito en la
sociedad de la informacion.

Segun el MECD (2015), los alumnos de Educaciéon Secundaria y Bachillerato,
han de tener amplios conocimientos en el manejo de este objeto matematico.

Por tanto, presentamos una investigacion que puede trabajarse a distintos
niveles de profundidad, variando esta profundizacidon segin estemos trabajando
en Educacién Secundaria Obligatoria, con un nivel mas basico; hasta niveles
Universitarios mas abstracto y completos.

2. ANTECEDENTES.

Los estudios relacionados con las tablas de contingencia son amplios,
comenzando con Inhelder y Piaget (1955), quienes describen estrategias en el
analisis de este objeto matematico.

El estudio de la precisién en el juicio de asociacién ha sido llevado a cabo,
entre otros, por Croker (1981), que indica que estos juicios mejoran si las
frecuencias son bajas, se presentan en forma de tablas, los sucesos covarian
simultdneamente, las variables son continuas y la correlacion es positiva fuerte.
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Allan y Jenkins (1983) indican que se tiende a basar los juicios por un lado en la
diferencia entre casos confirmatorios y no confirmatorios, y por otro lado en la
compatibilidad causal entre las variables. Erlick y Mills (1967) indican que la
asociacién negativa hace pensar al sujeto que interpreta que no existe
asociacion. Otros factores que influyen en los juicios de asociacién (Arkes y
Harkness, 1983) pueden ser: la frecuencia de la primera casilla parece tener
mayor importancia, la forma de etiquetar las filas y columnas, y la presencia de
numeros pequenos en algunas casillas. Cafadas, Diaz, Batanero y Estepa (2013)
en una investigacidon con estudiantes de primero de psicologia, observan
respuestas de estimacién positiva, incluso en el caso de independencia

La asociaciéon puede ser debida a una relacién causa-efecto unilateral, pero
también segun Barbancho (1973), a la interdependencia, dependencia indirecta,
concordancia y covariacion espurea. La comprension de la asociacion implicaria,
ademas de la exactitud en el juicio, comprender estos tipos de relaciones. Sin
embargo, Estepa (1994) describe la concepcién causal, segun la cual el sujeto
sOlo considera la asociacién entre variables si puede adjudicarse a la presencia
de una relacidn causal entre las mismas. También define la concepcién
unidireccional donde el estudiante no admite la asociacién inversa,
considerandose como independencia.

Cafadas, Batanero, Contreras y Arteaga (2011), encuentran estrategias
empleadas por estudiantes de primero de psicologia no descritas anteriormente.
Entre ellas aparecen: utilizar una representacion grafica de las frecuencias
relativas condicionales, 6 calcular las frecuencias esperadas en las tablas,
argumentando que debe haber equiprobabilidad en todas las celdas para que
haya independencia.

Algunas investigaciones se han realizado con un proceso de ensefianza. Los
resultados de Cafiadas, Batanero, Gea y Contreras, (2013a) indican que, a pesar
de una ensenanza planificada con cuidado, no comprendieron bien que aunque
exista asociacién en alguna celda aislada la frecuencia esperada puede coincidir
con la observada, recordar el calculo de las frecuencias relativas condicionales, 6
comprender que la independencia implica igualdad entre las frecuencias
condicionales y las frecuencias marginales, entre otras. Los resultados de un
problema abierto (Cafadas, Batanero, Gea y Contreras, 2013b), indican una
mejora en los juicios de asociacidn y las estrategias utilizadas. En un problema
donde hay que aplicar un contraste Chi-cuadrado de homogeneidad en una tabla
de contingencia (Cafiadas, Batanero, Diaz y Roa, 2012), se observan que cerca
del 80% de los estudiantes plantean correctamente; 64,1% determinan
correctamente el valor del estadistico Chi-cuadrado y el valor p. La
interpretacion es mas dificil pues sélo el 52% toman la decision correcta y el
43% son capaces de interpretar los resultados en el contexto del problema.

Todas estas investigaciones nos alertan de que el tema puede no ser tan
sencillo como pensamos para los estudiantes. En lo que sigue se presenta una
investigacion a partir de la cual se puede facilitar su ensefianza.

3. UNA INVESTIGACION EN EL AULA

Una posible investigaciéon en el aula parte de los datos de la Figura 1. Si
trabajamos con alumnos de Educacién Secundaria Obligatoria, se le facilitaran
las tablas de frecuencia formada, sin embargo en el caso de Bachillerato, los

LAS TABLAS DE CONTINGENCIA: ALGUNAS IDEAS PARA EL AULA. 37



)  XVI CONGRESO DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE |-
ch@f f DE LAS MATEMATICAS. 'y
JEREZ ) e MATEMATICAS, NI MAS NI MENOS £l lhenai

SOCIEDAD ANDALUZA DE
EDUCACION MATEMATICA
THALES

11717

0

alumnos podran trabajar directamente con un ordenador, utilizando un software
estadisticos donde formaran ellos mismos las tablas de contingencia.
Intentaremos promover un aprendizaje por descubrimiento, y el profesor les
ayudaria en las posibles dudas.

Mas concretamente, en este proyecto se pretenden los siguientes objetivos:

> Resumir datos sobre dos variables estadisticas en una tabla de
contingencia;

> Identificar las frecuencias que corresponde a cada par de valores de las

variables;

Calcular las frecuencias relativas dobles e interpretarlas;

Calcular las frecuencias marginales, e interpretarlas;

Calcular las frecuencias condicionales e interpretarlas;

Representar graficamente los datos mediante diagrama de barras adosadas,

diagrama de barras apiladas y grafico tridimensional; y

» Calcular probabilidades simples, compuestas y condicionales a partir de
datos de una tabla de contingencia.

En un colegio se hace un estudio en el que participan 525 estudiantes con cuatro
tipos de profesores (A, B, C y D), queremos comparar los suspensos con los
aprobados. éComo podemos representar esta situacion? ¢Cémo podemos ver si el
numero de aprobados depende del profesor?

Profesores NOTAS Total
Aprobados Suspensos
A 68 57 125
B 90 60 150
C 70 30 100
D 120 30 150
Total 348 177 525

Figura 1. Ejercicio introductorio

Se indicaria a los estudiantes que, para representar la situacidon se usarian dos
variables estadisticas: la variable X, que representaria el profesor, con cuatro
valores (x;, x>, X3, X4) y la variable Y para hacer referencia a las calificaciones
(vi, y2). Se indicaria que el tipo de tabla mostrado en el ejemplo (Tabla 1)
corresponde a la tabla de contingencia, mas concretamente, de una tabla 4x2.

Se leeria la Tabla 1de forma comprensiva, haciendo observar, por ejemplo,
que hay 120 alumnos aprobados con el profesor D, interpretando del mismo
modo las otras frecuencias dobles. Respecto a las frecuencias marginales, se
calcularian, observando, por ejemplo, que hay 150 estudiantes con el profesor B
(90+60) y 100 alumnos con el profesor C (70+30). Se calcularian las frecuencias
relativas dobles y marginales, interpretandolas; por ejemplo, el 17% de los
alumnos tienen al profesor B y estan aprobados (90/525)x100 y el 34% de los
alumnos estan suspensos (177/525)x100.

A continuacidn se representarian los datos en un diagrama de barras adosado
(que para el ejemplo seria la Figura 2).
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Profesores (X) NOTAS (y)
Aprobados (y;) Suspensos (y>)
A (x1) 68 57
B (x2) 90 60
C (x3) 70 30
D (x4) 120 30

Tabla 1. Tipo de calificaciéon segun el profesor
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Figura 2. Diagrama de barras adosadas

Siguiendo a Batanero y Diaz (2008), se introducirian la notacién y concepto de
frecuencia absoluta doble, destacando que cada uno de los diferentes pares de
valores (x;, y;) pertenece a la misma unidad estadistica (el mismo estudiante),
realizando preguntas a algunos estudiantes para que interpretasen las
frecuencias de la Tabla 1. Se introduciria la notacidon para las frecuencias
relativas absolutas dobles f; y relativas dobles h; y la formula hij=i que

n
relaciona los dos tipos de frecuencias. Se calcularian e interpretarian las
frecuencias relativas dobles para el ejemplo, resultando la Tabla 2.

Notas (Y)
Aprobados (y;) Suspensos (y>)
Profesores (X) A (x;) 0,13 (hiz) 0,11 (hi2)
B (xz2) 0,17 (h21) 0,11 (h22)
C (x3) 0,13 (hs1) 0,06 (hsz)
D (xa4) 0,23 (h41) 0,06 (h42)

Tabla 2. Frecuencias relativas dobles

Se indicaria que, a partir de la tabla de contingencia, pueden obtenerse
diferentes distribuciones de una variable: las frecuencias absolutas y relativas
marginales por filas y columnas, calculandose e interpretandose para el ejemplo.
Se haria observar que la distribucion marginal es suma de las frecuencias dobles,
en el ejemplo fi+fi,=f , fy+fo=f  f3+f=f; , fi+f=f,. También se
observaria que, al sumar la columna del total por filas, o sumando el total por
columnas se obtiene el total de la muestra: f; +f;, +f; +f, = f;+f, = n.
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A continuaciéon se introducirian las distribuciones condicionales, motivando el
tema, e indicando que, en el ejemplo, seria posible centrarse en solamente una
parte de los datos, por ejemplo en los alumnos que tiene un profesor. Se
introduciria para ello las distribuciones condicionales. Se introduciria la notacién
h(x,-lyj) para la frecuencia relativa condicional del valor x; entre los individuos

gue presentan el caracter Yj, Y su calculo (Amoén, 1993):

h(x; 1y;) =£ =—L
fiohy

Igualmente se propondria la notacidon y calculo de la frecuencia relativa

condicional:
fi hy
h(y lx)=-L=-—"
BT T,

Se obtendrian las distribuciones condicionales por filas y columnas en el
ejemplo obteniendo las Tablas 3 y 4, a partir de las cudles se harian preguntas
como, por ejemplo, si hay el mismo porcentaje de aprobados y suspensos con el
profesor B.

Profesores (X) Notas (Y)
Aprobados (y;) Suspensos (y,) TOTAL
B (x2) 0,6 (h(y:1 B)) 0,4 (h(y2| B)) 1

Tabla 3. Distribucion de calificacién de alumnos con el profesor B

Notas (Y)
Suspensos (y>)
Profesor (X) A (x;) 0,32 (h(x:|Y=y2))
B (x2) 0,34 (h(xz|Y=y2))
C (x3) 0,17 (h(x3|Y=y2))
D (x4) 0,17 (h(x4|Y=y2))
Total 1

Tabla 4. Distribucion de X condicionada a Y,

Variable Y
Y; .. Y. TOTAL
Variable X X1 f11 f1c f1,

Xr frl frc fr.
TOTAL f; .. f. N

Tabla 5. Tabla de contingencia para el caso general
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Se haria ver que la suma de las frecuencias relativas por filas y columnas es
igual a la unidad (Nortes, 1993). Se generalizaria la notaciéon al caso de las
tablas rxc (r filas y ¢ columnas) (Tabla 5).

Se realizarian otras representaciones graficas de los datos, mediante el
diagrama de barras apilado (Figura 3) y grafico tridimensional (Figura 4), en los
cuales los estudiantes compararian la informacién que proporciona cada uno de
estos graficos y el diagrama de barras adosado. También se les indicaria que las
graficas se pueden construir con frecuencias absolutas, relativas o porcentajes.
Se haria observar que el porcentaje de aprobados no es igual en los diferentes

profesores.
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Figura 3. Diagrama de barras apilado
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Figura 3. Diagrama de barras apilado
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Esto motivaria el calculo de frecuencias relativas condicionales respecto a cada
fila y cada columna. A partir de la tabla, los alumnos pueden identificar las
probabilidades simples de aprobar o suspender y las probabilidades condicionales
de aprobar con cada profesor. Se concluye que es mas probable estar aprobado
entre los alumnos que tienen al profesor D y que los porcentajes en cada fila
suman 100. Igualmente se interpretarian los resultados por columnas para
resolver problemas como ver si se ha aprobado, cual es el profesor mas probable
del alumno. Finalmente se mostraria en la Tabla 6 todos los resultados
anteriores.

Notas Interpretacion
Profesor Aprobados Suspensos TOTAL

A 68 57 125 Frecuencia absoluta
0,13 0,11 Frecuencias relativas
0,54 0,46 Respecto a profesor
0,2 0,32 0,24 Respecto a nota

B 90 60 150 Frecuencia absoluta
0,17 0,11 Frecuencias relativas
0,6 0,4 Respecto a profesor
0,26 0,34 0,29 Respecto a nota

C 70 30 100 Frecuencia absoluta
0,13 0,06 Frecuencias relativas
0,7 0,3 Respecto a profesor
0,2 0,17 0,19 Respecto a nota

D 120 30 150 Frecuencia absoluta
0,23 0,06 Frecuencias relativas
0,8 0,2 Respecto a profesor
0,34 0,17 0,29 Respecto a nota

Total 348 177 525

0,66 0,34 Respecto a fila

Tabla 6. Tabla completa

Los alumnos pueden realizar también un grafico de mosaicos a mano con
ayuda de una regla graduada (Figura 5). Este grafico es una representacion
mediante areas de las proporciones: la longitud del eje vertical se divide
proporcionalmente al nUmero de alumnos segun el tipo de profesor (A, B, C, D),
formando rectangulos de la misma base. Cada uno se divide en proporcién al
numero de aprobados y suspensos, usando dos colores para diferenciarlos. En
este grafico representamos la distribucién marginal de cada profesor (eje
vertical), las distribuciones condicionales de cada profesor aprobados o no vy la
distribucién conjunta (dada por los rectangulos pequefios).
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Figura 5. Grafico de mosaicos

Se finalizaria el tema con la resolucidon del Ejercicio de la Figura 6 sobre
idealismo, tomado de Sanchez (1995). El método mas eficaz para completar la
tabla seria buscar las filas y columnas que Unicamente les falte un valor (incluido
el valor del total). Por ejemplo, la columna “muy de acuerdo” tendria que
cumplir: 73+36+X=167, por lo tanto X=58.

Ejercicio: Idealismo

A continuacién mostramos una tabla con el cruce idealismo, medida esta variable a
partir del grado de acuerdo-desacuerdo de los entrevistados con la siguiente frase:
“La vida sdlo tiene sentido cuando una persona se dedica plenamente a una causa o
ideal” y filiacién politica

Filiacion politica La vida sdlo tiene sentido por un ideal
muy en mas bien mas bien en muy de Total %
desacuerdo desacuerdo desacuerdo acuerdo

Izquierda 420 73 954 58,1

Centro 106 36 298
Derecha 20 181 389 23,7

Total 143 598 167 1641

% 8,7 36,4 46,7 10,2 100

1. Rellena los huecos de la tabla, con las frecuencias y porcentajes que faltan
2. Interpreta los resultados obtenidos.
(Sanchez, 1995, p. 300).

Figura 6. Ejercicio sobre idealismo

Paso a paso se iria completando la tabla, finalizando con el célculo del “Total”,
llegando a la Tabla 7. En la segunda parte del ejercicio se realizaria la
interpretacidon de la tabla, indicando por ejemplo, que entre los que estan muy
de acuerdo el 43% es de izquierdas, mientras que los que estdn muy en
desacuerdo el 69% son de izquierdas.
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Ideologia Vida sdlo tiene sentido
Recodificada Muy en Mas bien Mas bien Muy de Total %
Desacuerdo Desacuerdo Desacuerdo acuerdo
Izquierda 99 362 420 73 954 58,1
Centro 24 106 132 36 298 18,2
Derecha 20 130 181 58 389 23,7
Total 143 598 733 167 1641
% 8,7 36,4 46,7 10,2 100
Tabla 7. Solucién del ejercicio sobre idealismo
4. CONCLUSIONES

En la investigacion de aula propuesta se ha trabajado con muchas de las ideas
fundamentales en estadistica: partimos de datos bivariantes, consideramos
varios tipos de distribucién (conjunta, condicional, marginal) y sus relaciones.
Nos introducimos en las ideas de asociacidn e independencia, utilizando varios
procedimientos para analizarla (comparacién de probabilidades y proporciones).

El razonamiento estadistico se fomenta con la transnumeracién, al pasar de la
tabla de datos a diferentes tipos de graficos que nos permite visualizar las
relaciones en los datos y las fuentes de variabilidad. Ademas se ha recorrido todo
el ciclo de un estudio estadistico, comenzando con un problema, eligiendo vy
utilizando modelos matematicos y estadisticos para resolverlo y enfatizando la
interpretacion de los resultados. Finalmente, el tema es motivador para los
alumnos ya que les lleva a observar la utilidad de la estadistica para realizar
investigaciones y responder preguntas y fomenta su actitud critica frente a la
informacion. El profesor interesado puede ampliar lo expuesto sobre tablas de
contingencia en Batanero, Canadas, Contreras & Arteaga (2012).
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