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RESUMEN.

Este articulo trata de una investigacion en la que se propone una estrategia
metodoldégica para la ensefianza del algebra lineal en carreras de ingenieria
basado fundamentalmente del andlisis en los trabajos de Pélya (1954) y de
Lakatos (1978), a través del disefio y adaptacion de problemas donde se pone
en funcionamiento el razonamiento plausible, con ayuda de la tecnologia y la
visualizacion geométrica como herramientas fundamentales.

La motivacion de esta investigacion surge de los problemas que presentan los
estudiantes para el aprendizaje del algebra lineal en carreras de ingenieria,
donde son puestos de manifiesto en los resultados académicos de esta
asignatura.

Nivel educativo: Universitario

1. INTRODUCCION.

Uno de los principales problemas en la ensefianza de espacios vectoriales esta
en el "formalismo", conclusion a la que han llegado muchas de las
investigaciones que se han llevado a cabo sobre la ensefianza del algebra lineal.
Algunas han tratado de abordar el problema desde el punto de vista didactico
intuicionista, otros desde el punto de vista geométrico, algunos dicen que el
problema es semidtico, ya que a los estudiantes se les presentan las definiciones
formalmente, sin haber aclarado algunos aspectos semanticos de ellas, otros
dicen que la cuestidon es que los estudiantes poseen minimas bases de légica
formal y esto hace que los conceptos sean mas complicados para ellos. Pero uno
de los principales autores que mas ha escrito e investigado sobre el tema, Jean-
Luke Dorier, sostiene que no hay una férmula Unica valida para resolver el
problema, ya que los procesos cognitivos de las matematicas son demasiado
complejos, por lo tanto, estas dificultades deben ayudar al profesor a hacer su
enseflanza mas rica y mas experta y con mucha flexibilidad, que es lo que se
pretende con este trabajo. (Dorier 1999)
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Es por ello que se investigd los problemas de la ensefianza y aprendizaje del
algebra lineal en carreras de ingenieria y con base en estos se presentd un
aporte metodoldgico viable que describe un modelo didactico que se fundamenta
en materiales docentes apoyados en el razonamiento plausible, el uso de la
tecnologia, la visualizacién geométrica y la resolucién de problemas en carreras
de ingenieria.

2. METODOLOGIA APLICADA

Este trabajo se desarrollé bajo las bases tedricas de la investigacidonaccién, cuyo
propdsito fundamental se centra en aportar informaciéon que guie la toma de
decisiones para programas, procesos y reformas estructurales. Sampieri (2010)
describe lo que es la investigacion-accion para varios autores. Sandin afirma que
"la investigacion-accion pretende, esencialmente propiciar el cambio social,
transformar la realidad y que las personas tomen conciencia de su papel en ese
proceso de transformacion". Elliot "conceptlia la investigacion-accion como el
estudio de una situacion social con miras a mejorar la calidad de la accion dentro
de ella". Kurt Lewis propone que "a través de dicha investigacidon se podia lograr
avances teodricos y sociales". Por su parte, Sthenhouse adapta lo que se conoce
hoy como investigacion - accion a la educacion. De esta manera el método para
estudiar y explorar este problema, el cual se origina en la ensena y aprendizaje,
y mas en el segundo, tiene como fin mejorarla; ésta es la hipotesis de mayor
importancia que tiene esta investigacion. El fin principal de la investigacion es
enriquecer la practica.

La principal caracteristica de la investigacidn - accion es su desarrollo como un
modelo en espiral que incluye diagndstico, planificacién, accion, observacion y
reflexion.

Algunas caracteristicas de ésta investigacidén son: reflexiona sobre la practica
educativa para mejorarla, transformarla y comprenderla, realiza andlisis criticos
de las situaciones, contribuye a relacionar la teoria con la practica y se lleva a
cabo la investigacién en un contexto determinado.

Poblacién para el estudio
La poblacion general son todos los estudiantes de ingenieria y la muestra se
toma de los estudiantes que estudian ingenieria en la Universidad Distrital

Francisco José de Caldas.

El esquema general del desarrollo de la investigacién se lleva a cabo en tres
etapas:

APRENDIZAJE DEL ALGEBRA LINEAL CENTRADO EN EL RAZONAMIENTO 192
PLAUSIBLE EN CARRERAS DE INGENIERIA



) XVI CONGRESO DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE  [f§
XVI c@(’ f DE LAS MATEMATICAS. 2o i
JEREZ g MATEMATICAS, NI MAS NI MENOS et

SOCIEDAD ANDALUZA DE
EDUCACION MATEMATICA
THALES

11717

i,
| R
A
0

2.1. Etapa I. Diseno del estudio.
En la cual se llevo a cabo:

a. Descripcidon de diferentes investigaciones relacionadas con los objetivos y el
planteamiento del problema del presente estudio.

b. Recoleccion y analisis de syllabus del programa de algebra lineal de
universidades nacionales y extranjeras

c. Fundamentacion tedrica del razonamiento plausible y otros a que haya lugar.
d. Disefo de pruebas diagndsticas

e. Encuestas a profesores y estudiantes

f. Disefio de actividades

g. Disefio del modelo didactico y prueba final

h. Disefio de encuesta actitudinal para los estudiantes.

i. Analisis de resultados

El modelo didactico que se disefia en este trabajo estd basado en la escuela
cuasi-empirica de las matematicas liderada por Lakatos y Polya, con
fundamentos cognitivos y de aprendizaje basados en el constructivismo y la
reflexidn cognitiva, pero ademas se tiene previsto adicionarle un enfoque de
visualizacion geométrica y el uso de la tecnologia como herramienta didactica.
Una aproximacion se muestra en la siguiente figura:

Figural
. ESCUELA ] [ TEORIA DE
MATEMATICA COGNITIVA
SOLUCION DE CONSTRUCTI
PROBLEMAS VISMO
REFLEXION CUASIEMPIRI
COGNITIVA sSMO
« TEORIA DE

APRENDIZAJE

ESTRATEGIA DE
[ APRENDIZAJE

Fuente: Autores
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Con un proceso metodolégico dado por

Figura 2

HERREMIENTAS REFUTACIONES
TECNOLOGICAS

¥

L)

SOLUCION
CONJETRUAS
PREGUNTA‘ACT'V'DADES* .CONCEPTO: DE

4

ROBLEMAS

Pregunta 1

VISUALIZACION PRUEBAS
GEOMETRICA

Pregunta 2

Pregunta 3

Fuente: Autores

Este proceso se basa en:

2.1.1. APRENDIZAIJE POR PREGUNTAS

Este enfoque esta orientado a que los estudiantes piensen de manera sistematica
para llegar a soluciones razonables de un problema, estd centrado en el
estudiante y se basa en problemas, por lo tanto, cada tema debe estar orientado
hacia el concepto que el profesor quiere que el estudiante aprenda. Asi se deben
elaborar cuidadosamente preguntas para que el estudiante elabore ideas en su
interior evitando preguntas triviales.

Aspectos que influyen para que se use este enfoque es una mejor actitud y
aprovechamiento de los estudiantes ya que facilita la comprension y el
descubrimiento matematico, ademas como este enfoque estd centrado en el
estudiante, permite una participacién mas activa de estos, en la adquisicion de
conceptos, también ayuda a desarrollar el pensamiento critico, facilita la
capacidad para resolver problemas y por lo tanto otorga mayor habilidad en el
desarrollo de procesos matematicos

2.1.2. NIVELES DE PREGUNTAS

2.1.2.1. Primer nivel: Son preguntas basicas donde se pretende buscar
informacién e introducir al estudiante en el tema.

Ejemplos:
2.3.1.1. éPodrd cualquier vector en R?, expresarse como una combinacion
lineal de los vectores (1, 3) y (5,2)? y éSi los vectores son (1,2) vy (2,4)?
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2.3.1.2. ¢{Podra cualquier polinomio de grado dos escribirse como una

combinacién lineal de los polinomios {1, x, x?}?

2.3.1.3. En espacios vectoriales: éTodo espacio vectorial, diferente del

trivial tiene infinitos elementos? Si es asi de un ejemplo.

2.3.1.4. ¢(Todos los conjuntos infinitos son espacios vectoriales?

2.3.1.5. En subespacios vectoriales: ¢éTodo subconjunto de un espacio
vectorial debe tener el vector cero?

2.1.2.2. Segundo nivel: son aquellas que implican que el estudiante analice,
es decir que lo llevan a conjeturas, que van a probarse o refutarse

Ejemplos
2.3.2.1. En subespacios vectoriales: éTodo subconjunto de un espacio

vectorial es también un espacio vectorial?

Actividad
Sea el espacio vectorial V = R? y sea H = {(x,y)eR*|x =y = 0}, é¢Serd H un

subespacio vectorial?

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn..
A . ) - - =2 ==y
[~ D O]o) < >dkee] =2 2] -
» Vista Algebraica <] | » Vista Grafica =
Punto &
® A=(0,0)
® B=(1.74,4.96)
® C=-378-0.78i & B
Vector
2= 1.74
W= (4.96) a
—3.78
= (—0.78
2.04 =
e w= (=
4.18 <
2
1
o
a 3 2 o 1 2 3 a 5 ]
C
-1
-2
Entrada: | [a] % =

Fuente: autores
1. ¢Qué condiciones seran suficientes para que un subconjunto H de un

espacio vectorial V, sea también un espacio vectorial?

2. ¢Serd la unién de dos subespacios vectoriales un subespacio vectorial?
3. ¢Serd la interseccion de dos subespacios vectoriales un subespacio
vectorial?

Preguntas tomadas de (Sierpinska 2010)
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2.1.2.3. Tercer nivel: aquellas preguntas donde el estudiante debe aplicar el
concepto aprendido en practica, es decir en la resolucion de problemas.

Ejemplo

Si una masa m se coloca en el extremo de un resorte y se tira hacia
debajo de esta y luego se libera, el sistema masa-resorte comenzara a
oscilar. El desplazamiento y de la masa de su posicion de reposo esta dada
por una funcién de la forma: y = ¢ coswt + ¢c,senwt donde « es una

constante que depende del resorte y de la masa. éSerd este conjunto de
todas las funciones descritas por la ecuacién anterior un espacio vectorial?
(Con wfija y ¢,y ¢, arbitrarias). (Lay 2012)

2.2. Etapa II. Aplicacion y experimentacion. En esta etapa fundamental
para la investigacion se aplican las actividades propuestas y tiene como objetivo
observar y registrar el desarrollo de éstas por parte del estudiante en el aula de
clase.

2.3 Etapa III. Analisis de los procesos de aprendizaje. Concierne al
anadlisis de los resultados obtenidos después de realizar todo el proceso de
aplicacion y experimentacion.

3. RESULTADOS

A continuacién, se muestran algunos resultados de problemas resueltos por los
estudiantes donde se pone de manifiesto el razonamiento plausible:

3.1. Sea u = 3i + 4j, un vector en R, Strang (2007)

a. Encuentre un vector ortogonal a u
. ¢Hay uno solo o hay varios?
Muestre que estos vectores forman un subespacio en R*?

a oo

Halle una base para ese subespacio
¢Cual es la dimensidon de esa base?

@

Solucién dada por un estudiante:
a. El estudiante traza por el Geogebra varios vectores ortogonales:

Figura 4
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Fuente: Autores
f. Traslada todos los vectores al origen:

Figura 5

H=(2.22, -1.5)
ecta
a: -3x -4y = 0.04

e 0 0 0
<
I
AW
S

Fuente: Autores

b. El estudiante se da cuenta que estos vectores forman una recta que pasa
por el origen, por lo tanto, es un subespacio vectorial.

c. Toma uno de estos vectores como base: (-4,3) y lo comprueba realizando
el producto punto por el vector u.

d. Concluye que como el subespacio en una recta solamente tiene un vector
en la base y por lo tanto su dimensién es uno.

3.2 Demuestre o refute: Si vy, v,,v;, son vectores linealmente independientes,

las diferencias uy =14 —v,, U;=V; — V3 Y U3 =7V, —¥; Son linealmente
dependientes. (Dubinsky 2002)
Solucion.
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Para este ejercicio un estudiante comenzd realizando tanteo con tres vectores
en R® linealmente independientes, para ello utilizd la hoja de calculo del
geogebra, donde le facilitaria los calculos, veamos:

A . | ] D . =2 '3,
Sauliradl B il QJ‘ @,_ Z;'L x,, ABC || 222 | $
» Vista Algebraica Xl | ¥ Hoja de Calculo
Lista Al AN | EEE = B
(1 =% 229\ [
A B c D E F G H I J
A= | D 5 2 | [ ‘
2 @ £
> 1 _3 2 1 A 2 3 4 7
B= =8 1. 4] 3 2 5 1 1 5 1
1 —4 =6 4 3 2 7 4 6 7
3 5 7 5
@Co=x| 1.4 | 3 2 3 “ 4 3
-4 1 9
5 o 7 3 1 4 -4 0 4
D= 2 =z =) K 1 4 5 2 3 1
-5 —-13 -8/ 9
3 A T X 10 3 5 7
&M= ["3 5 1 ] 11 1 1 3
4.6 7 12 8 1 9
1 —4 23 =
N=( -4 o a) s
_5 iz _ 14 2 4 2
Nimero 15 2 4
a=22 16 5 13 8
b=0
c=-23 (e
d=0 18

Fuente: Autores

Se observa que el estudiante tomd tres vectores, comprobd que fueran
linealmente independientes hallando el determinante de la matriz conformada
por las columnas de estos, luego realizd las diferencias que se pedian vy
comprobé que eran linealmente dependientes, también calculando el
determinante, alli conjetura que los vectores son linealmente dependientes,
luego realiza la prueba, utilizando también el Geogebra:

Figura 7
15 7 p— p—
= =1~ = ol ==lx= # =) =
» Vista Algebraica = X » Calculo Simbdlico (CAS)
Lista .
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\ o —1 —1 o) ~ A= | —1 0 1 0 |
! o —1 —1 o/
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- o 1 i o0
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Fuente: Autores

A continuacion, se muestra una tabla estadistica que representa en cada celda el
porcentaje de problemas que resolvid correctamente cada estudiante por guia,
utilizando visualizacién geométrica, tecnologia y razonamiento plausible. Por
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ejemplo, la celda correspondiente a estudiante 1, guia 1, establece que el
estudiante resolvid correctamente el 77.78% de los problemas de la guia 1

Tabla 1

Estudiante Guial Guial Guial Guial Guial Guial Guial
77,78 83,33 75,00 84,62 77,78 81,82 80,00
66,67 75,00 66,67 76,92 77,78 81,82 80,00
88,89 66,67 58,33 53,85 66,67 90,91 90,00
55,56 58,33 66,67 61,54 66,67 72,73 70,00
66,67 75,00 75,00 69,23 77,78 72,73 60,00
100,00 91,67 83,33 84,62 88,89 100,00 90,00
55,56 58,33 50,00 69,23 66,67 54,55 60,00
88,89 83,33 75,00 76,92 77,78 81,82 70,00
77,78 83,33 75,00 76,92 66,67 72,73 80,00
66,67 66,67 66,67 69,23 77,78 72,73 70,00
66,67 58,33 58,33 76,92 55,56 63,64 60,00
88,89 75,00 66,67 76,92 77,78 81,82 80,00
77,78 66,67 75,00 76,92 77,78 81,82 70,00
88,89 83,33 66,67 69,23 66,67 72,73 70,00
88,89 75,00 83,33 84,62 77,78 81,82 80,00
66,67 66,67 75,00 76,92 77,78 81,82 80,00
77,78 66,67 83,33 76,92 88,89 81,82 70,00
77,78 83,33 83,33 84,62 66,67 81,82 80,00
66,67 75,00 58,33 76,92 66,67 72,73 70,00
55,56 66,67 58,33 69,23 66,67 72,73 60,00
77,78 83,33 66,67 84,62 77,78 81,82 80,00

Fuente: Autores
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Tanto de los resultados como de la observacidon de las clases se puede concluir
gue al implementar el modelo didactico basado en el razonamiento plausible,
visualizacion geométrica y uso de la tecnologia:

1. Se ha potenciado un aprendizaje activo, ya que el estudiante es el

protagonista de esta propuesta metodoldgica.

2. El uso de la tecnologia ha motivado y facilitado el aprendizaje ya que los
estudiantes lo utilizan como herramienta atil tanto en la visualizacion como en
el célculo de procedimientos rutinarios.

3. Los problemas no rutinarios y retadores motivan a los estudiantes a la
busqueda de soluciones utilizando diferentes estrategias que los conducen a
aprender el concepto que se pretende para cada tema.
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4. La actitud de los estudiantes en clase siempre es activa ya que la
metodologia basada en preguntas hace que ellos estén siempre en busqueda
de soluciones.

5. Socializar el modelo didactico y el procedimiento de implementacién
practico, para que sea de utilidad tanto a los estudiantes como a los docentes
de las facultades de ingenieria.
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