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Resumen

En este trabajo se presentan los resultados de un taller de origami modular en educacion
secundaria. El taller tiene como proposito que los alumnos interpreten el concepto
geométrico de la manipulacion del papel. Estos talleres se realizan en dos fases. En la
primera, de geometria plana, los alumnos construyen los diferentes médulos de papel,
consolidando conceptos como angulos, lineas notables, teorema de Pitagoras, etc. En la
segunda, de geometria tridimensional, de una manera lidica y significativa, los alumnos
construyen poliedros descubriendo la simetria rotacional, planos de simetria, angulos
diedros, defecto angular, la formula de Euler, la altura de un tridngulo, célculo de
volimenes, etc. Los resultados muestran que los alumnos han valorado muy positivamente
la experiencia y podemos constatar que les ha servido para repasar el temario de cursos
pasados e introducir nuevos conceptos, ademas de trabajar las capacidades de induccion y
generalizacion.

Introduccion

El aprendizaje de la geometria con recursos materiales manipulativos es frecuente en las
etapa de infantil y primaria, relegando su uso posteriormente. Su utilizacion en secundaria,
acomparfiada de la interpretacion geométrica de lo que hacemos al doblar el papel, permite
un aprendizaje significativo de los conceptos geométricos abstractos.

Motivacion

La geometria es la parte de las matematicas mas intuitiva, habitualmente se trabaja
analiticamente, sin incidir en la visualizacion. Debido a ello se ha creado este taller en el que
hacemos uso del origami. El origami o papiroflexia surgi6 en Japon en el afio 1680 como el
arte de hacer figuras reconocibles utilizando papel. Su finalidad era artistica y pertenecia a la

alta clase japonesa debido al alto precio del papel. A pesar de su origen artistico, hoy en dia
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se aplica, entre otros, como una herramienta para explicar las matematicas (Royo Prieto,
2002).

El origami modular se basa en construir varios médulos mediante dobleces de papel para
posteriormente ensamblarlos y obtener figuras geométricas. Tiene muchas ventajas para
explicar conceptos geométricos. La primera es que nos permite ver la geometria de una forma
vivida y efectiva, a través de material que se puede palpar y girar. Los alumnos trabajan las
habilidades manipulativas y desarrollan la psicomotricidad fina gracias al uso de este recurso
manipulativo (Blanco & Otero, 2005). Estos recursos facilitan la comprensién y el recuerdo
de los conceptos. Otra ventaja es que se fomenta el trabajo colaborativo (Gulfo de Puente &
Amaya de Armas, 2016; Cafiadas y otros, 2003) ya que los alumnos se ayudan y dialogan
durante el proceso de construccion y montado de las figuras. Por Gltimo, aporta importantes
valores, como la constancia, la tenacidad o la paciencia, ya que, una imperfeccion en un
doblez puede hacer que el médulo no quede bien construido. De igual modo, se trabaja el
compafierismo.

Estado del arte

En la construccién de este taller, nos hemos nutrido de diversas fuentes. Royo Prieto (2002)
hace un repaso del origami a través de su historia, proporciona un resumen de los conceptos
geomeétricos que se trabajan con el origami modular, lo que nos permite situarlo en un
contexto de aprendizaje de geometria. Este mismo autor comenta acerca de tres aspectos de
la papiroflexia en los que afloran las matematicas: la papiroflexia modular, los axiomas de
constructibilidad y el disefio de figuras. Ademas, Blanco y Otero (2005) exponen los
beneficios de la utilizacion del origami como herramienta educativa, nos presentan los
mddulos sonobe y de Tomoko como piezas clave para la construccion de cubos, tetraedros,
icosaedros y dodecaedros, y hacen uso de distintos colores.

La amplia experiencia en el origami modular del grupo Alquerque de Sevilla (Alquerque,
2017) ha sido para nosotros una referencia fundamental. De ellos hemos tomado los
diagramas de los modulos y los videos explicativos con las instruccidn para construir primero
los mdédulos y a continuacién los poliedros. A nivel internacional, las experiencias en
Argentina disponen de todo tipo de informacion sobre origami desde talleres, diagramas,

articulos, tutoriales hasta libros (Azcoaga, 2015).
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Villarroel y Sgreccia (2011) identifican y caracterizan los materiales didacticos concretos
para la ensefianza de la geometria en secundaria. Sus investigacion se basan en las ideas de
la Educaciéon Matematica Realista (EMR) y distinguen hasta siete grupos de materiales para
trabajar geometria de forma manipulativa, desde el tangram hasta el origami.

Por ultimo, el trabajo de Arnal-Bailera (2016), con alumnos de secundaria, se centra en la
geometria en el plano, aunque lleguen a construir poliedros; vy, usa el software Geogebra
para trabajar contenidos de geometria. Hemos podido comprobar que a los alumnos les
gustan estos talleres porque les permiten una rapida comprension de la materia, asi como la
formalizacion de conceptos abstractos.

Objetivos

-Objetivo General. Disefiar un taller de origami modular e implementarlo con un grupo de
alumnos de Secundaria.

-Objetivos Especificos. 1) Planificar de secuencia de actividades y tareas de evaluacion; 2)
Elegir o elaborar los recursos y materiales necesarios para su implementacion: papel, videos,
test, fichas; 3) Promover habilidades de razonamiento y de percepcion espacial (Alquerque,
2017); 4) Analizar las respuestas de los documentos utilizados en la evaluacion de
aprendizajes (test inicial, fichas durante el desarrollo y encuesta final); 5) Valorar el impacto
del uso del origami modular en el aprendizaje de la geometria durante la educacion
secundaria.

Estructura

Este documento lo hemos organizado de la siguiente manera, en primer lugar, explicamos
cual es el disefio metodolégico y como se implemento el taller, los resultados, y, finalmente,
las conclusiones y lineas de trabajos futuros. En el apartado de disefio metodoldgico se recoge
cdmo se han agrupado los alumnos, cudl ha sido el contenido de las sesiones, las actividades

o tareas desarrolladas, y cdmo se han evaluado los aprendizajes.

Disefio metodoldgico e implementacion del taller

Participantes

El taller con origami modular para la introduccion a la geometria se ha llevado acabo con
alumnos de 3° ESO (grupo A) del colegio IES Cardenal Cisneros de Madrid. Han participado

29 alumnos, algo inquietos durante las clases y que tienden a confiarlo todo al examen.
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Secuencia de actividades y/o tareas durante las sesiones
El taller se estructurd en cuatro sesiones y constituyd el inicio del estudio de los temas
geometria en 3° de la ESO (Real Decreto, 2014). A continuacién mostramos un diagrama con

las sesiones y los puntos tratados en cada una de ellas:

Diagrama 1. Secuencia de actividades realizadas en las sesiones.

( «Brainstorming

«Origami modular

«Primeras dobles - lineas notables del triangulo
Test de geometria

Sesion 1

Introduccion

«Médulo sonobe
*Cubo
Sesion 2 «Bicubo

Sonobe

«Modulo triangular (deltaedros)
«Tetraedro
Sesién 3 «QOctaedro
«Icosaedro

Triangular

+Octaedro con mddulo secundario (octaedro + tetraedros)
«Gran dodecaedro estrellado
«Encuesta de opinion

Sesion 4

Otros
poliedros

La primera sesion fue de introduccion sobre origami. Dialogamos sobre la historia de este
material (origen, etc.), sobre su uso por alumnos de diferentes edades, y sobre aplicaciones
de interés, como por ejemplo la construccion de drones livianos de peso. También,
recordamos conceptos basicos de geometria y la conveniencia de utilizar recursos materiales
para su comprension. A continuacion, los alumnos manipularon el papel y realizaron sus
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primeras dobleces para hallar las lineas notables de un triangulo, interesandose sobre los
aprendizajes posibles a través de este recurso. Por tltimo, los alumnos realizaron un test cuyo
objetivo era obtener un diagndstico sobre los conocimientos previos de geometria. Las
preguntas del test eran de diferente tipo (Corberan y otros, 1994): de seleccion, de
verdadero/falso, de razonamiento, de representaciones graficas (Fouz, 2006) y preguntas
abiertas.

La estructura de trabajo durante las siguientes sesiones fue la misma. Los alumnos
organizados en grupos de seis integrantes, trabajaron diversas tareas cuyo resultado final
requeria de la colaboracién de todos. Cada uno construia un mddulo (con papel) y mediante
el acoplamiento de los médulos, entre todos construian un poliedro. La estructura didactica
del taller puede verse en el ANEXO 1.

Durante la segunda y tercer sesion, se desarrollaron las tareas centrales del taller. En la
segunda, cada alumno realiz6 el médulo sonobe (Alquerque, 2010), y entre los miembros de
cada equipo construyeron un cubo y un bicubo. Y, en la tercera, cada alumno construy6 los
modulos triangulares (izquierdo y derecho), que ensamblaron formando tetraedros,
octaedros e icosaedros.

La Gltima sesion se dedico a que los alumnos conocieran y manipularan otros poliedros
construidos con origami modular. El octaedro construido mediante el médulo sonobe facilitd
la realizacion de actividades para desarrollar la capacidad de abstraccion, como fueron
reconocer las figuras de 2D y de 3D que lo conforman, obtener su volumen a partir de la
descomposicion en otros cuerpos geométricos. Igualmente sucedié con el dodecaedro
estrellado, que permitié descubrir los pentdgonos de cada vértice. Al final, rellenaron la
encuesta de satisfaccion y sugerencias sobre el taller para mejorarlo.

Fases de la evaluacion del aprendizaje

La evaluacion se realiz de manera secuencial:

-Test inicial para obtener un diagnéstico sobre los conocimientos previos de geometria, y
cuyas preguntas eran de diferente tipo (Corberan y otros, 1994), unas de seleccion, de
verdadero/falso, de razonamiento, de representaciones graficas y otras abiertas. Ademas, las
respuestas nos han permitido analizar los conocimientos que los alumnos recuerdan. Las
preguntas del test se tomaron del Test de Van Hiele (Fouz, 2006) y se introdujeron preguntas

abiertas, etc. El test consta de 10 preguntas con nivel de dificultad creciente (ANEXO 2).
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-Durante la fase de desarrollo, las tareas de evaluacion consistieron en, por una parte, la
propia construccion de los mddulos y poliedros, y, por otra parte, contestar fichas para
comprobar los conceptos de geometria que iban aprendiendo, tanto los de geometria plana
como los de geometria en el espacio. Las preguntas de las fichas pueden encontrarse en
ANEXO 3.

Resultados

Los resultados del analisis del test, las fichas y la encuesta final. En lineas generales, el
alumno identifica el problema y emplea la mayoria de las veces la informacién que es
significativa. Se ha logrado que los alumnos interactiian mas entre ellos, y no sélo con el
profesor, a la hora de resolver los problemas. En las Imagenes 3 y 4 se pueden apreciar dos
tetraedros y cubos, con diferentes resultados. Detallamos los resultados, aprendizajes en

matematicas vs dificultades y errores, obtenidos por cada instrumento de evaluacién:

Tabla 1: Resumen de los resultados del test inicial

Resultados recogidos del test inicial

Aprendizajes Errores o dificultades

Identificar cuadrados, rectangulos Confundir rombos con trapecios

Comprensiéon de conceptos de Definir cuadrilateros con una sola propiedad

mediatriz, bisectriz, altura Falta de comprension del concepto de mediana de un
Rombo por la longitud de sus segmento

diagonales Falta de comprensidn en procedimientos de obtencion de
Capacidad de abstraccion puntos notables

Identificar pirdmide triangular Significado de la Férmula de Euler

Relaciones Teorema de Pitagoras Visualizar la piramide cuadrangular y los prismas

VVYVY Y VYV
VV VY VVYV

Las fichas nos muestran que la mayoria de los alumnos han adquirido los conceptos sobre
geometria en el plano y gracias a la referencia de los modulos han conseguido una correcta
comprension de los movimientos en el plano asi como la induccién. Sin embargo, tienen
problemas con los cuerpos geométricos y sobre todo en tareas como dibujar o identificar
patrones. Lo que nos hace pensar en la necesidad de trabajar este tipo de tareas. Este seria el
resumen:

Tabla 2: Resumen de los resultados de la fichas
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Resultados recogidos de las fichas

Geometria en el plano

Aprendizajes Errores o dificultades
» Poligonos » Calculo éareas de poligonos, uso de Teorema de
» Tipos de &ngulos Pitagoras
» Teorema de Pitagoras triangulo recto » Preguntas seleccion (ambas, ninguna)
» Simetria rotacional y orden » Dibujar mediatriz, bisectriz y mediana
» ldentificar pirdmide triangular > Dibujar todos los ejes de simetria del cuadrado
» Capacidad de induccion (n° sonobes para
cubo)
Geometria 3D , cuerpos geométricos
Aprendizajes Errores o dificultades
» Comprender los conceptos de &angulo | > Definir pirdmide
diedro y perpendicularidad de caras » Encontrar patrones en los poliedros regulares,
> ldentificar caras secantes y caras paralelas relaciones numéricas en la Férmula de Euler
» Identificar aristas, vértices y caras » Encontrar regularidades en los deltaedros
> Reconocer cuerpos geométricos en | > Dibujar cuerpos geométricos y simetrias especulares
construcciones arquitecténicas, etc » Capacidad de abstraccién de las minimas caras que
concurren en los vértices

Algunos resultados destacables de la encuesta final (cf. ANEXO 3). Curiosamente, seis
alumnos que se califican como malos/muy malas en matematicas, han puntuado el taller con
valores entre 3,8 y 4 sobre 5. Esto muestra que este taller ha servido para recuperar el interés
por las matematicas en estos alumnos.

Los docentes percibieron en los alumnos reacciones o comentarios como: caras de felicidad
o sonriendo, alumnos trabajando en las tareas, etc. (Mas ejemplos: ANEXO 3 0 ANEXO 4).
Ademas, otra muestra del interés de los alumnos fue que algunos visionaban, antes de las
sesiones, los videos sobre como construir los moédulos y sus correspondientes poliedros; asi
como fue sorprendente que fuera del horario de clase, construyeron un icosaedro, un
dodecaedro, una bipiramide pentagonal y un policubo con forma de “L” de tetris.

Imagen 1. Cuerpos geométricos construidos por los alumnos

Policubo con forma de “L”
tetris

Icosaedro, Dodecaedro
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Conclusiones

El origami se usa cada vez mas en la ensefianza de las matematicas especialmente en la
educacion primaria, no asi en las etapas de educacidon secundaria. El disefio y la
implementacion de un taller de origami modular como herramienta de ensefianza de la
geometria en 3° ESO ha resultado de interés.

Los resultados arrojan una gran acogida de los alumnos de la papiroflexia lo que nos hace
pensar en la necesidad de que los profesores utilicen metodologias alternativas, para
aumentar la significacion y satisfaccion del aprendizaje de las matematicas. El adecuado
comportamiento y la alegria de los alumnos en comparacién con las clases rutinarias, muestra
que es un método motivador para la ensefianza de la geometria. Ademas, permite una mejor
comprension de los conceptos geométricos abstractos, nos sirve como introduccion a los
temas de geometria 0 como instrumento para el desarrollo de esos temas, se puede combinar
con software de geometria dinamica (por ejemplo: Geogebra) para consolidar conocimientos.
Se han cumplido las expectativas y podemos afirmar que esta innovacion nos da la
oportunidad de, ademés de trabajar las habilidades manipulativas, promover valores
esenciales del trabajo como la colaboracion, creatividad o trabajo en equipo.

A lo largo de las sesiones se mostraban ejemplos fenomenoldgicos de construcciones reales
(Extremiana y otros, 2002) para aumentar la significatividad de las tareas del taller, por la
relacion de conceptos abstractos con entes fisicos: piramides, prismas (Torres Kio), cubos,
simetria axial mostrando el cuerpo humano, etc.

Los alumnos han aprendido a afrontar los problemas y resolverlos por ellos mismos o con la
ayuda de algiin compafiero, aumentando asi la autoestima. Algunos alumnos que les da igual
hacer mal su tarea han reaccionado positivamente porque el resultado de su trabajo afectaba
al del grupo.
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ANEXO 1. Estructura didactica taller
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Profesor EXPLICA

dobleces * Alumno OIRy VER

Alumno REALIZA
dobleces

* RECUERDAN

Contestar
FICHA

* Geometria en el PLANO

Profesor EXPLICA
construccion « Alumno OIR +VER
poliedro

Alumnos CONSTRUYEN
poliedro

* RECUERDAN

Contestar FICHA  [ietiaals
en3D

Para cada mddulo el profesor explicaba a los alumnos los pasos a seguir para obtener el
maddulo en cuestion mientras se iba repasando conceptos sobre la geometria en el plano. De
esta manera los alumnos oian y veian para recordarlo. Posteriormente los alumnos hacian
cada uno un médulo para comprenderlo. Durante esta fase se debian de ayudar unos a los
otros, el profesor era un mero guia. A continuacion debian de rellenar una ficha con preguntas
sobre geometria en el plano (clasificacion de poligonos, Pitdgoras, areas, lugares
geométricos, simetrias, induccion), el mddulo les serviria para tener una referencia gréfica.

Tras un tiempo, el profesor proseguia dando las pautas para acoplar los médulos de manera
correcta y obtener el poliedro deseado. Algunos de los alumnos construian el poliedro
mientras otros ayudaban o aconsejaban durante el proceso. La Gltima fase correspondia a
rellenar la ficha con preguntas sobre geometria en tres dimensiones (angulos diedros/triedros,
poliedros, formula de Euler, areas y volimenes, simetrias). El poliedro construido les serviria
de guia para asi poder visualizar mejor las preguntas. En la ficha los alumnos podian

encontrar puntualmente pequefias explicaciones de algin concepto matematico.
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ANEXO 2. Test inicial

Se agregan solo las preguntas del test, no las imagenes y las opciones de las respuestas por
problema de espacio:

1.

Si trazamos la diagonal de un rectangulo cualquiera... jqué afirmacion NO ES
CIERTA?

En las siguientes figuras, pon dentro de la figura (C: cuadrado, O: rombo, E: rectangulo)

Nombra en la derecha las rectas y puntos notables del triangulo que se te ocurran, ten en

cuenta los nimeros que hay dentro del recuadro.

¢Es la diagonal siguiente un eje de simetria del rectangulo (1)? En caso negativo, usa la
diagonal como eje de simetria y dibuja el simétrico del triingulo ABC (2) en el otro lado
del eje.

Fijate en el cubo (derecha abajo), supongamos que se corta el cubo en dos trozos
siguiendo las lineas marcadas sobre el cubo. ;Cual de las figuras A, B, C, D, E muestran
los dos pedazos que se obtienen?

¢{VERDADERO O FALSO?

Nombra los poliedros regulares que se pueden hacer con el médulo triangular teniendo

en cuenta que este mddulo aporta dos triangulos (o de Verrill). ;Cuantos médulos se
necesita para cada uno?

¢Cumple el siguiente poliedro la férmula de Euler? Cuenta sus caras, vértices y aristas.
¢ Qué tipo de poliedros NO cumplen la férmula de Euler?

Sefiala en la figura todos los poligonos y poliedros que identifiques, utiliza las letras para

hacerlos referencia, por ejemplo CBGH: cuadrado.

10. {Cual es el perimetro del triangulo “ABC”? Pista: tratar de utilizar Pitagoras.
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ANEXO 3. Preguntas de las fichas
PREGUNTAS GEOMETRIA EN EL PLANO

cuadrilatero?

La nueva figura (m6dulo sonobe) estd formado por un cuadrilatero porque tiene 4 lados, pero ;qué tipo de

Si los catetos del tridngulo que forma la pestafia miden 1 cm, ,Cuénto vale la hipotenusa o diagonal?

En nuestro caso para el mddulo sonobe primario, tenemos una simetria rotacional de orden (pon sobre la mesa con
una de las puntas de la pestafia mirando para un lado, gira y observa).

Se ve sobre la solapa o pestafia un doblez. El doblez corresponde a: mediana, altura, ambas cosas, ninguna de las
dos.

Imaginémonos ahora el cuadrado del centro del médulo sonobe. ¢Cudntas rectas se te ocurren que divida el cuadrad
en dos partes iguales? Cada una de ellas forman un eje de simetria. Dibdjalas y di cuantas tiene.

(Induccién) Teniendo en cuenta el nimero de caras que aporta cada médulo sonobe, ;cudntos médulos de sonobe
necesitamos para montar un cubo? ;Y un bicubo? Razona la respuesta.

PREGUNTAS GEOMETRIA 3D

¢;Cuanto mide el angulo diedro formado por dos caras del cubo?

Cuantas maneras diferentes te imaginas de cortar el cubo de tal manera que el cubo quede dividido en dos partes
iguales? Estos seran los planos de simetria del cubo, dibujalos

Nombra 3 objetos o presencia de cuerpos en la vida real con forma de: cubo, piramide, prisma

Completa la tabla contando las caras, vértices y aristas de los poliedros regulares. Existe una relacion entre el nimero
de caras, vértices y aristas comdn a todos los poliedros regulares. ¢Cual es? ;Es exclusiva de los poliedros regulares?
Investiga.

Deduce patrones en los deltaedros. Completa la tabla y enumera las regularidades o patrones que veas.

Asigna a cada imagen (del mundo que nos rodea), el nombre del poliedro adecuado de la lista de abajo.

Estas son algunas de las preguntas y su puntuacion media de la encuesta final.

PREGUNTA PUNTUACION MEDIA

;Te ha parecido interesante el material? 4.24

;Crees que la geometria tiene mas aplicaciones? 4.04

Media todas las preguntas 3.7

PREGUNTA ABIERTA RESPUESTA (més repetidas)

¢ Qué es lo que mas te ha gustado del taller? Construir y montar figuras

¢ Qué es lo que menos te ha gustado del taller? Rellenar las fichas

¢El taller te ha parecido interesante, por qué? Ver la geometria de otra manera, fisicamente

Divertido y otra manera de estudiar mates
Método innovador, mas interesante que las clases

normales
¢Has aprendido muchas cosas que no conocias? | Cosas que antes no sabia
;Cudles? Médulos y construir poliedros
Recordar cosas de geometria
Danos tu opinién acerca del taller Muy interesante, chulo

VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4

618



Interesante para la percepcion visual

Se entiende mejor la geometria, mas préactico
Preguntas excesivas en las fichas

Visualizar mejor la teoria
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Imagen 1-2. Imagenes de poliedros y médulos construido por los alumnos.
Imagen 3-4 Tetraedros y cubos construidos por los alumnos, con distintos resultados.

Imagen 2. Modulos triangulares y

Imagen 1. Cubosy Tetraedros Tetraedros

Imagen 3. Tetraedros con distinto Imagen 4. Cubos

resultado.

ANEXO 4. Observaciones del profesor durante la actividad en el aula

Nifia excelente en masica con tremendas habilidades manipulativas y capacidad
espacial. Estrecha relacion entre la misica y las matematicas manipulativas.
Alumna con problemas para expresarse y se aburre en clase, pregunta y se la ve
activa montando y rellenando las preguntas de las fichas.
Alumno con gran habilidad para dibujar que encuentra en los poligonos, poliedros,
simetrias una oportunidad para aprender las matematicas mientras realiza una de sus
pasiones, dibujar.
Alumnos con altas capacidades espaciales y de abstraccion pero que sin embargo
tienen nula capacidad manipulativa y serios problemas de lateralidad (no saber si
doblar para atras o para adelante, que punta se lleva a que segmento, etc).
Aumento de la autoestima gracias a que los alumnos afrontan los problemas por
ellos mismos y si no pueden se apoyan unos a los otros.
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e Importancia de aplicarse en el trabajo individual (construccion de mddulos) para no
afectar negativamente en las tareas grupales (acoplamiento y construccion de

poliedros).
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