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Resumo

Apresentamos esse estudo justificando que os nimeros complexos sdo abordados na
educacdo brasileira desconsiderando seu desenvolvimento l6gico, histérico e os aspectos
algébrico-geométricos relacionados. Para contribuirmos com o debate académico sobre este
assunto, apresentamos uma sequéncia didatica iniciada por um estudo de seu movimento
I6gico e historico relatando: sua génese, a origem de sua representacdo geométrica, 0s
motivos de sua permanéncia e sua importancia enquanto conhecimento cientifico. Em
seguida, propomos uma mediacdo pedagogica com o software Geogebra, com a finalidade
de articular, dinamicamente e simultaneamente, sua algebra e sua geometria, para
possibilitar um entendimento mais amplo deste assunto. Como resultado, notamos que um
nimero complexo pode ser pensado como um vetor; a soma e a diferenca de dois nimeros
complexos podem ser pensadas como as diagonais de um paralelogramo; o produto e a
divisdo de dois nimeros complexos podem ser reduzidos & soma; a radiciacdo representa
movimentos de rotacdo no plano, formando um poligono regular sobre uma circunferéncia;
a potenciagao pode ser reduzida a somas sucessivas, equivale dizer a combinagdes de varias
diagonais de paralelogramos, indicando rotagdes. Além do mais, ilustramos algebricamente
e geometricamente o entendimento das propriedades relacionadas a essas operagoes.

Introducéo: uma histéria dos nimeros complexos

Uma historia fascinante da Matematica foi a que envolveu a busca pela resolucéo das
equacdes polinomiais. No intervalo dos séculos XIV- XVII d.C. este assunto ganhou
notoriedade ente os Matematicos da Europa. Francgois Viéte (1540 — 1603), Descartes, (1596
— 1650), Pierre de Fermat (1601 -1665), Rafael Bombelli (1526 — 1572), Girolamo Cardano

(1501 - 1576), Nicolo Fontana (1499 — 1557) conhecido como Tartaglia, deram
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contribuiges importantes para a resolucdo das equagdes polinomiais de até grau quatro. A
maioria dos debates sobre a resolucdo de equacbes polinomiais se deu inicialmente
envolvendo as equagdes de terceiro grau e que evoluiram naturalmente para resolugdo das
equacdes de quarto, quinto, etc, até que Evariste Galois demonstrar que para polindmios de
grau superior a quatro ndo ha uma férmula geral que seja capaz de resolver todos os casos.

Sem qualquer sombra de divida, foi a possibilidade de resolver equacdes de grau
superior a dois, que os matematicos tiveram a percepgdo de que poderiam criar uma nova
estrutura numérica que passaria a ser denominada de nimeros complexos.

Segundo Eves (2011, p. 302):

Por volta de 1515, Scipione del Ferro (1465-1526), professor de matematica da

Universidade de Bolonha, resolveu algebricamente a equagdo cibica x3 + mx = n,

baseando seu trabalho provavelmente em fontes arabes. Ele ndo publicou o resultado,

mas revelou o segredo a seu discipulo Anténio Fior.

Outro matematico importante foi Tartaglia, para Eves (2011, pp. 302-303):

Por volta de 1535, Nicolo Fontana de Brescia, mais conhecido como Tartaglia (o

tartamudo), devido a lesdes fisicas sofridas quando crianca que afetaram sua fala,

anunciou ter descoberto uma solugdo algébrica para a equagdo clbica x3 + px2 = n.

Achando que se tratava de blefe, Fior desafiou Tartaglia para uma disputa publica

envolvendo a resolugdo de equagdes cubicas. Com muito empenho Tartaglia

conseguiu resolver também, faltando poucos dias para a disputa, a equacéo cubica
desprovida do termo quadratico. Como no dia marcado sabia resolver dois tipos de
cubicas, ao passo que Fior s6 sabia resolver um, Tartaglia triunfou plenamente.

Eves (2011), conta-nos que Girolamo Cardano conseguiu obter informacbes de
Tartaglia de como resolver a equacéo cubica e publicou o resultado em 1545, em Nuremberg,
na obra Ars Magna, um grande tratado em latim de élgebra:

(...) os protestos de Tartaglia foram rebatidos por Ludovico Ferrari, o0 mais brilhante

dos discipulos de Cardano, que argumentou ter seu mestre recebido informagdes de

del Ferro, através de um terceiro personagem, ao mesmo tempo que acusava Tartaglia
de ter plagiado a mesma fonte. Seguisse uma polémica acerca da qual Tartaglia, com

certeza, deu-se por feliz de sair vivo. (Eves, 2011, p.303)
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Os matematicos daquela época perceberam que toda cibica completa poderia ser reduzida a uma ctubica sem

o termo quadratico, ou seja, y* + py = q. A solugdo de Cardano? para y* + py = q é dada por: y =

3 2 3 3 2 3
a, (@2 0| ey e P
2 4 27 2 4 27

Rafael Bombelli (1526-1572), aplicando esta formula na resolugdo da equagédo x3-

15x=4, obteve a seguinte solugdo: x= V2 +v=121-V2 - v=121.A aparente contradicéo
notada por Bombelli, a extragdo da raiz negativa de — 121, é que esta equacédo possui solucdes

reais, a saber: x =4, x = -1+v/3 e x = -1-V/3.
Bombelli fez Y2 + V=121 = a+bv—T1e V2 — V=121 = a-by—1 (usando a notagéo

moderna), e obteve a=2, b=1 e dai x=4. Assim, percebeu que aceitar tal situacéo era possivel
e foi mais além, escrevendo o livro: “Algebra Opera”, onde aparece a teoria dos nimeros
complexos, pela primeira vez, razoavelmente bem estruturada.

Com os estudos de Bombelli, foi possivel observar que algumas vezes as raizes
quadradas de numeros negativos sdo necessarias para encontrar solucdes reais. Ou seja, ele
mostrou que a aparéncia destas expressdes nem sempre € um sinal de que o problema néo é
soltvel. Com estas ideias, muitos matematicos puderam notar que os nimeros complexos
eram ferramentas Uteis para alguns estudos.

Entretanto, a Matematica teve que esperar alguns anos para que 0s nimeros
complexos se desenvolvessem de fato. O proximo passo foi a representacdo geométrica dos
nimeros complexos, conhecida hoje como plano Argand-Gauss. Segundo Eves (2011, p.
522):

Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert Argand (1768-1822) e Gauss foram 0s primeiros

autores a notar a associagdo, agora familiar, entre nimeros complexos e pontos reais do

plano.Wessel e Argand ndo eram professores de matematica; Wessel era um agrimensor,
nascido em Josrud, Noruega, e Argand um guarda-livros, nascido em Genebra, Suica

Para Eves, “a prioridade da ideia cabe a Wessel, com um artigo apresentado a
Academia Real Dinamarquesa de Ciéncias em 1797 e publicado nas Atas dessa Academia

em 1799” (2011, p. 522). Eves afirma também que: “A contribui¢do de Argand figura num

20 raciocinio de Cardano esté na parte | do apéndice.

488
VIII CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



artigo publicado em 1806 e mais tarde, em 1814, apresentado nos Annales de Mathematiques
de Gergonne” (2011, p.522). Ainda Eves menciona que:
O artigo de Wessel permaneceu excluido do mundo matematico em geral até que foi
descoberto por um antiquario cerca de 98 anos depois de ter sido escrito. Foi entao
republicado na oportunidade do centenario de seu primeiro aparecimento. Esse atraso
no reconhecimento geral da realizagdo de Wessel explica por que o plano complexo
veio a ser chamado plano de Argand em vez de plano de Wessel (Eves, 2011, p. 522).
A contribuicdo dada por Gauss desta importante ideia esta implicita em sua tese de
doutorado:
A contribuigdo de Gauss se encontra numa memoria apresentada a Sociedade Real de
Gottingen em 1831, posteriormente reproduzida nas suas Obras Reunidas. Gauss
assinalou que a ideia bésica da representacdo pode ser encontrada em sua tese de
doutorado de 1799. A afirmacdo parece procedente e explica por que o plano
complexo e frequentemente conhecido como plano de Gauss. ( Eves, 2011, p.522).
O plano Argand-Gauss consiste de duas retas perpendiculares. Na horizontal
apresenta-se a reta dos nimeros reais, que representa a parte real do nimero complexo, e na
perpendicular apresenta-se 0 eixo imagindrio, representa a parte imaginaria do nimero
complexo, como mostra a figura abaixo.
A ideia de representar os nimeros complexos geometricamente foi muito importante
para o desenvolvimento da teoria:
A simples ideia (sic) de considerar as partes real e imaginaria de um ndmero
complexo a + bi como as coordenadas retangulares de um ponto do plano fez com
que 0s matematicos se sentissem muito mais a vontade com 0s nimeros imaginarios,
pois esses nimeros podiam agora ser efetivamente visualizados, no sentido de que a
cada nimero complexo corresponde um Unico ponto do plano e vice-versa. Ver e crer,
e ideias anteriores sobre a ndo existéncia e o carater ficticio dos nimeros imaginarios
foram geralmente abandonadas. (Eves, 2011, p.524)

Essa representagdo em forma de eixos perpendiculares é consistente com as
operac0es algébricas, uma vez que a operacdo de multiplicagdo de um nimero complexo pela

unidade imagindria i consiste em rotaciona-lo de noventa graus no sentido anti-horario, como
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serd mostrado mais adiante. O eixo imaginario é colocado perpendicular ao eixo real, pois a
unidade imagindria significa um movimento de rotagdo de 90° no sentido anti-horario, como

mostraremos em breve.

A éalgebra e a geometria dos nimeros complexos.
Com esta introdugdo histérica podemos agora trabalhar no sentido de mostrar a nossa
proposta que consiste essencialmente de uma articulagdo entre a algebra e a geometria dos

nlmeros complexos.

Soma e subtragdo de niimeros complexos®?

Primeiro é preciso notar que a todo nimero complexo z = a + bi, existe um Unico
ponto que o representa no plano Argand-Gauss. Sejam dados 0s nimeros complexos: z =
a + bi,w = c+di,u = e + fi, entdo a soma de nimeros complexos ¢ definida da seguinte
maneira: z + w = (a+c) + (b+d)i. A operagdo de soma e subtracdo possuem propriedades
geométricas importantes, podem ser caracterizadas como as mesmas operacOes realizadas

com vetores.

Multiplicagio de niimeros complexos®*

Na introducéo deste trabalho mostramos que Bombelli passou a operar com nimeros
complexos aplicando os mesmos critérios aplicados aos nimeros reais. Assim, dado z =
a+biew = c+ di,entlo, definimos zw = (a + bi). (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i.

Para compreender geometricamente a multiplicagdo de nimeros complexos, vamos
inicialmente descrever o significado geométrico da multiplicacdo de um nimero real por um
complexo e da multiplicagdo da unidade imaginaria por um complexo.

O produto de nimero complexo por um nimero real puro € um nimero que esta sobre

uma reta que passa pela origem e pelo ponto determinado pelo nimero complexo.

13 Ver parte ii do apéndice.
14 Ver parte iii do apéndice.
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A multiplicagdo de um nimero complexo pela unidade imaginéria i, algebricamente
nos dé i(a + bi) = —b + ai e geometricamente, equivale a uma rotacdo de 90°, no sentido
anti-horario, preservando o modulo.

Podemos agora pensar o produto de dois nimeros complexos da seguinte maneira,
usando a propriedade distributiva: (a + bi) (c + di) = a(c + di) + bi(c + di). A parcela a(c +
di) estd numa reta que passa por (c, d) e pela origem. A parcela bi(c + di) esta numa reta
perpendicular a reta que passa por (c, d) e a origem. Depois, somamos as duas parcelas.
Assim, reduzimos a multiplicacdo a soma, o resultado é a diagonal do paralelogramo.
Algumas propriedades da multiplicacdo na forma algébrica e suas propriedades geométricas
sdo apresentadas no apéndice. Observamos, a partir disso, que a poténcia de numeros
complexos pode ser reduzida a somas sucessivas. Mas temos ainda a opgdo da forma
trigonométrica.

A divisao fica reduzida a multiplicagdo através da multiplicacéo pelo conjugado do
denominador no numerador e denominador. Assim, se reduz a soma e passa a ter a mesma

interpretacdo do produto.

Forma polar ou trigonométrica dos nimeros complexos **

Um namero complexo fica bem determinado quando conhecemos seu médulo e seu
argumento. Dado z = a + bi, z = |z|(cos@ + isen®). A partir de agora podemos reinterpretar
as operagOes de multiplicacdo e divisdo de nimeros complexos de uma forma diferente

daquelas ja apresentadas, incluindo suas propriedades, como esta explicito no apéndice.

Multiplicagdo de niimeros complexos na forma trigonométrica'®

Consideremos os numeros complexos z e w, dados na forma trigonométrica: z

|z|(cos@ + isenf) e w = |w|(cosa + isena). O produto z*w é dado por: zw

|z]((cosO + isenB)|w|(cosa + isena) = |z|lw|(cosO + isen8)(cosa + isena)
|z| IWI((cosf)cosa — senfsena) + i(senfcosa + senacos&)) = |z||w|(cos (6 + a) +
isen(6 + a)). Portanto: zw = |z||w|(cos(0 + a) + isen(6 + a)). Logo, para multiplicar

dois nimeros complexos na forma polar basta saber os seus modulos e seus argumentos. O

15 Ver parte iv do apéndice.
16 \Ver parte v do apéndice.
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produto é obtido multiplicando os moédulos, somando os argumentos e calculando o seno e

cosseno, conforme a férmula dada.

Divisdo de nimeros complexos na forma trigonométrica

A divisdo é dada como seque: z _ |z|(cosO+isenB) _ |z|(cosO+isenB) (cosa—isena) _

w |W|(cosa+isena)_|w|(cosa+isena) " (cosa—isena) -

% ((cosB cosa + senBsena) + i(cosO sena + cosasené’))=% (cos(0 —a)+ sen(6 —

a)). Ou seja, para dividir dois nimeros complexos, dividimos seus mddulos e subtraimos

seus argumentos e substituimos na férmula.

Potenciagido de niumeros complexos na forma trigonométrica’

Agora generalizamos a formula para potenciacdo de numeros complexos para
poténcias inteiras o que passaremos a chamar de Primeira férmula de Moivre. A poténcia z™,
ne N*, édadaporz™ = z.z. .... z. Aplicando o resultado anterior, obtemos: z" = z.z.....z =
|z].1z]. ... .|z|. (cos(8 + O + -+ 0) + isen(6 + 0 + -+ 0), isto &, 2" = |z|"(cos(nB) +

isen(n@) (férmula de Moivre).

Radiciagdo: raizes enésimas de niimeros complexos'®

Dado um nGmero complexo z e um nimero natural n, n > 1, definimos em C, a raiz
enésima de z como sendo um ndmero complexo w, tal que, w™ = z. Consideremos o0 nimero
complexo z = 0 tal que z = |z|(cos@ + isend). Encontrar as raizes enésimas de z significa
determinar todos 0s numeros complexos distintos do tipo: w = |w|(cosa + isena), de modo
que, w" =z, para n > 1, ou seja, procurar nimeros w tal que: (lw|(cosa + isena))™ =
|z|(cosB + isend).

Aplicando a primeira formula De Moivre, temos: |w|™(cosna + isena) =

|z|(cos6 + isenB). Da igualdade: w™ = |w|™(cosna + isena) = z = |z|(cosO + isend).

Vvem |w|"* = |z|, cosna = cos8 e sena = senf. De |w|™ = |z|, temos |w| = }/|z| (sempre

17 Ver parte vi do apéndice.
18 \Ver parte vii do apéndice.
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. 0+2k
real e positivo). De, cosna = cosf e sena = senf, temos: na = 0 + 2kw = a = ——=

(com kez). Mas, paraque 0 < a < 2m, é necessarioque 0 < k <n — 1.

. . 0+2k . 0+2k P
Assim, concluimos que: w = \/|z| (cos — T+ isen - ) (segunda féormula de

De Moivre) parak = 0,1, 2,...,(n — 1). Ap6s k = n — 1, os valores comegam a se repetir.

Entdo, de zero a n — 1,temos n raizes distintas. Observemos que essa formula também pode

. . 6  2mk . 6 2mk - ,
ser escrita assim: wy = 'i/m (cos (; + T) + isen (; + T))' Assim, qualquer nimero
complexo z, ndo nulo, admite n raizes enésimas distintas. Mostramos no apéndice que as
raizes enésimas de um nimero complexo determinam um poligono regula, com centro na
origem e ainda que soma das raizes é nula. Essa é uma propriedade valida para todas as raizes

enésimas de um dado nimero complexo.

Conclusao

A historia dos nimeros complexos revela uma forte articulagdo entre algebra e
geometria. Assim, é salutar incluir todos esses aspectos em seu ensino-aprendizagem, pois
justifica a importancia de seu ensino, sua importancia cientifica como, aplicac6es em outras
areas do conhecimento, o que esclarece os motivos de sua permanéncia no ensino atual.

A contribuicdo deste trabalho estd na articulagdo entre algebra e geometria,
evidenciado pelo movimento légico e historico deste assunto com o intuito de que o aluno
possa notar a esséncia do contetdo, fato relevante, para que transite de forma adequada nos
contextos da Matematica, permitindo-o alcancar o ndcleo do objeto estudado, como esta
previsto na teoria do ensino desenvolvimental de Davydov (1988).

O software Geogebra é fundamental para visualizar as propriedades de forma
dinamica explorando diversos casos, possibilitando, inclusive, formular conjecturas, através
da experimentagao que este permite. A articulacdo entre algebra e geometria é concretizada
e contemplada nas janelas grafica e algébrica, na mesma tela, onde o aluno pode relacionar
as operagOes. Ainda ressaltamos a possibilidade de por os objetos em movimento neste
software, podendo observa-los em diferentes possibilidades, permitindo o amadurecimento

matematico pela interatividade.
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Finalizamos sugerindo que outros assuntos sejam tratados por essa via, pois
acreditamos que pode potencializar o ensino-aprendizagem da Matematica, fato importante

para o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico de nosso pais.

Referéncias bibliogréficas

Dante, L. R. (2010). Matemética: contexto e aplicacdes. S&o Paulo: Atica.

Davidov, V.V. (1988). La ensefianza escolar y eldesarrollo psiquico: investigacion tedrica
y experimental. Traducdo: Marta Shuare. Moscu: Progreso.

Eves, H.(2011) Introducdo a histéria da matematica (5a ed.); tradugdo Hygino H.
Domingues. Campinas, SP: Editora da Unicamp.

Souza, J. R. (2013). Novo olhar Matemética (2a ed.). Edi¢do-S&o Paulo: FTD.

Vaz, D. A. F. e Jesus, E. A. (2013). Investigacdo Matematica com o Geogebra: Um Exemplo
com Matrizes e Determinantes. Boletim GEPEM (Online), 62, 165-170.

Apéndices

Parte I. Os célculos de Cardano.
Os matematicos daquela época perceberam inicialmente que toda clbica completa poderia
ser reduzida a uma cubica sem o termo quadratico, substituindo a variavel original por y — %

—2a®  ab

e C) = 0, chamando de p

x}+ax?+bx+c= 0,0btem05y3+(_Taz+b)y—(
e g 0s termos entre paréntesis obtemos: y3 + py — q = 0, ou seja, y* + py = q. A solugéo
de Cardano para y3 + py = q é baseada no seguinte argumento. Primeiramente, vamos
observar a identidade cubica:

(A—B)3 =A% —-34°B+ 34B? - B3

(A-B)® =-3AB(A—B) + (43 - B®)

(A—B)*+3AB(A—B) = (4% — B?)
y3 + 3ABy = A% — B3

v +py=q
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p

- 3AB=p B =—
Comparando as duas equacdes temos: 34, eresolvendoem A e B,
A3 _ BS =q
*lq 2 p* |l 4 q* | p?
obtemos:y = |-+ [—+=— [—--+ [—+=
2 4 27 2 4 27

Parte 11. Representacdo geométrica. Soma e subtragdo de nimeros complexos.

Ao Etsr Edbir Opghes Famamentas Jansia Auca Enwar...

Figura 1. Representacdo geométrica de um nimero complexo. Soma e subtragéo de nimeros complexos,
utilizando a mesma ideia de vetor. A soma é a diagonal principal e a diferenca é a diagona secundaria.

(e} owsvr{urwh 3 /

Figura 2. Representacdo da propriedade associativa da adicdo e do elemento oposto de nimeros
complexos.

Parte 111. Multiplicagdo de niimeros complexos.
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o=z o= w4 2

AP
U
T

Figura 3. Possiveis poténcias inteiras da unidade imaginéria i. Multiplicacdo de um ndmero complexo
por um real puro. Produto de dois nUmeros complexos.

Representagio geométrica da propriedade
comutativa: z.w=w.z, onde z=2+3i 8 w=3+i.

Figura 4. Representagdo da propriedade comutativa. Redug&o a dois paralelogramos de mesma diagonal.

Parte 1V. Forma polar ou trigonométrica dos nimeros complexos.

a
2 N cosa = — a = coosa

b
seno = — — b= cseno
e

b logo, z = crosa + csena = ofcosa + isena)

Figura 5. Deducéo da forma polar ou trigonométrica.
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Parte V. Multiplicacdo de nimeros complexos na forma trigonométrica.

GA=11.25

2

Figura 6. Multiplicagdo na forma polar. Multiplicamos os médulos e somamos 0s argumentos.

Parte VI. Potenciacdo de nimeros complexos na forma trigonométrica.

LE . - E

: \ . o

. 3 - 3 = " wl® v

o lA -

Ed [
\

LA |

e — .

Figura 7. Poténcia de um nimero complexo de médulo um. Poténcias de um ndmero complexo de médulo
menor que um. Poténcias de um ndmero complexo de médulo maior que um.

Parte VII. Radiciacdo: raizes enésimas de nimeros complexos.
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Figura 8. As raizes de um nimero complexo s&o os vértices de um poligono regular.
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