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Resumo

Esta oficina objetiva realizar um estudo das curvas planas parametrizadas utilizando o
software GeoGebra, com o intuito de explorar quais sdo suas propriedades locais e globais
bem como seus invariantes geométricos. Para a investigacao de tais propriedades, foram
elaboradas algumas questfes sobre as concepcles, classificacdo e caracteristicas das
curvas planas, que serdo discutidas pelos participantes e respondidas em protocolos
fornecidos durante a oficina, além da construcéo de algumas curvas utilizando o software
GeoGebra, que permite manipular de maneira dinamica e interativa as diversas
representacdes dos objetos matematicos. Como fundamentacdo teérica, serdo utilizados
alguns principios e ideias ligadas ao uso e a importancia da intuicdo e do rigor na
construgdo do conhecimento matematico segundo Henri Poincaré (1854 — 1912), que
defendia a intuigdo como uma ideia ou interpretacdo antecipada daquilo que se esta
procurando, constituindo-se de um sentimento que possibilita gerar hipoteses na
constituicdo do conhecimento cientifico. Destacamos que 0 uso do GeoGebra permite
explorar tanto propriedades locais quanto globais das curvas planas parametrizadas,
auxiliando em grande medida na elaboraco de conjecturas a respeito das propriedades do
objeto matematico em questdo e que durante a oficina serdo formalizadas pelos
participantes.

1. Propriedades Geométricas das Curvas Planas

O estudo das curvas planas parametrizadas possibilita explorar uma variedade de conceitos
matematicos, tais como: equagdes cartesianas e paramétricas, diferenciabilidade e
continuidade de uma fungdo, propriedades geométricas e topoldgicas de uma curva, dentre
outros. Além disso, num curso de Calculo Diferencial e Integral os professores podem em
grande medida articular e relacionar de maneira interdisciplinar diversos componentes

curriculares como Geometria Analitica, Algebra Linear e Fisica.
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Esse estudo abarca ainda a discussdo sobre as diversas concepgdes de uma curva plana, sua
classificagdo, representacdes (geométrica, algébrica, numérica), propriedades locais e
globais, invariantes geométricos e topoldgicos, além da questdo do uso de equagdes
paramétricas.

Carmo (2012) considera que as propriedades locais de uma curva ou superficie sdo aquelas
que ndo pertencem a forma do objeto geométrico em questdo como um todo, mas somente
pertencem as vizinhancgas de um ponto desse objeto. Temos, por exemplo, a curvatura de uma
curva como propriedade local das curvas e superficies. A curvatura mede, intuitivamente, o
quanto a curva se “dobra” no plano e se constitui 0 Unico invariante geométrico das mesmas,
a menos sua posi¢do no plano, de acordo com o Teorema Fundamental das Curvas Planas.
Outra propriedade local das curvas diz respeito @ mesma ser regular, ou seja, se em cada
ponto da curva existe um vetor tangente bem definido.

J& as propriedades globais consideram o objeto geométrico na sua totalidade como, por
exemplo, a dimensdo de uma curva ou o fato da mesma ser aberta ou fechada. No caso das
curvas fechadas, elas podem ser simples (sem auto intersec¢éo) ou ndo simples (com auto

interseccdo).

Figura 1 — Propriedades locais e globais das curvas
Fonte: Carmo, 2012 — pp. 25 e 36

Por seu turno, a exploracdo das propriedades geométricas das curvas planas, quer sejam
locais ou globais, nos permitem evocar alguns aspectos ligados ao raciocinio intuitivo e
visual, no sentido de se elaborar conjecturas, hipoteses, que serdo posteriormente
formalizadas ou refutadas, objetivando a construcéo do objeto matematico, o que se constitui
uma pratica extremamente pertinente e interessante no processo de ensino e aprendizagem.

Dessa forma, esta oficina tem por objetivo realizar um estudo das curvas planas

parametrizadas procurado investigar quais séo suas propriedades geométricas explorando o
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raciocinio intuitivo e visual. Utilizaremos o software GeoGebra como recurso computacional
auxiliar de maneira dindmica na construcéo e elaboracéo de conjecturas e hipoteses. Para o
desenvolvimento dessa oficina, descreveremos a seguir o referencial tedrico que sera

utilizado e a metodologia empregada.

2. Fundamentacdo Teorica

Com relacéo ao papel do raciocinio intuitivo, o0 matematico e filosofo Henri Poincaré (1854
—1912) apresentou em suas principais obras como O Valor da Ciéncia (1995) alguns temas
que discutem o papel da intuigdo, da ldgica e da hipdtese na constru¢do do conhecimento
cientifico.

No tocante as caracteristicas do raciocinio intuitivo, Poincaré (1995) destaca a intuigdo
sensivel ou geométrica, com o apelo aos sentidos e a imaginacdo e o uso de representacdes
geométricas. Essa intuigdo, segundo o0 autor, ndo pode nos dar a certeza, entretanto ela possui
a propriedade de instrumento da invencéo do conhecimento matematico.

Entretanto, para o autor a intui¢do nao se baseia apenas na imagem geométrica, mas também
fisica. A analogia fisica, segundo Poincaré (1995), permite obter a solugdo que um
matematico ndo poderia estabelecer pelo raciocinio dedutivo. Essa intuicdo portanto ndo
pressente a solugdo, mas nos sugere o raciocinio necessario para encontrar uma solugéo.
Para que as conjecturas acerca do objeto de estudo sejam elaboradas, pode-se dispor do uso
de um recurso didatico auxiliar, como o uso do software GeoGebra, que possibilita,
“concretizar” 0s objetos matematicos em seu estudo, além da interatividade que suscita a

exploracéo do raciocinio intuitivo.

3. Metodologia e Procedimentos Metodoldgicos

A oficina esta dividido em duas sessfes. Na primeira sessdo, serdo discutidas duas questdes
sobre as concepgOes e propriedades geométricas das curvas planas parametrizadas. Na
segunda sessdo, serd proposta uma atividade referente ao estudo dessas propriedades
utilizando o GeoGebra.

Para a primeira sessdo, as questes respondidas pelos participantes serdo norteadoras da

exploracédo das propriedades geométricas das curvas planas nesta presente oficina.
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Inicialmente, os participantes receberdo o Protocolo 1 contendo duas questdes que serdo
respondidas no inicio da sessdo. Apds as questdes serem respondidas, sera proposta a
construgdo de uma curva denominada astréide utilizando o software GeoGebra, procurando-
se formalizar alguns conceitos que foram intuidos e conjecturados durante a atividade.

No Protocolo 1, entregue aos participantes, a Questdo 1 consiste em procurar definir uma
curva plana. Podemos considerar as multiplas concepcdes sobre esse objeto matematico e
suas diversas abordagens, tais como:

- Geométrica: conjunto de pontos do plano ou um subconjunto do R?;

- Algébrica: aplicagdo de um intervalo aberto I contido em R;

- Fisica: movimento continuo de um ponto;

- Topoldgica: deformag&o continua de um intervalo aberto | em R.

Nessas concepgdes percebemos alguns aspectos ligados ao raciocinio intuitivo como, por
exemplo, a analogia fisica da interpretagcdo de uma curva com um movimento continuo de
um ponto, ou a intuicdo geométrica, como a deformacdo de um intervalo da reta. Essas
analogias com objetos fisicos ou representacdes geométricas se constituem como sendo uma
intuicdo sensivel tal como defendia Poincaré (1995).

A seguir, os participantes serdo indagados na Questdo 2 sobre quais as vantagens ou
desvantagens e a importancia da utilizacdo de um parametro no estudo das curvas planas.
Para discutirmos essa questao, devemos lembrar que ao utilizarmos a representacdo de uma
curva pela equagdo cartesiana y = f(x) h& uma restricdo de que a curva sé pode ser
interceptada por qualquer reta paralela ao eixo das ordenadas em apenas um ponto.

A forma implicita f(x,y) =0 envolvendo uma funcdo de duas varidveis para a
representacdo algébrica pode ser utilizada, mas para encontrarmos um ponto pertencente a
curva devemos, por exemplo, substituir o valor numérico de x e encontrar o valor de y
resolvendo a equagao.

Destacamos a representacdo algébrica das curvas planas com o uso de um parametro como
uma variavel auxiliar. Sendo assim, uma curva plana parametrizavel pode ser representada
por duas fungdes de um parametro t, como por exemplo as expressdes x(t) e y(t). Essa
representacdo apresenta uma vantagem de que as coordenadas de um ponto da curva séo

dadas em fungdo apenas de uma variavel, auxiliando na descricéo de curvas mais complexas.

VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



As equaces paramétricas de uma curva nos fornecem uma ideia intuitiva de que os pontos t
pertencentes a um intervalo I € R sdo transformados em pontos numa curva, sendo que o

parédmetro t serve para distinguir os diferentes pontos de da curva.

4. Abordagens ou tratamentos de um objeto matematico com o GeoGebra
O estudo das curvas planas de maneira interativa e dindmica utilizando o GeoGebra se

constitui um exemplo de uma proposta de ensino e aprendizagem em que um objeto
matematico pode ser abordado sob diferentes enfoques ou tratamentos.

O tratamento fisico dado as curvas planas possibilita “visualizar” de maneira dindmica, por
meio de analogias fisicas, uma curva como sendo 0 movimento continuo de um ponto no
plano. Essa intuicdo fisica ndo permite de maneira formal descrever o equacionar a curva,
mas suscita a elaboracéo de conjecturas e hipoteses acerca do objeto de estudo.

Uma abordagem geométrica das curvas planas apresenta como principal caracteristica
explorar e relacionar algumas propriedades geométricas das mesmas, tais como sua
curvatura.

Apos esse levantamento, o estudo pode apresentar um viés algébrico ou analitico, em que ao
se utilizar um sistema de coordenadas cartesianas, suas propriedades geométricas sao
formalizadas de modo algébrico no sentido de se obter as equacdes paramétricas da curva
plana.

Como exemplo das vérias representacfes ou tratamentos, mostraremos as etapas da
construcdo da curva plana parametrizada denominada astroide, que sera abordada na segunda

parte dessa oficina.

5. Explorando as propriedades geométricas das curvas planas
No Protocolo 1, entregue aos participantes, a Questao 3 apresenta o seguinte enunciado:

03. Seja A a circunferéncia de centro O e raio 1. Para todo ponto A de A, associamos suas
projeces ortogonais P e Q sobre os eixos Ox e Oy, respectivamente, e vamos designar por M

a projegdo ortogonal de A sobre a reta PQ. Determine o lugar geométrico L de M.

Esta construcdo sera realizada no software GeoGebra, que permite de maneira interativa e

dindmica manipular os objetos matematicos utilizando-se de suas diversas representagdes,
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tais como a geométrica, algébrica e numérica. Essa curva também pode ser obtida, de maneira
dindmica, por um dado ponto P de uma circunferéncia que rola, sem escorregar,
interiormente sobre outra circunferéncia, de raio igual ao quadruplo do da interior. No caso

da questdo 3, de acordo com os dados fornecidos, teremos a seguinte representacéo
geométrica:

oo
Arquivo Exitar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Auda
S 0 X TN IFsT ) P N B

¥ Janela de Algebra [ Janela de Visuslizagho

Entrar...

0}
=(0.71,0)
®,0.71)

gx=0n
BT+ 0TIy =0

Entrada

Figura 2 — Questdo 3 — Representacdo Geométrica
Fonte: Autor, 2016

Movimentando-se 0 ponto A no GeoGebra ao longo da circunferéncia A observamos a
trajetdria descrita por M, conforme a figura a seguir:

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
<l delelo]<d=]s
» Janela de Algebra 5 » Janela de Visualizagao

Cénica
@yt

Entras.

Ponto
® A=(080, 072
® M=i0.33,0.38)
®0=(0,0
@ P=(0.69,0)
® Q=(0,072)
Rets
ty=a72
g x=-0.69
i:0.69% - 0.72y = 0.05
Segmenio
en=1

Entrada:

Figura 3 — Trajetéria descrita pelo ponto M
Fonte: Autor, 2016

Essa curva, denominada astrdide, possui algumas propriedades geométricas que podem ser
conjecturadas, tais como: a reta que passa pelos pontos P e Q é tangente a curva no ponto M;
0s pontos em que a curva néo é regular estdo localizados nas coordenadas (1, 0), (0, 1), (-1,
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0) e (0, -1). Sua curvatura é sempre negativa, adotando o sentido anti-horéario de percurso do
ponto A e podemos classificad-la como uma curva fechada, simples, periddica, apresentando
simetria em relacdo ao eixos Ox e Oy. Para um tratamento algébrico da curva em questéo,
no sentido de formalizar as hip6teses e conjecturas, sendo a(t) = (x(t), y(t)) uma curva
parametrizada pelo pardmetro t e x(t) e y(t) suas equagdes paramétricas, teremos:

- Condicéo de alinhamento dos pontos P, Q e M (figura 3), com P = (cost, 0), Q = (0, sent)
e A = (cost, sent): det(P_M,)Wj) =0(I

- Ortogonalidade dos vetores AM e PQ: AM. PQ =0 (1)

Resolvendo | e Il, podemos representar as equagOes paramétricas da astréide da seguinte
maneira:

x(t) = cos3t

R.
y(t) = sent ' <

a(t) = {

No GeoGebra, ao criarmos o parametro t € [0,27] e as equacBes paramétricas x(t) = cos3t
e y(t) = sen3t, podemos definir a curva parametrizada a(t) = (x(t),y(t)) e o ponto

M e a(t) conforme a figura a seguir:

v =

| Arquivo Editar Exibr Opstes Feramentas Janela Ajuda Entrar.

X |» Janela de Visualizagio

S (1) U
b(t) = sen’ (t)

Ponto
® M=(0.16,06)

Entrada:

Figura 4 — Curva astroide
Fonte: Autor, 2016

A curvatura k da astréide pode ser estudada utilizando os recursos do GeoGebra de maneira
dindmica observando sua variagdo em relagdo ao parametro t pelo gréafico descrito pela ponto
C =(tk):
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=

Aruvo Ediar Exibir Opgties Ferramen
AL s el

Il )

b Janela de Algebra X[ danela de Visualizagaa [+ Janela de Visuakizagdo 2 X
Curva Paramétrica T 1

Entrar...

Lugar Geométrica
® Ig1 = LugarGeometrico]

®c=(1,073)
® M= (046, 0.6)

exto
® textol = "k = 0.

1 g1
Entrada : |

Figura 5 — Curvatura da astroide
Fonte: Autor, 2016
Destacamos que podemos obter as equagdes paramétricas da astrdide utilizando outras

técnicas algébricas e conceitos envolvidos, preferimos nessa oficina privilegiar o tratamento
vetorial. Além disso, a por meio de suas equacdes paramétricas podemos obter sua equagao
implicita da forma: x%/3 + y2/3 = 1.

Com isso, todas as propriedades geométricas da astroide conjecturadas no GeoGebra podem

ser formalizadas por meio de suas equagdes paramétricas

6. Consideracdes Finais

Gostariamos de destacar, de acordo com a nossa proposta, que o estudo das curvas planas
parametrizadas com o auxilio do GeoGebra propiciou uma série de situacOes didaticas que
podem ser exploradas pelos professores em sala de aula, permitindo aos estudantes de
maneira dindmica interagir com o objeto de estudo.

O GeoGebra permite ainda explorar tanto propriedades locais das curvas planas
parametrizadas, como curvatura, se a mesma € regular, simetrias, utilizacdo do parametro,
auxiliando em grande medida na elaborac@o de conjecturas a respeito das propriedades do
objeto matematico em questéo e que durante a oficina serdo formalizadas pelos participantes.
Além disso, podemos inferir que na construcdo do conhecimento matematico podemos
envolver diversas abordagens ou tratamentos e suas inter-relagdes, como a algébrica,

geométrica e analitica, além do uso da lingua natural e analogias fisicas.
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