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Resumen

El taller se llevara a cabo utilizando una guia de trabajo. En esta se explica a cada
participante el procedimiento para graficar en el software GeoGebra un solido.

Primero se le presentara al participante un sélido limitado por una lista de superficies, este
debe realizar un dibujo del s6lido a mano, para tener claro cada una de las caras, aristas y
vértices que lo conforman. Luego debe proyectar cada una de las caras, parametrizar la
superficie que define la cara e ingresar esta parametrizacion en el software para que este
realice la gréafica de la superficie. Al final el participante tendra la representacion del solido
en su trabajo digital.

Introduccion

Este trabajo consiste en un taller sobre la utilizacion del software GeoGebra para la
graficacion de solidos, esta dirigido a docentes universitarios. Es necesario que los
participantes cuenten con conocimientos basicos del programa y del calculo en varias
variables (Secciones conicas, superficies y solidos). Cada participante seguira una guia de
trabajo para poder realizar el grafico correspondiente y podra realizar consultas a la

instructora durante el avance de su trabajo.

Objetivo
Brindar a los docentes del campo de la matemdtica una guia de trabajo que explica como

utilizar el programa GeoGebra para graficar curvas y superficies para crear solidos.

Marco teérico
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Segun Gamboa, (2007), el uso de herramientas computacionales en la ensefianza de la
matematica cada dia es mas frecuente, ademas la tecnologia le permite al estudiante obtener
conclusiones y realizar observacién que en otros ambientes, por ejemplo “lapiz y papel”,
seria dificiles de obtener.

En mi opinion, el uso de estas herramientas es de mucha ayuda en aquellos temas que
involucran graficacion de curvas, superficies o sdlidos, ya sea en el plano o en el espacio, ya
que muchas de esas figuras son dificiles de imaginar y dibujar, pero con la ayuda de un
graficador se puede facilitar.

Ademés GeoGebra es un programa gratuito, facil de instalar y de usar, que nos puede ayudar
a comprender de una mejor manera el comportamiento de las figuras en tres dimensiones. Y

se puede utilizar tanto en computadora como en teléfonos y tabletas.

Metodologia y resultados: Guias de trabajo

Se realizara la construccion del grafico del sélido del ejemplo 1 en el programa GeoGebra.
Ejemplo 1: Considere el sélido limitado por las superficies: S;:(x —3)? + y? = 4,
Sy:2x+z=10,53:x=3,5,:2=3,85:y =0y Ss:z = 0.

Realice la gréfica del s6lido en GeoGebra.

Solucion
Siga la lista de instrucciones que se enumeran a continuacion, si tiene alguna duda en algun
paso llame a su instructora.

1.

2. Realice un dibujo a mano del sélido requerido. Es importante determinar las coordenadas

de sus vértices. Ver Figura 1.
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Figura 1. Sélido dibujado a mano

Cara 1, limitada por la superficie: S;:(x —3)? +y? =4
3. Para graficar la cara 1, se debe proyectar esta cara sobre alguno de los planos
coordenados, donde la proyeccion sea una region. Ver Figuras 2 y 3.

Nota: Si la superficie que forma la cara es un cilindro solo hay dos posibles proyecciones
las cuales se generan al escoger como plano coordenado de proyeccion, el plano que
contiene una de sus variables y la variable ausente.

z :=3
0.1.94,3) _(0,2,3)

(35,0,3

2r+2=10

Figura 2: Proyeccion de la cara 1 sobre XZ.

Figura 3: Proyeccion de la cara 1 sobre YZ.
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4. Para este caso se trabajara con la proyeccion sobre el plano XZ (Figura 2). Ahora dibuje
dentro de la proyeccion un vector en cualquiera de las dos direcciones, hacia el eje X (Figura
4) o hacia el eje Z (Figura 5).

Nota:

¢ Sidibuja el vector hacia el eje X, se tomara z = u y se utilizard u como parametro el cual
puede tomar cualquier valor en el intervalo donde existe z.

e Sidibuja el vector hacia el eje Z, se tomard x = u y se utilizara u como parametro el cual
puede tomar cualquier valor en el intervalo donde existe x.

Si el vector tiene entradas o salidas diferentes en la proyeccion, debe hacer vectores diferentes
para cada entrada o salida con pardmetros diferentes.

e Cada vector debe tener un punto de salida y uno de llegada, estos puntos solo pueden
depender del pardmetro u, utilice las ecuaciones de las curvas que limitan la proyeccion para

despejar las variables necesarias.

Figura 4: Vector en direccion del eje X. Parametro: 0 < u < 3
Figura 5: Vector en direccion del eje Z. Pardmetros: 3 <u <3,5y35<v <5

5.
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6. Trabaje con la imagen que tiene el vector en la direccion del eje X (Figura 4), debido a

que con un solo vector y u variando en [0,3] se abarca toda la proyeccion.

7. Parametrice el segmento de recta que inicia en el punto (3,u) y finaliza en el punto

10— .
( 5 u,u). Tome en cuenta que como Se esta proyectando en el plano XZ, el valor para y es

0, por lo tanto, en tres dimensiones esos dos puntos serian (3,0,u) y (102_”, 0, u).

Si necesita ayuda para parametrizar utilice la informacion que se muestran en el Anexo 1.

+?(42H) : t € [0,1]

8. Este segmento depende de un parametro u, si se le da movimiento a u en la region

clt):

-

X

3
0
u

&

proyectada, la parametrizacion del segmento pasaria a ser la parametrizacion de la region

proyectada.

x=3+t (4—;4)
) 2 _ _
swn:{ | _g . uel0,3],t€[0,1]

Z=U

9. Para llevar la superficie parametrizada al lugar en el espacio que le corresponde, se debe

involucrar la superficie S; que le da su altura en y. Para ello despeje y de S;.

y=1/4—(x—3)?

Nota: Debe tener cuidado al despejar una variable que esta elevada al cuadrado, ya
que siempre se obtienen dos opciones, y es necesario saber si se requiere la positiva

0 la negativa.

10. Sustituya el valor de x de la parametrizacion del paso 6. en la ecuacion del paso 7.
2
4—u\\"
p= 4=t
=-( ()
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11. Sustituya el valor de y de la ecuacion del paso 8. en la parametrizacion del paso 6.

4—u
X=3+t
X +(2)

s(u,t) - 4—(;(4;“))2: uel0,3],r€[0,1]

Z=U

Esta es la superficie que corresponde a la primer cara del sélido.

12. Ingrese a GeoGebra la superficie que corresponde a la primer cara del sélido, escriba la
palabra “Superficie” en la celda de entrada que se encuentra en la parte inferior de la pantalla,
GeoGebra le completara la guia para ingresar la superficie, usted debe seleccionar la opcién

que se muestra en la Figura 6.

Entrada al
Superficie[ <Funcién>, <Angulo>]

Superficie| <Expresion>, <Expresién>, <Expresién>, <Pardmetro 1>, <Valor Inicial>, <Valor final>, <Pardmetro 2>, <Valor Inicial>, <Valor final>

Figura 6: Ingreso en GeoGebra de una superficie parametrizada.

13. Donde indica <Expresion> se debe escribir la parametrizacion de las tres variables, en el

orden x,y, z.

14.En <Pardmetro 1> se escribe u, <Valor inicial 1>y <Valor final 1> corresponde a los

extremos del intervalo donde se evaluara el pardmetro 1, en este caso u € [0,3].

15. En <Paradmetro 2> se escribe t, <Valor inicial 2>y <Valor final 2> corresponde a los

extremos del intervalo donde se evaluara el parametro 2, en este caso t € [0,1].

16. Su entrada debe quedar como se muestra en la Figura 7.
En;ad;: ;l;prer;lcie[.‘tb ((4-0)72), stin(4- *((4-1)12)%), 1,11, 0,3,1,0, 1]

Figura 7: Ingreso en GeoGebra de la cara 1 del solido.

17. Cuando haya terminado, pulse la tecla “Enter” para poder ver su superficie. Ver Figura
8.
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18. Realice un procedimiento similar al anterior para graficar las otras caras, el resultado debe
ir guedando como se muestra en las figuras de la 9 a la 13.
19.

Figura 8: Cara 1, limitada por la superficie:
Sii(x—3)2+y?=4

Figura 9: Se agrega cara 2, limitada por: S,: 2x + z = 10
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Figura 11: Se agrega cara 4, limitada por: S,: z = 3.

Figura 12: Se agrega cara 5, limitada por: Ss:y = 0.
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Figura 13: Se agrega cara 6, limitada por: Sg:z = 0

20.  Cambie los colores de las caras y elimine la maya, esos cambios los puede hacer en

las propiedades de cada superficie. Ver Figura 14.

X

Figura 14: Sélido con sus caras de diferentes colores
21.
22. Se pueden agregar las aristas del sdlido, para ello se deben calcular a pie las intersecciones
de las superficies, y utilizando los vértices de nuestro primer sélido a mano, se iran
encontrando y parametrizando cada curva para poder graficarla en GeoGebra.

23.
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Arista 1: interseccion de S; con Sg
(x —3)% + y? =4ﬂz=0
x=3+2cost
c(t): § y=2sent ; te [D,E]
2
z=0
En GeoGebra su entrada debe quedar:

Entrada: Curva[3+2°cos(l), 2*sen(i), 0,1, 0, pi/2]

Ver Figura 15.

X

Figura 15: Arista 1: interseccion de S; con S,.

Avrista 2: interseccion de §; con S,
(x —3)%2 + y? =4ﬂ2x+z= 10

Despejar y y z, x sera el parametro

x=t
e(t):{ y=v/a—@—3?%: €355
z=10—-2¢

Ver Figura 16.
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Figura 16: Arista 2: interseccion de S, con S,

Avrista 3: interseccion de S, con S,

(x—3)2+y2=4-ﬂz=3

X =3+2cost -
c(t): ¢ y=2sent : te [1.31&?}
z=3 -

Ver Figura 17.

Figura 17: Arista 3: interseccion de S, con S,.
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24.Las otras aristas son segmentos de recta entre vértices, por lo que se ingresan en

Entrada: Segmento[(3,0,0), (3,2,0)] L.
GeoGebra como segmento de punto a punto: . Por ultimo se

pueden agregar los vértices del sélido. Ver Figura 18.

(35,0,3

3.20

Figura 18: Sélido con caras, aristas y vértice

Conclusion

El software GeoGebra, utilizado correctamente en cursos de calculo en varias variables
(aunque su uso puede extenderse a otras areas de la matematica) puede ser de gran utilidad
para los estudiantes, de esta manera ellos logrardn mediante las vistas, y propiedades de

objetos tridimensionales determinar detalles que de otra forma tendrian que imaginar.
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Anexo 1
A continuacion se muestra la parametrizacion de algunas curvas en general:

1. Segmento de recta que inicia en A(aq, a,, as) y termina en B(by, by, b3).

Su parametrizacion estaria dada por:

,r:a|+r(b17a1)
e(t):4 y=ay+t(h—ap) t € [0,1]

z=a3+t(bs—a3)

2. Circulo en YZ sobre el plano x = x;:

(o irkp=r

X=X
Usando sen?z 4 cos?t = 1, su parametrizacién estarfa dada por:
X=X
e(t): 4 y=j+rcost : t € [0,2x]
z=k+rsent

Anexo 2
A continuacién se presentan la proyeccion y las parametrizaciones utilizadas para las caras
de la 2 a la 6 del solido del ejemplo 1.

Cara 2, limitada por la superficie: S,:2x +z = 10
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X=u
s(r):q y=r/4— =3 : ue[3.5,5],t€[0,1]
z=10—2u

Figura 19: Proyeccion de la cara 2 y vector en direccién del eje Y. Parametro: 3,5 <u <5

Cara 3, limitada por la superficie: S;:x =3

©0.2.3)

y=2

(0,u)

x=3
s(u,t): 4 y=2t : ue(0,3],€[0,1]
I=u

Figura 20: Proyeccion de la cara 3 y vector en direccion del eje Y. Parametro: 0 < u < 3

Cara 4, limitada por la superficie: S,:z =3
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u, \/i —(u — ;;,L‘)
x (35, 1.94, 0) -3+ =4

Va—(u—3)7 ; uel3,35,re(0,1]

©
=
E
=
—_——
Mo m
I [
W o=

Figura 21: Proyeccion de la cara 4 vector en direccion del eje Y. Pardmetro: 3 < u < 3,5

Cara 5, limitada por la superficie: Ss:y =0

4—u
x=3+t
s(ue):9 ( 2 ) : ue (0,3, [0,1]
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Figura 22: Proyeccion de la cara 5 y vector en direccion del eje X

Pardmetro: 0 <u < 3

Cara 6, limitada por la superficie: Sg:z =0

(u.0)
4

S

st): ] y=r/4— =37 : ue 3,5t €[0,1]

Figura 23: Proyeccion de la cara 6 y vector en direccion del eje Y

Pardmetro: 3 <u <5

Anexo 3
A continuacion se facilita un ejercicio adicional.

VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.

ISBN 978-84-945722-3-4

198



—| Ejercicic )

1 Considere el sélido limitado por las superficies:

S+t =4, S1:z2=2, Ss:y=0,
Srix4+y=5, S4:2=0,

Realice la grafica del sé6lido en GeoGebra.

Solucién
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