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Resumen

La enserianza de la Geometria Analitica para estudiantes de Ingenieria es de vital
importancia para la comprension de procesos matemdticos y fisicos de su vida
académica y laboral. La unificacién del Algebra y la Geometria que se logra en el
proceso de enserianza de los conceptos geométricos referidos supone metodologias que
permitan que la persona pueda realizar las relaciones adecuadas para la consecucion
de los objetivos de aprendizaje. El presente trabajo muestra el diserio, puesta en
practica y andlisis de una propuesta de enserianza de la geometria analitica en
estudiantes de primer aiio de ingenieria del Politécnico Colombiano Jaime Isaza
Cadavid. El proyecto, que responde a una experiencia profesional e investigativa, tiene
como base el Modelo de niveles de desarrollo de Van Hiele para la ensefianza de la
Geometria y utiliza material diddctico disefiado dentro de la metodologia de aula taller,
buscando con ello articular los conceptos matematicos y el mundo real, recuperando el
concepto de lugar geométrico. Los resultados dan cuenta no solo del proceso de
ensefianza y aprendizaje si no que trasciende a analizar las habilidades de pensamiento
inmersas en la implementacion de la propuesta por parte de los estudiantes
participantes.

Presentacion del problema: La ensefianza de la Geometria Analitica en la Educacion
Superior, en Ingenieria en este caso, es base para la comprension de otros conceptos
matematicos y a la vez para el desarrollo del pensamiento espacial. Una de las
dificultades que se vienen presentando en el proceso de ensefianza de los conceptos de
la Geometria Analitica es que por la automatizacion de procedimientos, la
memorizacion de ecuaciones, los problemas tipo y repetitivos, se ha venido perdiendo la

esencia de la geometria, en este caso el concepto de lugar geométrico. Los estudiantes
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resuelven ejercicios de los temas en discusion, pero no tienen claridad sobre el papel
que juega cada uno de los puntos que encuentran, ni las propiedades que cumplen, por
esto el cambio en las situaciones lleva a una imposibilidad en la resoluciéon, no se ha
generalizado el proceso, no se ha completado el aprendizaje. Ademds de esta situacion
en el proceso de ensefianza se enfrenta un problema mayusculo que tiene que ver con el
desfase que se presenta entre la forma en que se ensefian los conceptos geométricos y la
manera en que se desarrollan los procesos de aprendizaje de los estudiantes, situacion
que se ve reflejada en las formas de razonamiento que dejan ver los alumnos, donde se
presenta pensamiento concreto donde se deberian estar haciendo abstracciones o que
habilidades de pensamiento requeridas para la comprension de los conceptos no se
activan en los momentos requeridos. Por todo esto se plantea el problema de la
ensenanza de la Geometria Analitica en la Educacion Superior recuperando el lugar
geométrico como esencia del andlisis de las relaciones que se encuentran en cada una de
las figuras a estudiar. De este problema surge una pregunta sobre el como lograr que
este proceso de aprendizaje se dé¢ ordenadamente de acuerdo a la forma en que se
desarrollan las habilidades de pensamiento de los estudiantes, por lo que se propone una

estrategia para esto.

Marco de referencia conceptual: Para el desarrollo de la propuesta se tienen en cuenta
varias perspectivas teoricas, cada una de ellas referidas a la situacion en particular que
se trate, es decir a la ensefianza de la geometria, a las habilidades de pensamiento y a la

metodologia utilizada: el aula taller.

La ensefianza de la geometria: Para este caso, teniendo en cuenta las diferencias
cognitivas que presentan los estudiantes, se pensé en un modelo que permitiera partir de
niveles basicos de pensamiento y a partir de alli ir consolidando procesos de mas alto
nivel e interiorizando los conceptos. Por esto se trabajo con el modelo de Van Hiele, el
cual describe el proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria como un desarrollo
que parte de formas intuitivas de razonamiento, hasta una formalizacion profunda de los
conceptos. Jaime y Gutiérrez (1990) caracterizan el modelo de la siguiente manera: se
pueden encontrar varios niveles de perfeccion en el razonamiento de los estudiantes,
pero un estudiante solo puede comprender aquello que se le presente de acuerdo a su
nivel de razonamiento; se debe trabajar sobre el nivel de razonamiento, alcanzar niveles

requeridos para poder comprender las diferentes relaciones matematicas es base para el



aprendizaje; se debe ayudar a la persona a que razone de manera adecuada, esto a través
del proceso de ensefianza.

El modelo de Van Hiele plantea tres elementos, la percepcion, que tiene que ver con el
interés en el tema (Van Hiele, 1986); los niveles de razonamiento, son una
estratificacion del razonamiento humano en una jerarquia de niveles, en los cuales es
progresiva la capacidad de razonamiento matematico de los sujetos, desde que esta
iniciando el proceso de aprendizaje hasta que adquieran un desarrollo intelectual alto en
el campo conceptual en que se esta trabajando (Jaime y Gutiérrez, 1990); y las fases del
aprendizaje, dan cuenta de los procesos que conducen al estudiante de un nivel de
razonamiento al siguiente. Los niveles de razonamiento son: Nivel 0, predescriptivo;
nivel I, de reconocimiento visual; nivel II, de analisis; nivel III, de clasificacion; nivel
IV, de deduccién formal. Cada nivel con unas caracteristicas especificas que se
describiran en la metodologia. Las fases del aprendizaje son: la informacion, la
orientacion dirigida, la explicitacion, la orientacion libre y la integracion (Burger y

Shaughhnessy, 1986). Estas fases también serdn especificadas en la metodologia.

Las habilidades de pensamiento: El contenido es, por definicion: rigido y estatico,
pues es un producto terminado; son datos rigidos que no podemos modificar y que son
aceptados por todo el mundo. Los procesos, por el contrario, son flexibles y crean
alternativas, porque cada persona puede generar caminos diferentes para tener acceso a
la misma informacion; son transferibles: un proceso utilizado en una area puede ser
exportado para lograr otro conocimiento; tienden a formar competencia: uno de los
objetivos del aprendizaje es formar gente competente, que en el terreno practico
demuestra aplicacion de conocimientos en forma versatil (Sanchez, 2002). Hablar de las
habilidades de pensamiento dentro del sistema actual de educacién, es hablar de una
realidad construida, es decir que la informacion existe en el medio pero profesores y
estudiantes a través de la activacion de sus habilidades de pensamiento la interiorizan
fortaleciendo su capacidad de pensar en diversas situaciones, va perdiendo entonces
viabilidad las propuestas de tipo memoristico que entregan la informacién ya elaborada
para ser almacenada.

La cadena del desarrollo de las habilidades de pensamiento inicia por la observacion y
finaliza en la contrastacion de leyes y teorias, cada proceso de pensamiento involucra
los inmediatamente anteriores, es decir, para realizar una clasificacion es necesario que

la persona ya haya desarrollado la habilidad de realizar comparacion, descripcion y



observacion. Un proceso exige siempre que el anterior ya esté mas consolidado, esto
teniendo en cuenta que se esté en niveles semejantes de complejidad. Es importante que
el docente conozca el procedimiento de cada habilidad de pensamiento para que pueda
observar en sus estudiantes cuales han desarrollado y cudles no, y de esta manera definir
las acciones a seguir para poder promover mayores habilidades cognitivas. De la misma
manera es importante tener claro que cada uno de estos pensamientos pueden
presentarse en un nivel de desarrollo concreto o abstracto, cuando estdn en un nivel
concreto es importante que el docente proporcione los medios al estudiantes para que

este pueda llevarlos a nivel mas complejo (Villarreal, 2012).

El aula taller: La metodologia de la experiencia fue la realizacion de actividades en
ambiente de taller. Es una estrategia para la gestion del conocimiento, la innovacion y la
transformacion de los ambientes de aprendizaje. En este tipo de trabajo el aprendizaje se
obtiene por descubrimiento y asimilacion propios (Pasel, 1993), teniendo como base el
despertar la curiosidad en torno al problema o concepto, es decir, se busca que se
aprenda haciendo. Permite el trabajo en equipo, y utiliza material didactico para la
exploracion de situaciones concretas, en el caso de la propuesta se utilizd material
concreto y guias de trabajo, que conlleva al desarrollo de las habilidades de pensamiento

y a la integracion de los diferentes pensamientos matematicos (Jaramillo, 2012).

Metodologia: El aspecto metodologico de la propuesta tiene como centro en llevar a la
practica el modelo de Van Hiele, teniendo como estrategia el aula taller y como
herramienta para la implementacion de la estrategia las guias de trabajo, con el fin de, a
partir de niveles basicos de razonamiento, comprender los conceptos de la Geometria
Analitica, la importancia del concepto de lugar geométrico y activar las habilidades de
pensamiento que se requiere para ello.

Teniendo en cuenta esto se inicia el proceso mostrando a los estudiantes como se fueron
construyendo histéricamente los conceptos basicos de la Geometria Analitica, asi como
lo importantes que son hoy en dia en diversos campos de la Ingenieria. Este proceso
inicial buscaba mejorar el nivel de percepcion de los alumnos sobre el tema, sobre los
conceptos que se iban a estudiar.

Para iniciar el proceso con los niveles se presenta el Cono de Apolonio con el fin de que
se pueda observar de manera concreta como cada una de las secciones coOnicas surge a

partir de cortes determinados, con caracteristicas especificas a este cono. El cono fue



observado por cada uno de los estudiantes identificando las caracteristicas del material
que tenian en sus manos mientras el docente enuncia los elementos del cono, los
significados de conceptos como generatriz, vértice, cono; se muestra como el cono es
producto de la rotacidon de un tridngulo rectangulo con uno de sus catetos como eje de
rotacion; finalmente, se mencionan las caracteristicas que deben tener los cortes en el
cono para generar cada una de las secciones conicas, apuntando que los cortes
realizados de manera perpendicular al eje del cono tendran como seccion conica
resultante una circunferencia, mientras que si el corte se realiza de forma oblicua con
respecto al eje, la seccion generada serd la elipse. Los cortes paralelos a la generatriz
seran parabolas, y los cortes perpendiculares al eje serdn hipérbolas siempre que
pensemos en el sdlido como un bicono; los alumnos escuchan, observan y realizan las
preguntas correspondientes a lo que podian ver (nivel predescriptivo).

A partir de esto se inicia un proceso de identificacion de semejanzas de lo visto con
objetos cotidianos, se reconoce la forma fisica de los objetos, aunque ain no es posible
que se determinen las propiedades de estos objetos o de las figuras vistas
(reconocimiento visual).

La presentacion de la primera guia de trabajo inicia el segundo momento de la
experiencia, que tiene como objetivo que el estudiante caracterice y establezca algunas
de las propiedades generales de las secciones conicas, para ello se utiliza el doblado de
papel que se realiza a partir de instrucciones e imagenes que presenta el material de
trabajo (nivel de andlisis). Al finalizar la actividad los estudiantes tienen el espacio para
compartir las experiencias que tuvieron con el trabajo de doblado de papel, generando
un debate que permita la construccion colectiva de los conceptos.

La segunda guia de trabajo presenta una actividad cuyo objetivo se centra en el trazado
de la parébola, la elipse y la hipérbola, identificando en el proceso de construccion de
las mismas sus propiedades fundamentales, articulando estas propiedades de orden
geométrico con la representacion analitica de estas curvas, conocidas como ecuaciones
canonicas (nivel de clasificacion). Para los trazos, es necesario el uso adecuado de la
regla y el compas, para lo cual, se indicara a los estudiantes algunos métodos para
construir por ejemplo, perpendiculares o paralelas, o la biseccion de segmentos en
partes iguales, a partir del uso de dichas herramientas. La forma en que se plantea este
trabajo, permite que cada participante construya las tres curvas posibles, las que él
decida y alcanzase en el tiempo disponible. Asi cada uno podréa desarrollar y estudiar

sus propias construcciones, siguiendo las indicaciones impresas en las guias para las



actividades, y ademads, observar los hallazgos realizados por sus compaieros. El debate
sobre lo conseguido permite que se establezcan relaciones entre unas propiedades y
otras, determinando a que conica corresponde cada propiedad, cudles tienen similitudes
y cuales son las diferencias que presentan.

La ultima actividad tiene como objetivo la interpretacion de las ecuaciones candnicas de
las figuras conicas, identificando el procedimiento algoritmico para llegar a ellas y
teniendo en cuenta las propiedades antes descubiertas (fase de deduccion formal).
Luego de desarrollar estos pasos se plantea identificar relaciones entre estas curvas y

fendomenos de la naturaleza, buscando el que se le un mayor sentido a estas ecuaciones.

Analisis de datos: Lo que se puede determinar a partir de los resultados de la
implementacion es que el desarrollo de cada una de las fases de la metodologia
corresponde a los niveles planteados por Van Hiele, por lo que es clara en la
implementacion de la propuesta como se tiene como base este modelo.

Cada nivel del modelo determina unas habilidades de pensamiento que se deben activar
para poderlas desarrollar, es asi como en el nivel 0 y I se realizan observaciones de los
elementos que componen los conceptos de conicas, en este momento de manera
concreta. Ademas se realiza la descripcion de cada uno de estos elementos y se
comparan entre ellos también a nivel concreto. En el nivel de clasificacion el estudiante
debe establecer relaciones entre unas propiedades y otras para poder lugar determinar
clasificaciones de estas caracteristicas, al lograr esto se llega a la conceptualizacion y de
esta forma a niveles abstractos de pensamiento. El nivel IV, la deduccion formal, ya es
un razonamiento de tipo teorico, el trabajo sobre las ecuaciones de las conicas planteado
por la guia, exige un razonamiento de tipo inductivo que tiene como prerrequisito el que
el estudiante realice procesos de andlisis y de sintesis, por lo que estas habilidades de
pensamiento también fueron activadas en el proceso.

Las fases de aprendizaje propuestas por el modelo también fueron implementadas.
Inicialmente se informa a los estudiantes sobre el tipo de trabajo que van a realizar, para
luego a través de la orientacion dirigida (en este caso por las guias) los alumnos van
construyendo los elementos de la red de relaciones en que se enmarcan las figuras
conicas, sus propiedades, sus caracteristicas, lo cual se revisa y socializa al culminar la
realizacion de cada una de las guias. A partir de esta red de relaciones cada estudiante
puede aplicar lo que hasta ahora encontré o comprendi6 en los debates, a algunas de las

figuras que no habia construido con anterioridad, esta es la fase de orientacion libre en



la propuesta, para finalizar condensando todos los conocimientos hasta ahora
desarrollados en el todo que es la construccion de la ecuacion de las conicas.

El nivel de conocimientos declarativos fue alto, los estudiantes comprendieron los
conceptos de manera profunda y los pudieron aplicar a situaciones de aplicacion
planteadas con posterioridad, por lo cual se observa también una mejora en el
conocimiento procedimental conseguido. Se debe anadir a este procedimental el
aprendizaje del manejo de algunos instrumentos como el compas, el mejoramiento del
seguimiento de instrucciones y la posibilidad de activar las habilidades de pensamiento
en los momentos en que se requiera. A nivel actitudinal los estudiantes comprendieron
el valor que tienen los conceptos geométricos en general y la Geometria Analitica en
particular, su nivel motivacional aumento, asi como la atencién y la habituacién, por lo

que al mejorar estos dispositivos basicos de aprendizaje, mejora el aprendizaje mismo.

Conclusiones

La ensenanza de los conceptos geométricos debe tener en cuenta cudles son las
habilidades de pensamiento o el tipo de razonamiento que interviene en el proceso de
aprendizaje de estos conceptos, ya que de no hacerlo se puede superar este nivel (desde
la ensefianza y no permitir que exista una adecuada relacion entre exigencia y
capacidad.

De la misma manera las estrategias de ensefianza se deben disefiar a partir del
conocimiento de la forma en que nivel tanto matematico como cognitivo, se desarrolla
la tarea planteada, esto con el fin de no contradecir formas de ensefianza con estilos de
aprendizaje.

El desarrollo de habilidades de pensamiento es un elemento esencial en el aprendizaje
de los conceptos geométricos, el no tener en cuenta esto y si presionar porque las cosas
se aprenda, conllevan a la busqueda de aprendizajes memoristicos y faltos de
significatividad.

Una importante contribucion del trabajo con guias disefiadas, es el hecho de que estas
permiten a los estudiantes, realizar su trabajo con un alto grado de independencia
respecto del docente, y que aquellos més rezagados encuentren en sus compafieros mas
adelantados un soporte para sus propios procesos, lo cual posibilita a su vez que el
maestro focalice su acompafiamiento en los estudiantes que mas lo necesitan. Es por

esto que para esta propuesta, la metodologia del aula taller se ha erigido en una



herramienta muy importante en el proposito de hacer de las Matematicas un area mas
inclusiva.

Un elemento bésico para el aprendizaje que se puede mejorar a partir de propuestas de
este tipo es la motivacion intrinseca. Como dispositivo basico de aprendizaje tiene la
posibilidad de permitir también que la atencion y la habituacion tengan un mejor
desempefio. La actividad de aula taller activa estos dispositivos y dinamiza la activacion
de las diversas habilidades de pensamiento, por lo que se dispone el razonamiento para

estar al nivel de los conceptos que se van a aprender.
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