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RESUMEN

Ademas de conectar con contextos proximos a la realidad, la resolucién de problemas
permite a los estudiantes entender las matematicas como un todo y evitar trabajarlas
como bloques de contenidos curriculares separados. A su vez, pasar de hacer
ejercicios mecéanicos a resolver problemas puede ser confuso para algunos alumnos.
En el presente informe proponemos como complemento del enunciado verbal del
problema el uso de material manipulativo o soporte tecnoldgico en la actividad de
ensefianza. Presentamos dos ejemplos de problemas de geometria y detallamos la
fase de preparacion de los problemas, la cual es previa a su implementacién en un
aula de secundaria.

Resolucion de problemas, material manipulativo, GeoGebra, actividad de ensefianza,
secundaria
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Introduccion

La resolucion de problemas es un elemento relevante del curriculo de matematicas para la
educacion secundaria obligatoria y el bachillerato en Catalunya [3, 4], ya que actia como
facilitador en el desarrollo de conocimientos y procesos matematicos del alumnado. Por
ejemplo, para bachillerato el curriculo establece:

“La resolucion de problemas entendida como un estilo de ensefianza y aprendizaje que
facilita la construccion de conocimiento matematico a partir de la experimentacion, la
busqueda de regularidades, y la formulacion de resultados conjeturales” [4].

En este informe nos preguntamos cémo trabajar la resolucién de problemas en el aula de
secundaria para que los alumnos adquieran un aprendizaje competencial. Para ello
consideramos relevante que los problemas se puedan resolver siguiendo diferentes
estrategias, que relacionen conceptos matematicos y que permitan diversas representaciones.

En concreto, hemos seleccionado dos problemas de geometria para ser resueltos con un
material manipulativo o soporte tecnoldgico. Luego hemos aplicado una sistematica de tres
fases centradas en la preparacion de la actividad de ensefianza previa a la implementacién de
los problemas en el aula.

Resolucion de problemas matematicos

Muchos autores (véase, por ejemplo, [10, 11, 12, 13, 14]) presentan distintas consideraciones
respecto del término «problema» en educaciéon matematica y las introducen desde mdltiples
perspectivas. Pélya considera que “tener un problema significa buscar de manera consciente
una accién apropiada para conseguir un objetivo claramente concebido, pero no alcanzable de
manera inmediata” [11]. Interpretando esta definicion se llega a la consideracion de que un
problema debe cumplir tres condiciones: (a) aceptacién: la persona o grupo deben aceptar la
tarea como un reto y establecer un compromiso formal para resolverla; (b) bloqueo: los intentos
iniciales no dan buen resultado y las técnicas habituales para abordar la tarea no funcionan; y
(c) exploracion: se indaga en nuevos métodos para resolver satisfactoriamente la tarea.

Como analiza [13], diferenciar un verdadero problema mateméatico de un mero ejercicio es una
cuestion compleja y depende en gran medida del sujeto a quien va dirigida la experiencia:

“Ser un problema no es una propiedad inherente de una tarea matematica. Mas bien es
una relacion entre el individuo y la tarea lo que hace de esta un problema para aquella
persona. La palabra «problema» se utiliza para designar una tarea que es dificil para el
individuo que est4 intentando resolverlo. Asimismo, esta dificultad debe representar un
embrollo intelectual mas alla de un mero calculo.” ([13], p. 74).

A diferencia de lo que sucede cuando se resuelve un ejercicio, el proceso de resolucion de un
problema no suele producirse segun unas reglas preestablecidas. El conocimiento y el
comportamiento matematico de quien resuelve problemas se puede clasificar en funcién de: los
recursos -conjunto de conocimientos matematicos basicos y necesarios para que el resolutor
se enfrente al problema-, las heuristicas -técnicas generales de resolucion-, y el control -la
forma como cada persona se enfrenta a la resolucion de problemas, teniendo en cuenta los
recursos y las heuristicas que conoce- [13]. El cumplimiento, o no, de estos componentes por
parte del resolutor es lo que determinara la dificultad del problema. Asi, por ejemplo, un sujeto
puede presentar unos recursos adecuados y un buen dominio de la heuristica, pero la falta de
seguridad en su sistema de creencias puede no permitir que alcance la solucién del problema.
Por tanto, comprender y analizar estos elementos es importante para entender cémo se
enfrenta cada resolutor a un problema, pero también para ser capaz de entender las
dificultades que se le presentan.

Fases en laresolucion de problemas matematicos

Pélya centrd su programa en la idea de un «resolutor ideal» [11], es decir, un individuo que
cuando resuelve un problema avanza linealmente desde el enunciado hasta la solucién. El
objetivo del modelo de Pélya era conseguir que cualquier persona, con la ayuda de un tutor,
aprendiera técnicas de resolucién efectivas y, asi, se pudiera convertir en un buen resolutor de
problemas. Pdlya consideraba que un alumno aprende por imitacion y practica y, por tanto, se
debia combinar la orientacion del profesor con el uso personal de las estrategias heuristicas.
Para ello, present6 una serie de indicaciones con el fin de que el resolutor pudiera afrontar con
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mayor facilidad el problema y sugirié algunas estrategias que favorecian el proceso de
resolucién. Ademas plante6 cuatro fases que intervenian en una buena resolucion de un
problema matemaético:

()  Comprension del problema: determinar cual es la incognita y cudles son los datos y las
condiciones que hay que satisfacer. Conviene plantearse si datos y condiciones son
suficientes para determinar la incdgnita, o bien son redundantes o contradictorios. En
esta fase puede ser Util hacer un dibujo y/o simbolizar el problema de forma adecuada.

(i)  Concepcion de un plan: encontrar la relacion entre los datos del problema y la
incégnita, y reformular el enunciado si es necesario. Considerar problemas parecidos,
mas simples, que el resolutor ya sabe resolver.

(iii) Ejecucion del plan: comprobar que cada paso que se sigue en la resolucién es correcto
y, Si es necesario, demostrarlo.

(iv)  Vision retrospectiva (i.e., revision de la solucién obtenida): verificar la solucién y el
razonamiento utilizado. Pensar si se puede obtener el resultado de alguna manera
diferente y si la misma técnica de resolucion se puede aplicar en otro problema.

Preparacion de una actividad matemaética

Inspirdndose en las discusiones productivas de Stein y Smith [15] y considerando elementos de
la orquestacion instrumental [6, 16], en [8] se elabord una sistematica de seis fases para
preparar y gestionar discusiones en gran grupo: anticipacion a través del arbol, configuracion
didactica ampliada, modo de explotacién, monitorizacion, seleccién de situaciones y
secuenciacion de la implementacion didactica. Todas las fases permiten la gestién eficiente de
una discusion en gran grupo y pueden contribuir a la creacién de oportunidades de aprendizaje
matematico para los estudiantes (véase, por ejemplo, [2, 7, 8]), ya que se potencia la
adquisicion de habilidades matematicas de alta riqueza cognitiva, procedimental y de
autorregulacion. A continuacion detallamos las tres primeras fases de la sistemética, las cuales
son propias de la preparacién de la actividad de ensefianza antes de ser implementada con
estudiantes.

(i)  Anticipacion a través del arbol: describe la importancia de prever las posibles
respuestas de los alumnos, hecho que incluye pensar como pueden interpretar la
resolucién de los problemas y tener un amplio estudio de todas las posibles formas de
resolverlos. Para ello se utiliza el «arbol del problema [9], el cual se presenta como
una herramienta que permite anticipar las estrategias de resolucién que seguiran los
alumnos en el abordaje de los problemas y sistematizar aspectos que el profesor desea
tratar durante la discusion en gran grupo.

(i)  Configuracion didactica ampliada: consiste en decidir con antelacion qué artefactos,
manipulativos y/o tecnoldgicos, entraran en juego en el aula. La seleccién de
materiales y la utilidad de estos en clase requiere de una minuciosa preparacion y
estudio previo.

(i)  Modo de explotacién: esta fase esta intimamente ligada a la primera, en la que se ha
elaborado el arbol del problema. Trata de decidir las actuaciones del profesor cuando
gestiona la discusion en gran grupo para guiar a los alumnos y, asi, conseguir que
estos lleguen lo mas lejos posible en la estructura del arbol.

Finalmente, en relacién con el planteamiento de la actividad matematica es importante
preguntarse si, por ejemplo: ¢ la actividad ayuda a relacionar conocimientos diversos dentro de
la mateméatica o con otras materias curriculares?; o bien, ¢la actividad implica el uso de
instrumentos diversos como material que se pueda manipular, herramientas de dibujo,
software, calculadora, etc.? Ademas, en relacién con la gestién de la actividad en el aula,
podemos reflexionar sobre si avanza en la representacion de forma que cada vez sea mas
precisa y se utiliza progresivamente lenguaje matematico mas riguroso'.

Los artefactos

En este informe entendemos que un «artefacto» es toda herramienta que favorece el proceso
de ensefianza y aprendizaje de los estudiantes. En concreto, nos centramos en problemas que
se pueden trabajar con artefactos tecnologicos (p.ej., software de geometria dinamica),
manipulativos y otros artefactos (p.ej., lapiz y papel, y pizarra ordinaria).
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Coincidimos con el documento de las “Competéncies basiques de I'ambit de matematiques” [5]
en que un uso de materiales manipulativos, ya sea material disefiado especificamente u
objetos cercanos, es imprescindible para introducir ideas nuevas en clase. Aprender diferentes
formas de representar aumentara la flexibilidad de los estudiantes para que se planteen nuevas
situaciones y potenciara la confianza de los alumnos.

“En el camino de lo concreto a lo abstracto hay, como primer paso, la manipulacion; es
decir, la accidn sobre los objetos, y conviene que pese a las dificultades que
frecuentemente supone para el maestro o la maestra, no se olvide este aspecto ... ya
gue son las acciones las que desencadenan el pensamiento, y sobre las que se pueden
construir las representaciones ... El material que facilitamos al alumnado tiene un papel
fundamental.” ([1], p. 15).

En relacion con la sistematica descrita anteriormente, podemos agrupar las fases en tres
momentos (Fig. 1), que nos permiten distinguir el papel que adopta el artefacto en la aplicacién
de la propia sistematica:

Anticipacién Sonflaiackn Jsadics Modo de explotacion

¢ Como utilizaremos los

¢ Utilizaremos artefactos? ¢Qué tipo de artefactos? artefactos?

Figura 1: Papel del artefacto en las fases de la sistematica

Ejemplificacién de dos problemas

En esta seccion presentamos una propuesta completa de resolucion de dos problemas de
geometria desde la perspectiva de un resolutor experto. Para cada problema detallamos la
implementacion de las fases de anticipacion, configuracion didactica ampliada y modo de
explotacion. Ademas, hacemos especial referencia al uso de artefactos. En concreto, en el
primer problema hemos tomado como artefacto un material manipulativo y en el segundo
problema el artefacto consiste en un software de geometria dinamica, el GeoGebra".

Problema 1: jEmpaquetando vasos!

Disponemos de 12 vasos. Cada vaso mide 92mm de altura y 74mm de diametro del borde por
donde se bebe.
Queremos construir una caja lo mas econémica posible que contenga los 12 vasos.
Ademas queremos que:
e Labase de la caja sea rectangular.
e Los vasos estén mirando hacia arriba en la caja.
e Los vasos no estén situados uno dentro de otro.

Con las restricciones anteriores, ¢ qué hace falta minimizar para construir la caja mas
econdmica posible? Razona tu respuesta.
¢, Qué dimensiones tendra la caja? Justifica tu respuesta.

Proponemos un problema de optimizacion de superficies. Durante la fase de anticipacion a
través del arbol discutimos los principales objetivos, que en nuestro caso son: (i) estudiar qué
elementos influyen en la minimizacién de la superficie y qué elementos son relevantes; (ii)
identificar qué dimensiones caracterizan un ortoedro; (iii) relacionar propiedades en el plano y
el espacio; (iv) evitar el calculo excesivo y reflexionar antes; y (iv) utilizar el material
manipulativo para estudiar la viabilidad de las respuestas de los alumnos y poder asi
comprobar si son posibles sus propuestas.
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Figura 2: Arbol del problema 1

En el arbol del problema (Fig. 2), el primer paso es entender las condiciones del enunciado, es

han de cumplir los vasos? Deben estar mirando hacia arriba, no deben

, ¢ qué posicion

decir

estar situados uno dentro del otro y la base de la caja tiene que ser rectangular. Las opciones

que resultan consisten en distribuir los vasos formando cajas de 1x12, 2x6 y 3x4 vasos (Fig. 3).
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Figura 3: Distribucién de los vasos formando cajas

Puede darse la posibilidad de que el estudiante solo identifique una de las posibles cajas que
cumplen con las hip6tesis del problema. En tal caso se le pedira una justificacién de por qué
considera que es la opcion optima.

Las estrategias para resolver el problema pueden ser varias, pero en el arbol consideramos las
opciones de centrarse en el area de las paredes laterales (véase E2 en la Fig. 2), o en el
perimetro de la base (véase E3 en la Fig. 2).

Llamamos d al diametro del vaso y h a su altura. Si nos centramos en el area, tenemos que la
expresion general para calcularla es la siguiente:

At = 2 - (rea de la base) + 2 - (area de la pared lateral,) + 2 (area de la pared lateral,)

Asi, obtenemos que el area de cada caja en funcion de d y h es:

Caja Area total

1x12 2 - (12d? + 12dh + dh) = 24d? + 26dh
2x6 2 - (12d* + 6dh +2dh) = 24d® + 16dh
3x4 2 - (12d® + 4dh + 3dh) = 24d” + 14dh

Tabla 1: Area total de la caja en funcion de la distribucion de los vasos

Dado que en todas las cajas deben caber 12 vasos, tanto la base como la tapa de todas las
posibles cajas van a tener la misma superficie, podemos pues no considerar el valor del area
de la base. Indistintamente, con los resultados de todas las areas (Tabla 1) queda probado que
la caja con menor area es la 3x4.

Otra opcidn es centrarse en el perimetro de la base.

Caja Perimetro de la base
1x12 2. (d+12d) = 26d
2x6 2 - (2d + 6d) = 16d
3x4 2 - (3d +4d) = 14d

Tabla 2: Perimetro de la base en funcién de la distribucién de los vasos

En la Tabla 2 claramente observamos que la caja con menor perimetro es la 3x4. Dado que la
altura de los vasos es constante, igual para todas las cajas, podemos afirmar que la caja que
necesita menos material es la 3x4.
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Ademas, es importante calcular las dimensiones que determinan la caja (véase E4 en la Fig. 2).
Realizar la conversién de unidades correspondientes, teniendo en cuenta que los vasos miden
92mm de alto y 74mm de didmetro del borde por donde se bebe.

Asi, podemos afirmar, que dadas las hipotesis del enunciado, la caja mas econdémica es la 3x4
vasos, con dimensiones 222mm x 92mm x 296mm (véase E5 en la Fig. 2).

En la configuracién didactica ampliada, en este problema consideramos el uso de artefactos
manipulativos, 12 vasos de plastico, cartulina de diferentes colores, papel para que los alumnos
desarrollen sus propuestas y la pizarra para que la profesora realice anotaciones para todos
ellos. En el desarrollo de toda la actividad, el material manipulativo debe encontrarse al alcance
tanto de la profesora como de los alumnos.

Finalmente, en lo relativo al modo de explotacion, proponemos que los alumnos trabajen en
pequefios grupos o parejas, pero que anoten sus propuestas de forma individual. Repartimos el
material entre los diferentes grupos y lo retiramos cuando consideramos que se convierte en un
elemento de distraccion. El problema esta pensado para ser trabajado en una sesion. La
profesora dirige una discusion en gran grupo posterior, para compartir con el resto de la clase
las diferentes propuestas y las posibles conexiones entre ellas usando el material manipulativo
como soporte a sus intervenciones. Finalmente, se anima a los estudiantes a revisar sus
propuestas, si asi lo consideran, y se les da la posibilidad de modificar, corregir y afiadir todo
aquello que consideren oportuno.

Problema 2: jPuntos medios con una intrigante propiedad!

Dada una circunferencia, consideramos un punto, A, situado encima de la circunferencia y un
punto B exterior a ella. ;,Qué cumplen los puntos medios de A y B cuando desplazamos A por
encima de la circunferencia? Argumenta tu respuesta.

En lo relativo a la fase de anticipacion a través del arbol, en primer lugar identificamos los
objetivos matematicos del problema y los enunciamos de la siguiente forma: (i) estudiar la
homotecia como un caso particular de semejanza, en un problema donde la transformacién
geométrica queda oculta en la solucion; (i) utilizar triAngulos en posicién de Tales y el teorema
de Tales para argumentar la solucion matemética de un problema basado en la homotecia; y
(iii) darse cuenta de la importancia de utilizar GeoGebra para conjeturar la solucién de un
problema y poder realizar la argumentacion matematica posterior.

Segun el arbol del problema (Fig. 5), lo primero que deberian hacer los alumnos es conjeturar
la solucién (véase E2 en la Fig. 5). Para ello, tendrian que representar la situacién descrita por
el enunciado (Fig. 4) y, a continuacion, activar el rastro del punto medio entre Ay B.
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Figura 4: Representacion con GeoGebra del enunciado del problema 2
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Figura 5: Arbol del problema 2

De esta forma podrian conjeturar que la solucion es una circunferencia mas pequefia que la

original (Fig. 6). En caso de que un estudiante no sea capaz de realizar la construccién, ya sea

por un blogueo en la comprension del enunciado o por desconocimiento del funcionamiento del

artefacto, el

arbol también incluye mensajes de apoyo para ayudar al alumno a seguir con la

El en la Fig. 5).

ease

resolucion (v
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Figura 6: Conjetura de la solucion con GeoGebra

A continuacion, los alumnos deberian preguntarse cuestiones sobre la medida del radio de la
circunferencia solucién y como obtenerla (véase E3 en la Fig. 5). En caso de que estas
preguntas no se produzcan, el profesor puede formularlas y, asi, ayudar a los alumnos a que
sigan avanzando en la resolucion del problema.

Por altimo, los estudiantes deberian argumentar la solucién conjeturada. A continuacién se
detalla una construccion que prueba que la solucién es una circunferencia homotética a la
original y con radio la mitad (véase E4 y E5 en la Fig. 5).
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Figura 7: Aplicaciéon con GeoGebra del teorema de Tales

Si construimos los triangulos OAB y trazamos una paralela a OA que pase por el punto medio
de Ay B (Fig. 7), observamos que, por el teorema de Tales, esta recta cortard OB por el punto
medio, C. Asi, los triangulos OAB y CPM, gB se encuentran en posicion de Tales y, como
PMag es el punto medio de Ay B, por el teorema de Tales, C también lo sera de OB.
Entonces, el radio de la circunferencia original, OA, sera el doble que el de la circunferencia
solucién:

BPM,, BA BPM,y 2BPM,g OA  2BPM,,
—_—— = O = o =
PM,C A0 PM, 5C 0A PMysC  BPMug

1
(= 2) © PMA_BC = EOA

Por tanto, queda probado que la solucién de este problema es una circunferencia homotética a
la original, respecto del centro de homotecia B, y de radio la mitad.

En lo relativo a la configuracion didactica avanzada, consideramos el uso de dos artefactos
tecnoldgicos: GeoGebra y proyector para visualizar las soluciones en clase. Se considera que
los alumnos pueden resolver la actividad directamente en un fichero de GeoGebra y el profesor
puede utilizar un proyector para mostrar diversas soluciones en clase.
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Finalmente, con respecto al modo de explotacion, sugerimos un ciclo de trabajo colaborativo
que comprende dos sesiones de clase. En la primera, los alumnos trabajan por parejas, con
GeoGebra, y resuelven el problema. En la segunda sesién, el profesor dirige una discusién en
gran grupo que gestiona de acuerdo a su criterio profesional. Para ello, debe tener en cuenta
las soluciones de los alumnos trabajando por parejas y los elementos descritos en el arbol del
problema 2. Luego se pide a los alumnos que reflexionen individualmente sobre la resolucion
del problema y que incluyan en su fichero de GeoGebra todos los elementos que no habian
considerado en la resolucién por parejas.

Consideraciones finales

Una buena seleccion de problemas competenciales permite que emerjan diferentes estrategias
de resolucién, procesos y conceptos matematicos en el aula. Anticipar la actividad matematica
en clase favorece que el profesor pueda aproximarse a los procesos de resolucién de los
estudiantes y realizar conexiones entre ellos.

En relacion con las cuatro fases propuestas por Pdlya, el profesor puede ofrecer ayudas en
funcion del estadio en el que se encuentra la resolucién del alumno, evitando asi decir
directamente la solucion del problema. Por ejemplo, es diferente el tipo de ayuda que el
profesor puede ofrecer a un alumno que no entiende las condiciones del enunciado del
problema, o bien la ayuda que debe proporcionar a un estudiante que no recuerda la formula
del perimetro de un circulo. En este punto el artefacto facilita que el profesor identifique la
interpretacién del enunciado del problema que realiza cada alumno y los procesos que siguen
en su resolucion.

Finalmente, en futuros trabajos puede ser interesante preguntarse hasta qué punto la
manipulacion es capaz de fomentar las habilidades matematicas de los alumnos durante la
resolucién de problemas.
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