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RESUMEN

La experiencia que se presenta muestra los resultados del primer ciclo de aplicacion
de una secuencia didactica elaborada siguiendo los fundamentos de la modelizacién
matematica y la educacién matematica realista con el propoésito de contribuir a la
construccion formal de contenidos de algebra lineal, especificamente, conjunto
generador y espacio generado. El estudio da evidencias que los estudiantes de
ingenieria logran progresar en su conocimiento matematico formal de los conceptos
estudiados al iniciar su construccién con un problema real seguido de tareas que les
demandan distintos estados de comprensién que los conducen de su conocimiento
matematico informal a uno més formal.

Modelizacion matematica, educacién matemética realista, conjunto generador,
espacio generado
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1. Problema de Investigacion

Algebra lineal se encuentra entre las primeras asignaturas del &ambito matematico que tiene un
estudiante de ingenieria y es considerada una de las fundamentales, ya que por una parte
cumple un rol esencial para el desarrollo posterior de otras asignaturas, debido a su naturaleza
tanto unificadora como generalizadora [5], pero ademas por otro, es una herramienta poderosa
para resolver problemas de distintas areas [3].

Sin embargo, a pesar de su relevancia, la ensefianza del algebra lineal a nivel universitario es
casi universalmente considerada como una experiencia frustrante tanto para profesores como
estudiantes [12] e independiente de como se ensefie, es una asignatura dificil para los
estudiantes tanto cognitiva como conceptualmente. En lo que se refiere a las causas de las
dificultades para los estudiantes se distinguen dos: la naturaleza del algebra lineal (dificultades
conceptuales) y el tipo de pensamiento necesario para su comprension (dificultades cognitivas)

[6].

Con la finalidad de buscar alternativas para la ensefianza del algebra lineal, se han disefiado y
realizado experiencias, entre ellas, la realizacion de variaciones a las clases magistrales, ya
sea incorporando el uso de tecnologia, el trabajo en grupo o creando un ambiente colaborativo
donde el profesor tras haber explicado un tema nuevo, debate con los estudiantes [4]. Por su
parte, Gémez y Fortuny [10] dan a conocer el proceso de modelizacién matematica como una
herramienta innovadora en la ensefianza de algebra lineal, sefialando que es una metodologia
eficaz y ademas, una correa de transmision que proporciona la adquisicién de conocimientos a
la vez que establece la hermandad entre matemética y realidad.

Precisamente, en lo que se refiere a las aplicaciones y la modelizacion, Kaiser [13] expone que
en las Ultimas décadas, tanto el aprendizaje como la ensefianza de éstas se han convertido en
temas importantes, no sélo en la escuela sino que también en la universidad, debido a la
creciente demanda en el mundo por el uso de la matematica en: la ciencia, la tecnologia y la
vida diaria. Sin embargo, son diversas las dificultades que se pueden presentar al introducir la
modelacién en las clases de matematica, entre ellas fundamentalmente: la complejidad que
exige la produccion de un modelo [21] y el tiempo de convivencia tanto de los docentes como
de los estudiantes con la ensefianza tradicional [1], lo que conlleva a que exista una fuerte
resistencia a la implementacion de una nueva metodologia.

Frente a estas dificultades emerge una respuesta plausible que se refiere a la consideracion de
los contextos tal como se utilizan dentro de la educacion matematica realista (EMR), es decir,
gue promuevan el proceso de modelacién matematica en las clases a la vez que se creen
puentes para pasearse entre lo concreto y lo abstracto, facilitando de esta manera, diversas
conexiones matematicas y mejores perspectivas de aprendizaje de los contenidos matematicos
[22].

A partir de lo expuesto, surge el interés de disefiar y aplicar una secuencia didactica que
incluya la modelizacién mateméatica conectada con la EMR en algebra lineal. En particular, para
esta experiencia de ensefianza, se consideran los conceptos de conjunto generador y espacio
generado, ya que es relevante su comprension porque forman parte de espacios vectoriales los
gue segun sefialan Kolman y Hill [15] se utilizan en muchas aplicaciones de mateméticas,
ciencias e ingenieria. Considerando lo anterior, surge la siguiente pregunta de investigacion:

¢, Qué aporta una secuencia didactica que incorpore modelizacién matematica al progreso de la
construccion formal de conjunto generador y espacio generado? Para responder a la pregunta
se plantea como objetivo disefiar, implementar y evaluar una secuencia didactica basada en el
uso de la modelizacion matematica en la EMR que promueva la construccion formal de
conjunto generador y espacio generado.

2. Marco teorico
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2.1. Laeducacion matematica realista (EMR)

La EMR fue determinada mayormente por las ideas de Freudenthal [7] acerca de la
matematica, su aprendizaje y su ensefianza. Su enfoque es la utilizacion de situaciones de la
vida cotidiana o problemas contextuales como punto de partida para aprender matematica, los
cuales son matematizados a través de modelos mediadores entre lo concreto y lo abstracto
para formar relaciones mas formales y estructuras abstractas [11]. La matematica desde esta
perspectiva, se concibe como una actividad humana que consiste en matematizar, es decir,
organizar o estructurar la realidad, incluyendo a la matematica misma [7].

Segun lo que plantean Zolkower, Bressan y Gallego [24], las principales caracteristicas de esta
corriente son: a) Los contextos y situaciones problematicas realistas como generadores de la
actividad matematizadora de los alumnos; b) El uso de modelos, esquemas, diagramas y
simbolos como herramientas para representar y organizar estos contextos y situaciones; c¢) La
centralidad de las construcciones y producciones de los alumnos en el proceso de ensefianza/
aprendizaje; d) El papel clave del docente como guia; €) La importancia de la interaccion grupal
y f) La fuerte interrelacion e integracion de los ejes curriculares de la matematica. Todas éstas,
se encuentran fundamentadas en los principios de la EMR que son: de actividad, de realidad,
de niveles, de reinvencién guiada, de interaccién y de interconexion.

Por otra parte, el enfoque de modelizacién de la EMR se enmarca fundamentalmente dentro
del principio de niveles que se refiere al proceso de matematizacion que va sucediendo en una
progresion, no estricta, de microniveles, lo que Treffers [20] denomina: matematizacién
progresiva.

En este proceso de matematizacion progresiva, la EMR admite que los alumnos pasan por
distintos niveles de comprension que estan ligados al uso de estrategias, modelos y lenguajes
de distinta categoria cognitiva y no constituyen una jerarquia estrictamente ordenada [2]. Como
lo explica Gravemeijer [9], los estudiantes comienzan modelando su propia actividad
matematica informal y en el proceso, el caracter del modelo va cambiando gradualmente para
el estudiante, convirtiéndose en un modelo mas formal de su razonamiento matematico, pero
enraizado en el conocimiento experiencial del estudiante. Para el progreso desde el modelo de
actividad matemaética informal al de razonamiento matematico formal, Gravemeijer [8] establece
cuatro tipos o niveles de actividad:

e Situacional: el conocimiento del problema y las estrategias son utilizados en el contexto de
la situacién misma (generalmente con recursos de fuera de la escuela).

o Referencial: implica modelos, descripciones, conceptos y procedimientos que se refieren al
problema de la actividad situacional.

e General: se desarrolla a través de la exploracion, reflexién y generalizacion de lo aparecido
en el nivel anterior pero con un foco matematico sobre las estrategias sin hacer referencia al
problema.

e [Formal: se trabaja con los procedimientos y notaciones convencionales, es decir, ya no se
depende de modelos para lograr la actividad matemética.

Estos niveles son dinamicos y un alumno puede funcionar en diferentes niveles de
comprension para contenidos distintos o partes de un mismo contenido, por lo tanto, mas que
describir en forma exacta qué puede hacer el alumno en cada uno, sirven para monitorear sus
procesos de aprendizaje [2].

2.2. Lamodelizacion matematica y su relacién con la EMR
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Segun sefala Trigueros [21], la modelacién matematica ha pasado de ser un dominio de
quienes se dedican a la matematica aplicada a un area de interés para la educacion
matematica y en consecuencia, ha adquirido un reconocimiento fundamental en la ensefianza
misma de la matematica como una via que permite contextualizar los conocimientos
matematicos. Lo anterior, conlleva a que sea posible hablar de modelacion matematica en el
ambito escolar, aunque de diferentes perspectivas segun la didactica y los objetivos que se
persigan.

En la actualidad existen diversas maneras de aproximarse a este proceso matematico en el
aula y en concreto, Kaiser y Sriraman [14] recogen diferentes perspectivas internacionales que
describen las tendencias actuales de investigacién en la modelizacién matematica, enfatizando
no solo los fines de cada una de ellas sino que también los antecedentes que les han dado
origen. En particular, la EMR, segln estos autores, se inscribe en la perspectiva de modelacién
epistemolégica y uno de los objetivos que tiene la modelizacién matematica desde este
enfoque es promover el desarrollo de la teoria, es decir, lograr que los contenidos
fundamentales de la matematica sean aprendidos en el trabajo con la modelacién de
fendmenos reales, pero sin perder aspectos importantes de la epistemologia de los conceptos.
Un ejemplo de esto, es el estudio realizado por Larson, Zandieh y Rasmussen [17] quienes
basaron su investigacion en la teoria de modelos y modelacion junto a la heuristica de la EMR,
haciendo hincapié a que la secuencia didactica para construir determinados contenidos de
algebra lineal (valores y vectores propios), se inicié con un problema del mundo real, él que fue
seguido por una serie de actividades que permitieron a los estudiantes razonar en distintos
niveles hasta desarrollar formalmente los contenidos estudiados.

3. Metodologia de la investigacion

Este estudio es de caracter exploratorio y siguiendo la linea de la EMR se utiliza la metodologia
cualitativa de la investigacion de desarrollo [2], la cual esta basada en experiencias de aulas
donde se ponen a prueba secuencias didacticas que se observan, registran, analizando hitos,
saltos y discontinuidades en el aprendizaje de los alumnos. De acuerdo a Freudenthal [7], la
investigacion de desarrollo significa experimentar el proceso ciclico de desarrollo e
investigacién de manera consciente e informarlo tan claramente que se justifique por si mismo
y que esta experiencia pueda ser transmitida a otros con el propésito de que la hagan propia.

Para responder al objetivo de esta investigacion se elaboré una primera version de la
secuencia didactica, la cual fue aplicada en el aula con estudiantes de primer afio de ingenieria
de la Escuela Politécnica Superior de Ingenieria de Vilanova i la Geltra en el periodo 2013-
2014. Los resultados del estudio se analizaron y evaluaron con el propdsito de refinar la
secuencia didactica para realizar una nueva intervencion en el aula.

Los datos que se recogen en la realizacion de la investigacion de desarrollo incluyen:
grabaciones en video de cada clase', grabaciones en audio", copias del trabajo escrito de los
estudiantes durante las clases y entrevistas individuales de estudiantes realizadas una vez que

se aplicd la secuencia didactica".
4. La secuencia didactica: Generando contrasefias seguras

4.1. Elaboracién de la secuencia didactica y su implementaciéon en aula

Para el disefio e implementacion de la secuencia didactica se consideraron: los objetivos de
aprendizaje, la trayectoria hipotética de aprendizaje, el rol del docente y el conjunto de tareas
que forman la secuencia didactica, la cual comienza con un problema real. Asimismo, la
construccion de la secuencia didactica se baso en los principios de la educaciéon matematica
realista, la modelizacién matematica y los niveles de Gravemeijer [8].
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La secuencia didactica contiene tres tareas que se inician con un problema real a partir del cual
los estudiantes utilizando tanto su conocimiento matematico como su experiencia con
contrasefias inician la construccién de los conceptos de conjunto generador y espacio
generado hacia un conocimiento matematico formal de estos.

En este estudio participaron 30 estudiantes de primer afio de ingenieria, los cuales no habian
efectuado, previamente, ninguna practica de modelizacion matematica. Por otra parte, las tres
tareas que componen la secuencia comprendieron 3 sesiones de clase, las que se trabajaron
en pequefios grupos (3 a 5 estudiantes) y el profesor tomo el rol de orientador.

4.2. Resultados y analisis de la aplicacion de la secuencia en el aula

A continuacion se describen los resultados de la secuencia didactica presentando los aspectos
relevantes de cada una de las tareas. También se expone como cada tarea se relaciona con
los cuatro niveles de actividad propuestos por Gravemeijer [8].

4.2.1. Tarea 1. Generando contrasefias seguras

El principal objetivo de la tarea 1 es que los estudiantes introduzcan sus conocimientos y
estrategias al problema planteado, es decir, que logren conectar éste con algun tipo de
matematicas, dandole nuevas interpretaciones a los conocimientos matematicos que ya
poseen.

El contexto elegido para la tarea 1 fue la generacion de contrasefias. La informacion que se les
entrega a los estudiantes es una noticia que informa de redes sociales hackeadas
principalmente porque sus contrasefias eran “débiles”, dando a conocer a la vez, las
caracteristicas que deben tener éstas para ser “excelentes”. A continuacion, se les comenta
gue actualmente existen infinidad de programas y paginas web que ofrecen crear claves
excelentes, sin embargo, algunas personas no confian en internet y optan por generar sus
propias claves, utilizando una planilla Excel. Seguidamente, se les muestran ejemplos de
meétodos para crear contrasefias usando Excel. Con los antecedentes anteriores, se les
propone el siguiente desafio: crear en grupo un generador de contrasefias que contemple el
uso de vectores.

En esta tarea, se encuentra presente el nivel situacional porque ésta invita a que los
estudiantes trabajen en la construccion de conjunto generador y espacio generado en un
contexto real como son las contrasefias, ya que como plantean Wawro et al. (2012) el nivel
situacional debe incitar a los estudiantes hacia las metas mateméticas en un entorno
experiencial real.

Para ejemplificar el proceso que siguieron los estudiantes se describe a continuacion lo que
hicieron los grupos 4 y 6. En ambos se observé que al caracterizar su generador de
contrasefias son muy precisos, indicando como caracteristicas, principalmente, las siguientes:
numero de componentes de su generador de contrasefias, tipo de codificacion a utilizar o
cualidades de las componentes. En relacién a los modelos matematicos propuestos, ambos
grupos proponen vectores geneéricos con 4 componentes, sin embargo, se ve en el grupo 6 que
ninguno de sus modelos planteados tiene paréntesis para que se puedan identificar como
vectores, por lo que se puede sefialar que los estudiantes de este grupo tienen dificultad con la
rigurosidad del lenguaje matematico. En el proceso de transicion de contrasefias numéricas a
contrasefias codificadas, el grupo 6 muestra una codificacién simple, ya que cada nidmero se
remplaza directamente por un caracter (letra, nimero o simbolo especial) mientras que el
grupo 4 presenta una mas compleja, en la que el nimero que resulta de unir las componentes
del vector se invierte para codificarlo y ademas, cada numero tiene nueve caracteres diferentes
por si se repite algun nimero en la contrasefia numérica.
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Finalmente, para exponer el funcionamiento y validar su generador de contrasefas, los grupos
utilizan un ejemplo. Los estudiantes del grupo 6 muestran a través de su ejemplo como
establecen conexiones que les permiten pasar del lenguaje matematico al lenguaje cotidiano e
interpretar la matematica, de acuerdo al contexto que se esta usando, es decir, en este caso,
dandole sentido a los vectores, aunque muestran falta de rigurosidad en su notacién
matematica. Por su parte, en la solucién propuesta por el grupo 4, se observa una mayor
rigurosidad en el uso del lenguaje matematico, ya que en su ejemplo, los estudiantes toman su
modelo matematico (x2x,x+2x) dandole un numero especifico a la variable x (x=011) e

inmediatamente, aplican su proceso de codificacion para interpretar lo realizado
matematicamente al contexto del problema planteado, obteniendo asi, una contrasefia creada a
partir de su generador de contrasefias (@T(*_#)-%), lo que le permite validar éste, al mismo
tiempo que exponen una solucién a la situacion propuesta.

4.2.2. Tarea 2: Relacionando el generador de contrasefias con conjunto
generador y espacio generado

Esta tarea corresponde a una actividad referencial porque tal como sefialan Wawro et al. [23]
todas las preguntas hacen alusion a la situacién real propuesta inicialmente, pero ahora con un
enfoque hacia una matematica mas formal.

La tarea 2 se compone de dos apartados. En el apartado 1, se les pide a los estudiantes dos
conjuntos, uno G que contiene todas las contrasefias numéricas de su generador de
contrasefias y otro A que tiene vectores numéricos que al hacer la combinacién lineal de ellos
se obtiene el vector genérico que crea sus contrasefias numéricas. Los grupos responden
adecuadamente a esto, aunque presentan errores con la notacién matematica.

Por consiguiente, una vez que anotaron los conjuntos A y G se les pregunta cual es la relacion
entre estos con el proposito que la identifiquen para que posteriormente, la recuerden al
relacionar A y G con conjunto generador y espacio generado, respectivamente para evitar la
dificultad que indican K, Trigueros y Oktac [16] referente a que en ocasiones los estudiantes
no tienen clara la relacidon que existe entre ambos conceptos. Al analizar las respuestas de los
grupos, predomina la idea de que la relacién es que “A genera a través de la combinacién lineal
de sus elementos a los elementos de G”, es decir, los estudiantes logran establecer una
conexion entre los conjuntos, la misma que mas adelante la pueden aplicar para conjunto
generador y espacio generado. Sin embargo, en gran parte de los grupos se ve como dificultad,
el uso del lenguaje matematico en el momento de expresar su respuesta, puesto que por
ejemplo, el grupo 2 sefala que la relacién entre ambos conjuntos es que “a partir de la
combinaciones lineales de A se consiguen generar todas las contrasefias de G” pero quizas lo
gue quieren decir cuando anotan “combinaciones de A” es en realidad “las combinaciones
lineales de los elementos de A”.

Finalmente, en este apartado se les pregunta si A y G tienen el mismo niimero de elementos.
Siete de los ocho grupos indican que A tiene una cierta cantidad de elementos, indicando el
namero de estos, en tanto, G posee infinitos, es decir, los estudiantes logran establecer que la
cantidad de elementos de los conjuntos son diferentes y lo que se pretende con esta
interrogante es que extrapolen su respuesta a conjunto generador y espacio generado en el
momento que realicen la analogia con los conjuntos A y G con el objetivo de evitar que los
estudiantes confundan ambos conceptos, dificultad que es planteada por Nardi [17]. Cabe
sefialar que el grupo que no dio una respuesta adecuada fue porque confundié nimero de
elementos con nimero de componentes de los vectores de los conjuntos.

A continuacidn, con el objetivo de que los estudiantes desarrollen imagenes geométricas de
conjunto generador y espacio generado para luego, aprovecharlas en el desarrollo de las
definiciones formales de estos, el profesor introduce los conceptos a través de la visualizacion

geométrica, graficando vectores que se obtienen de multiplicar el vector (1,2) por un niamero
real, preguntando a los estudiantes en qué lugar geométrico se encuentran estos. Una vez que
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identifican que estan en una recta y la ecuacion de ésta, el profesor presenta las definiciones
formales de conjunto generador y espacio generado, dando ejemplos de cada uno, haciendo
referencia a lo que se trabajé geométricamente.

Luego de esto, los estudiantes realizan el apartado Il de la tarea 2 que consiste en hacer una
analogia entre su generador de contrasefias creado en grupo y los conceptos de conjunto
generado y espacio generado. Esta actividad sigue haciendo referencia al problema real, ya
gque se espera que constaten que no solo los vectores tienen sentido en el contexto de generar
las contrasefias sino que también conceptos relacionados con él como son en este caso,
conjunto generador y espacio generado.

Los grupos completan el apartado Il de la tarea 2 y en general, todos hacen la analogia de
acuerdo con su generador de contrasefas. El Unico obstaculo que se evidencia es que algunos
grupos le designan otro nombre al conjunto generador, llamandole vector(es) generador(es) o
conjunto de vectores, lo que muestra indicios de que hay dificultad con las distintas formas de
representar este concepto. Ademas, se observa en las tablas de analogias que gran parte de
los grupos logra visualizar conjunto generador y espacio generado en un contexto real y al
mismo tiempo, matemético, o sea, tal como plantea Souto [19] reconocen los conceptos
estudiados bajo diferentes aspectos a través de un tipo de visualizacién como es la analogia, lo
que contribuye a que los estudiantes construyan los conceptos estudiados, al mismo tiempo
que le encuentren sentido a lo que estan aprendiendo y a su vez, disminuyan las dificultades
planteadas por KU et al. [16] y Nardi [18] referentes a estos conceptos al relacionarlos con algo
mas cercano a ellos.

4.2.3. Tarea 3: Aplicando lo aprendido

Un objetivo de la tarea 3 es cambiar el escenario de los estudiantes, es decir, dejar las
actividades situacional y referencial relacionadas con generar contrasefias seguras para
avanzar hacia los niveles de actividad general y formal respecto a conjunto generador y
espacio generado. En esta tarea, utilizan estos conceptos para explorar y profundizar acerca
de ellos, pero en problemas que involucran la notacién convencional matematica.

Esta es una actividad general porque los estudiantes trabajan con preguntas que involucran
tanto el concepto de conjunto generador como el de espacio generado, explorando sobre estos
y ademas, como sefialan Wawro et al. [23], ellos ya no se refieren explicitamente o vuelven al
contexto especifico que en este caso corresponde al de generar contrasefias seguras.
Ademas, los ultimos problemas planteados en la tarea 3 pueden ser considerados como
actividad formal porque los estudiantes en su resolucién solo utilizan notacién convencional
matematica. Los resultados de cuatro preguntas de esta tarea se presentan por pregunta a
continuacion.

e Pregunta 1: “¢;Cémo le explicarias a un compafiero cudl es la diferencia entre conjunto
generador y espacio generado? Si lo consideras necesario, utiliza un ejemplo”. Esta
pregunta tiene dos propdsitos, por un lado ver si los estudiantes son capaces de establecer
una diferencia entre conjunto generador y espacio generado, pero por otro, si saben
comunicarlo utilizando adecuadamente el lenguaje matematico. La respuesta que
predomina es que la diferencia entre los conceptos es que los elementos del conjunto
generador crean al espacio generado. Las dificultades que se observan, en algunos grupos,
es que utilizan ambos términos en notacion matematica de forma intercambiada, situacién
que coincide con lo planteado por Nardi [18] quien sefiala que una dificultad con estos
contenidos es que los confunden.

e Pregunta 2: “Establece la verdad o falsedad de la siguiente afirmacion:
B =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,2)) tiene la misma cantidad de elementos

que C ={(1,0,0),(0,2,0),(0,0,1)}, justificando tu respuesta”. El objetivo de esta pregunta es
determinar si los estudiantes identifican en notacién matematica a un conjunto que tiene un
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namero finito o infinito de elementos, pero ademas, si los relacionan con conjunto generador
y espacio generado. Para esta interrogante, la respuesta que dan la mayoria de los grupos
es que el conjunto que corresponde a un espacio generado tiene infinitos elementos, en
tanto, el otro, tiene una cantidad finita. Ademas, lo que se observa es que para justificar la
cantidad de elementos de B, solo algunos indican que es un espacio generado, mientras
que los demas, hacen una descripcion de lo que ocurre para que B tenga infinitos
elementos. Cabe sefalar que nuevamente se evidencia la falta de rigurosidad en el uso del
lenguaje matematico y un ejemplo de ello, se ve en la respuesta del grupo 4, quienes
escriben “espacio generador” en vez de “espacio generado”.

e Pregunta 3: “Con ayuda de graficos, encuentra el espacio generado por los siguientes
conjuntos generadores: (a) A={(2,0)}, (b) B={(10).(-11)} ". En esta pregunta, a diferencia

de las anteriores, los estudiantes deben utilizar solo lenguaje matematico convencional en
su resolucion. El objetivo de esta pregunta es que los estudiantes determinen el espacio
generado por un cierto conjunto generador, a partir de la visualizacién grafica. Sin embargo,
lograr este proposito, resultdé complejo para los grupos, ya que todos requirieron orientacion
del profesor para trabajar en ella y si bien hubieron grupos que graficaron y determinaron el
conjunto generador, otros simplemente no lo hicieron. La dificultad que se presento, en
algunos grupos, tiene que ver con la complejidad de utilizar varias representaciones en
lenguaje matematico de los conceptos en estudio, ya que a partir del conjunto generador
debian ir generando vectores del espacio generado, pero al mismo tiempo, graficandolos
para ir observando cual es el lugar geométrico en el que se encuentran esos vectores y
finalmente, indicar en lenguaje algebraico la respuesta. Lo anterior, Dorier [5] lo clasifica
como una dificultad relacionada con las diferentes formas de representar los objetos en
algebra lineal.

¢ Pregunta 4: “Establece la verdad o falsedad de la siguiente afirmacion: El vector (2,-3)

pertenece al espacio generado por B ={(1,0),(0,-1)} c0*, justificando tu respuesta”. El
objetivo de esta pregunta es que los estudiantes indiquen un proceso para justificar porque
un vector puede 0 no pertenecer a un espacio generado. Gran parte de los grupos, indican
que es verdadera y como justificacién, muestran una combinacion lineal de los vectores del
conjunto generador que da como resultado el vector dado. Por su parte, los que afirman que
es falsa, como los grupos 2 y 8 (ver imagen 7) se debe a que tienen dificultad para

interpretar la frase “espacio generado por B = {(1,0),(0,—1)}”, pues para ellos pareciera que es
equivalente a indicar “conjunto B = {(1,0),(0,—1)}"y no han interiorizado que “espacio

generado por B” es otra forma de representar “ E = (B) ". Este tipo de obstaculo tiene que ver
con la variedad de representaciones utilizadas en algebra lineal, segun lo que sefiala Dorier

[5]-
3. Conclusiones

El objetivo que se plantea en este estudio es disefiar, implementar y evaluar una secuencia
didactica basada en el uso de la modelizacién matemética en la EMR que promueva la
construccion de conjunto generador y espacio generado. Para responder a éste se ha escogido
la investigacion de desarrollo y se ha realizado un primer ciclo de aplicacion de la secuencia
didactica creada para esta experiencia de aula.

La principal contribucidn de esta investigacion ha sido entregar una primera aproximacion de la
forma en que la modelizacion matemética y la EMR pueden ser utilizadas para introducir los
conceptos de conjunto generador y espacio generado en algebra lineal.

A partir de los resultados podemos ver que esta primera version de la secuencia didactica
presento las siguientes ventajas:
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e Latarea 1 que consiste en resolver un problema real admitié que los estudiantes
hicieran uso de sus concepciones previas tanto del contexto que involucra la situacién
planteada (contrasefias seguras) como de su conocimiento matematico.

e Latarea 2 permitio a los estudiantes iniciar la construccion de conjunto generador y
espacio generador al explorar estos en una situacion real para luego, establecer
relaciones entre ellos. Ademas, contribuyé a que los estudiantes le encuentren sentido
a lo que estan aprendiendo y quizas también, a que disminuyan las dificultades que se
presentan con estos conceptos, al relacionarlos con una situacién cercana a ellos, a
diferencia de las clases tradicionales en que los ven solo de forma abstracta.

e Enlatarea 3, los estudiantes trabajaron con las definiciones de conjunto generador y
espacio generado, evidenciandose por ejemplo, que la mayoria de ellos identifica la
relacion de inclusién que existe entre estos conceptos y también que reconocen las
condiciones que debe cumplir un elemento para pertenecer a un espacio generado.

Por otra parte, el desarrollo de la secuencia didactica mostrd las siguientes dificultades:

e Entodas las tareas de la secuencia didactica, algunos estudiantes presentan
problemas al expresar sus ideas empleando el lenguaje matemético, principalmente
porgue el uso de la notacion matemética les resulta complejo.

e En latarea 3 se observaron dos complicaciones, la primera de ellas relacionada con la
pregunta que pide graficar para determinar el espacio generado por un conjunto
generador dado, ya que los estudiantes necesitaron apoyo del profesor para tratar de
responder a ésta y aun asi, varios no lograron hacerla. Esto evidencia, que en esta
secuencia didactica, representar ejemplos especificos de los conceptos
geométricamente, mas que una ayuda para su comprension, resulté ser un obstaculo.
El otro inconveniente que se observé, solo en algunos grupos, es que presentaron la
dificultad mencionada por Nardi [17] en relacién a confundir ambos conceptos.

Considerando las ventajas y dificultades mostradas en esta primera aplicacion de la secuencia
didactica creada para contribuir al aprendizaje formal de conjunto generador y espacio
generado, se hace necesario considerar las siguientes modificaciones para el siguiente ciclo de
aplicacion de ésta:

e Elaborar una actividad de diagndstico que recopile las concepciones previas de los
estudiantes y a partir de ésta, construir tareas que refuercen estos conocimientos y
especialmente lo referente al lenguaje matematico que utilizan durante la secuencia
didactica.

e Replantear la tarea 3 con la finalidad que se centre en preguntas en que los
estudiantes realicen conjeturas acerca de conjunto generador y espacio generado, pero
también que incorpore otras que sean propiamente del nivel de actividad formal.
Ademas, eliminar la pregunta de construccion de graficos para visualizar el espacio
generado porque de acuerdo a los resultados, es un obstaculo mas que una ayuda
para el estudio de conjunto generador y espacio generado, puesto que es otra forma de
representacion matematica que se agrega, ademas, del lenguaje abstracto de algebra
lineal, pero también, debido a que solo son casos particulares de [ ?y [ °, ya que para
los demas espacios vectoriales no es posible realizar este tipo de representacion.

e Incorporar evaluacién formativa en el desarrollo de la secuencia didactica con el
propdsito de ir observando los progresos y dificultades de los estudiantes en relacion a
conjunto generador y espacio generado para posteriormente, realizar una
retroalimentacion pertinente.
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Finalmente, sefialar que esta primera aplicacion de la secuencia didactica ha dado evidencias
de que los estudiantes consiguen construir conjunto generador y espacio generado, al iniciar el
estudio de estos, utilizando la modelizacion matematica en un problema real para luego,
continuar con tareas construidas entorno a los niveles de actividad de Gravemeijer y los
principios de la EMR. Lo anterior, porque les permite darle un sentido en contexto real a lo que
estan aprendiendo, lo que les sirve de base para continuar con otras actividades que lo
conducen hacia un conocimiento formal de los conceptos, pero, por otra parte, también indagar
tanto nuevas situaciones como contenidos matematicos en interacciones con sus pares,
disminuyendo la dependencia que poseen con el profesor.
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'Se puede ver un breve extracto de un grupo cuando su contrasefia numérica la esta
codificando en https://www.dropbox.com/s/f4x4b253wngkc50/extracto%20video.ts?dlI=0

" Se puede escuchar un breve extracto de un grupo cuando se encuentra decidiendo cuél sera
su “patrén” (modelo) para generar contrasefias en
https://lwww.dropbox.com/s/f2lufrer2qlnlo2/extracto%20audio%20de%20un%20grupo.wav?dl=0
" Se puede escuchar un extracto de una entrevista realizada a un estudiante referente a la
Ultima tarea de la secuencia didactica en
https://www.dropbox.com/s/5uokx46scb2tl48/extracto%20entrevista%20estudiante.wav?dl=0

Pagina 12 de 12



