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RESUMEN

Presentamos en esta comunicacién un ejemplo de trabajo de investigacion realizado en
bachillerato, en la asignatura de matematicas, dentro de la modalidad de bachillerato de
investigacion. En este bachillerato se completa la formacién de los alumnos con un
acercamiento a diferentes métodos de investigacion cientifica y al analisis de los
problemas propios de cualquier investigacion, atendiendo de esta forma a la diversidad.
En concreto, en este trabajo, tradujimos, clasificamos y analizamos, desde la perspectiva
actual, las 53 proposiciones de las que consta el libro Propositiones ad acuendos iuvenes
de Alcuino de York, del siglo VIII.

Bachillerato de Investigacién, Historia de las Matematicas, Alcuino.
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Un ejemplo de trabajo de investigacion de Matematicas en
Bachillerato

Introduccién

En la Comunidad de Murcia, desde el curso 2007-08, existe una modalidad de bachillerato
llamada de Investigacion. La Orden de 27 de julio de 2009 del BORM, por la que se regula la
Organizacion de esta modalidad de bachillerato a partir del curso escolar 2009-2010, lo define
como

[...] un programa experimental educativo dirigido al alumnado de Bachillerato que
tenga o muestre especial motivacion para profundizar en el conocimiento cientifico,
humanistico, técnico y artistico, en los diferentes métodos de investigacién cientifica y
en el analisis de los problemas propios de cualquier investigacion

En el articulo 2 de esta misma orden se indica la finalidad de este bachillerato:

El Bachillerato de Investigacion pretende conciliar la formacién generalista
imprescindible, que es el objetivo del Bachillerato, con la capacidad para ahondar en
el conocimiento y la practica de la investigacién en su mas amplio sentido. [...], el
Bachillerato de Investigacién contribuira a:

a) Promover la vocacion del estudiante hacia la investigacion cientifica, humanistica,
técnica o artistica, mediante una metodologia que le facilite la incorporacion y
adaptacion a la ensefianza universitaria.

b) Favorecer una mentalidad cientifica, rigurosa, ordenada, critica.

¢) Proporcionar una relacion mas estrecha entre el profesorado y el alumnado en aras
a la elaboracion de investigaciones de forma conjunta.

A nivel estructural existen varias diferencias entre este bachillerato y las otras modalidades de
bachillerato, dos de las cuales son:

En 1.° de bachillerato, los alumnos tienen dos asignaturas optativas, una de las cuales se
llama Iniciacion a la investigacién y cuenta con 3 horas lectivas a la semana.

En 2.° de bachillerato, los estudiantes tienen la obligacion de realizar un proyecto de
investigacién individual asociado a una asignatura de modalidad.

Este bachillerato se imparte actualmente en quince centros de la regién. Uno de estos centros,
es el nuestro, el IES Juan Carlos I.

En nuestro instituto los alumnos realizan dos proyectos de investigacion; el primer proyecto, en
1.° de bachillerato, se realiza en grupo de unos tres alumnos, es de tema libre y esta codirigido
entre el profesor de Iniciacion a la Investigacion y el de la asignatura relacionada con el tema
escogido. El otro proyecto de investigacion se realiza de forma individual, en 2.° de bachillerato,
sobre un tema relacionado con una materia de modalidad y dirigido por el profesor que imparte
dicha materia.

Desde el departamento de matematicas hemos dirigido, hasta el curso 2013-14, 28 proyectos,
de los cuales cuatro han sido grupales y 24 individuales. Estos trabajos han tratado temas muy
diversos como: el estudio de algunas propiedades de la elipse, el andlisis de las matematicas
gue utiliza la medicina en sus investigaciones, la resolucion de algunos sangakus y su
aplicacién al aula, la busqueda de poligonos en la naturaleza o frisos en partituras musicales, el
estudio de la tipologia de los problemas aparecidos en las olimpiadas matematicas espafiolas y
los métodos de resolucién que mas utilizan, el analisis de los aspectos matematicos de algunas
obras cinematogréaficas como Proof o Los crimenes de Oxford, etc.

En esta comunicacion presentamos uno de estos trabajos, titulado «Libros para aprender
matemaéticas en el siglo VIII: Propositiones ad acuendos iuvenes. Alcuino de York» [5]. Este
trabajo fue realizado por Concepcion Dominguez Sanchez durante el curso 2011-12, como
trabajo individual en 2.° de bachillerato, y tuvo como tutora a M.? Trinidad Camara Meseguer.

El trabajo consistio en la traduccion de las 53 proposiciones de las que consta esta obra y su
analisis. Las proposiciones se tradujeron al espafiol partiendo de una version en francés de
Charles-E. Jean [6], y posteriormente se comparé esta traduccion con la versién original,
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escrita en latin, de Sarcone y Waeber [8]. El analisis consistié en comparar tanto los
enunciados como los métodos de resolucion con los que se utilizan actualmente, en determinar
el nivel educativo en el que se plantean estas proposiciones hoy dia y en realizar una
busqueda de algunas de estas proposiciones en bibliografia actual e incluso en internet.

El trabajo se complet6 con dos apartados mas en los que se presenta un resumen de algunas
recopilaciones de problemas anteriores a esta obra y una breve biografia de Alcuino de York.

Manuscritos de problemas divulgativos y/o practicos anteriores al siglo
VIII

Segun algunos autores como Bell [2], Boyer [3] y Collette [4], las primeras recopilaciones de
problemas que se conocen datan del afio 2000 a.C. La mas extensa de ellas es el Papiro
Rhind, escrito por el escriba Ahmes alrededor del afio 1650 a.C. en Egipto utilizando escritos
con 200 afios de antigliedad. Las medidas de este papiro son, aproximadamente, treinta y tres
centimetros de ancho y seis metros de largo, y consta de ochenta y siete problemas y su
resoluciéon. Contiene actividades aritméticas, fracciones, calculo de areas y volimenes,
progresiones, repartos proporcionales, etc. Disponemos ademas de otras fuentes, como son el
Papiro de Kahun (que contiene algunos problemas matematicos), el Papiro de Berlin, dos
tablillas de madera de Akhmim, y el Papiro de Moscu (coleccion de veinticinco problemas
matematicos).

También se conservan una serie de tablillas de arcilla de la civilizacion babildnica, las mas
antiguas del afio 2100 a.C. y otras posteriores que datan del afio 600 a.C. al 300 a.C. En estas
tablillas aparecen series de numeros, relaciones geométricas y listas de problemas.

Las matematicas griegas fueron mucho mas sofisticadas que las mateméticas que habian
desarrollado las culturas anteriores. Durante este periodo se produjeron importantes
descubrimientos, como los teoremas de Tales (s. V a.C.) y Pitdgoras (s. Vl a.C.), y se
escribieron obras tan importantes como los Elementos, de Euclides (hacia el afio 300 a.C.), el
Almagesto de Ptolomeo (s. Il d.C), la Introductio Arithmeticae de Nicémano (s. Il), la Arithmetica
de Diofanto de Alejandria (s. lll), etc. Estas obras, a diferencia de los anteriores papiros y
tablillas y de la obra de Alcuino, eran compilaciones -a veces con reestructuraciones- del saber
matematico de la época, y no de divulgacion o instruccion.

Boecio (480-524) escribio libros que sirvieron de texto para las cuatro ramas de las
matematicas. Se trataba de libros que eran simples resiimenes, a un nivel muy elemental, de
clasicos anteriores, y fueron muy utilizados, con algunas variaciones, en las escuelas
monasticas medievales. Los cuatro libros son Aritmética, que es un resumen de la Introductio
Arithmetica de Nicomano; Geometria, basada en los cuatro primeros libros de los Elementos de
Euclides; Astronomia, extraida de Almagesto de Ptolomeo; y Musica, basada en obras
anteriores de Euclides, Nicbmano y Ptolomeo. Ninguno de estos libros intenta una estructura
I6gica rigurosa, sino mas bien busca su aplicabilidad a problemas sencillos. Asi, por ejemplo,
en la obra Geometria, aparecen las proposiciones mas sencillas de los Elementos sin
demostracion, y en su obra Aritmética presenta explicaciones de ciertas partes de la obra de
Nicémano, ejemplos adicionales o tablas para ilustrar un determinado punto.

Casiodoro (hacia el afio 490), discipulo de Boecio, escribid la obra De Arithmetica, que es un
resumen muy basico de la Aritmética de Boecio y que sirvié de manual en las escuelas de
comienzos de la Edad Media. Fund6 un monasterio e impuso a los monjes la copia de
manuscritos. Esta costumbre persistié durante mucho tiempo en los conventos del periodo
medieval.

Isidoro de Sevilla (hacia el afio 600), realizo una enciclopedia, las Etimologias, de veinte libros

que se utilizé hasta el siglo XIll, a pesar de no tener mucha originalidad. En uno de estos libros,
hizo un resumen de la Aritmética de Boecio. Encontré un significado mistico para los nimeros,

aunque estas consideraciones misticas forman parte de las creencias de la época.

Beda el Venerable (673-735), monje benedictino inglés, conocia el griego y fue considerado
uno de los mas grandes sabios de su tiempo. Hizo numerosos trabajos cientificos, como De
temporis ratione.

Todas estas obras de Casiodoro, San Isidoro, Beda el Venerable y la que aqui vamos a
estudiar mas detenidamente de Alcuino ejercieron una gran influencia sobre la ensefianza de
las matematicas en las escuelas medievales hasta finales del siglo X.
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Alcuino de York

El tedlogo y filésofo Alcuino de York nacio en el afio 735, el mismo afio que murio Beda el
Venerable, y tuvo por maestro a Hechberto, discipulo de Beda. Procedente de Inglaterra,
donde se mantenia un foco cultural importante, estudié en la escuela benedictina de York, que
dirigio entre los afios 766 y 780. Coincidié con Carlomagno en Parma en el afio 781, y fue
invitado a su corte en Aquisgran.

Carlomagno fundé la Escuela Palatina durante el denominado Renacimiento carolingio, un
periodo de florecimiento intelectual durante la oscura Alta Edad Media. Esta escuela fue
dirigida por Alcuino de York, que conto con la ayuda de sabios contemporaneos de su época.
Organizé los estudios en dos cursos: el Trivium (gramatica, retérica y dialéctica) y el
Quadrivium (aritmética, musica, astronomia y geometria). Se convirtié en la primera escuela
renombrada de la época y sirvié de ejemplo para la creacion de otras, e incluso el emperador
recibia clases de retorica y dialéctica.

Alcuino ensefid alli durante ocho afios antes de ser nombrado abad y retirarse a Tours en el
796, donde fallecid en el afio 804.

Ademas de tratados de teologia y pedagogia, escribié una serie de problemas mateméticos y
de l6gica para la formacion de los jévenes, algunos de los cuales ha pasado, incluso, al saber
popular. Su titulo es Propositiones ad acuendos iuvenes (Proposiciones para adiestrar a los
jévenes).

El mayor mérito de Alcuino como educador laico no fue el haber educado a una generacion de
jévenes, sino, sobre todo, haber inspirado su propio entusiasmo por el saber y por ensefiar a
los jovenes talentos que se reunian en torno a él provenientes de todas partes. Sus escritos
educativos, que comprenden los tratados “Sobre Gramatica”, “Sobre Ortografia”, “Sobre la
Retdrica y las Virtudes”, “Sobre la Dialéctica”, las “Disputas con Pipino” y el tratado astronémico
titulado “De Cursu et Saltu Lunae ac Bissexto", nos proporcionan una vision de las materias y
métodos de ensefianza empleados en el Escuela Palatina y en general de las escuelas de su
tiempo, pero no son notables por su originalidad o excelencia. En general son compilaciones,
casi siempre en forma de didlogos sacados de las obras de maestros anteriores;
probablemente tenian el propdsito de ser utilizados como libros para ensefar a sus propios
discipulos.

Propositiones ad acuendos iuvenes

La obra “Propositiones ad acuendos iuvenes” contiene 53 proposiciones de diferentes areas.
Para analizar estas proposiciones, las clasificamos en cinco categorias: proposiciones de tipo
numeérico, algebraico, geométricas y de medida, de progresiones y de l6gica. Esta clasificacion
se hizo teniendo en cuenta como se resuelven en la actualidad, y no el método empleado por
Alcuino para su resolucion.

Tras esta clasificacién, analizamos los enunciados de estas proposiciones, determinando su
vigencia y mostrando las diferencias que presentan con respecto a los actuales.

Al analizar los enunciados, observamos que el 90% podria plantearse en la actualidad, salvo
por algunos matices como las unidades de medida utilizadas, la forma de expresarlos y el
caracter sexista y/o discriminatorio de algunos de ellos.

Asi, por ejemplo, la proposicién 8, cuyo enunciado se incluye a continuacion, habla de
unidades como metretas y sextarios. En la proposicion 1 aparecen las unidades de longitud
onza de pie y legua, mientras que en otros problemas aparecen unidades de longitud como
pies (proposiciones 21, 27, 28 29 y 30), codos (proposiciones 9, 10 y 31) o perches
(proposiciones 22, 23, 24 y 25). Esto nos obligd a buscar la equivalencia entre unas medidas y
otras para entender las soluciones.

8. De un tonel. Hay un tonel con una capacidad de 100 metretas que esta conectado a
3 tubos que salen de 3 agujeros. La primera tuberia llena un tercio y un sexto del tonel,
la segunda, un tercio, y la tercera, un sexto.

En las proposiciones 36 y 47 se pueden observar claramente matices sexistas o
discriminatorios que no aparecerian en ningln problema actual:
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32. De un cabeza de familia. Un cabeza de familia tiene 20 criados. Les ordena
repartir 20 fanegas de trigo de la siguiente manera: cada hombre debe recibir 3
fanegas, cada mujer 2 fanegas y cada nifio media.

Diga, quien pueda, cuantos hombres, mujeres y nifios hay.

47. Del obispo y de sus panes. Un obispo encarga distribuir 12 hogazas de pan
entre sus clérigos. Manda que todo sacerdote debe recibir 2 panes, cada diacono
medio pan, y cada lector un cuarto de pan. Asi, el nUmero de panes y de clérigos sera
el mismo.

Diga, quien lo desee, cuantos sacerdotes, diaconos y lectores hay.

Como ejemplos de proposiciones con enunciado no actual podemos citar la niumero 22, en la
que se nos presenta una superficie irregular descrita de forma poco precisa, algo que en nada
se parece a la forma de describir las superficies en problemas actuales.

22. De un campo irregular. Hay un campo de forma irregular; uno de los lados mide
100 perches; otro, 100 perches; 50 perches el de enfrente, 60 perches el lado de en
medio y 50 perches en el lado opuesto.

Diga, quien pueda, cudl es la superficie del campo en fanegas.

Tras el andlisis de las soluciones hemos obtenido que solo aproximadamente un 20% son
similares a las que encontrariamos actualmente, y estas coincidencias se presentan en las que
hemos clasificado como proposiciones de l6gica.

De entre las proposiciones cuya solucion no es similar a la actual, algunas caracteristicas que
nos llamaron la atencién son:

e Laforma de calcular las &reas en los problemas de geometria. Lo mostramos con un
ejemplo:

28. De una ciudad triangular. Hay una ciudad de forma triangular que mide 100 pies
por un lado, 100 pies por otro, y 90 pies en la base. Quiero construir unas casas de
forma que cada terreno tenga 20 pies de largo y 10 de ancho.

Diga, quien pueda, cuantas casas es posible construir en esta ciudad.

Solucién: Los dos lados miden juntos 200 pies. La mitad de 200 es 100. Como la
base mide 90 pies, la mitad de 90 es 45. Puesto que la longitud de cada terreno es de
20 pies, y el ancho es de 10 pies, dividimos 100 entre 20, lo que da 5. La décima
parte de 40 es 4, después multiplicamos 5 por 4 y obtenemos 20. Asi, 20 casas
pueden construirse en esta ciudad.

En esta proposicidn observamos que, para hallar el area de un triangulo is6sceles, Alcuino lo
aproxima a un rectangulo tomando como base la mitad de la base del triangulo y como altura
uno de los lados iguales. La diferencia entre la solucién dada por Alcuino y el area exacta es
de 481.4 pies, produciéndose un error de un 11.9%. La segunda parte del enunciado de esta
proposicién no suele aparecer en problemas actuales y menos para terrenos con esta forma.

En la proposicion 25, para hallar el area de una circunferencia conocida su longitud, la
aproxima al area de un cuadrado de lado la cuarta parte de la longitud de la circunferencia:

25. De un campo circular. Hay un campo con forma de circulo cuya circunferencia
mide 400 perches.

Dime, ¢ cuantas fanegas mide el campo?

Solucion: Como la circunferencia del campo es de 400 perches, un cuarto es 100. Si
multiplicamos 100 por 100, obtenemos 10000. Lo dividimos entre 12y da 833, y al
dividirlo entre 12 de nuevo da 69. Ese es el nimero de fanegas del campo.

En la proposicion nimero 23, calcula el area de un cuadrilatero aproximandola a la de un
rectangulo de dimensiones las medias de los lados opuestos del cuadrilatero:

23. De un campo cuadrangular. Hay un campo cuadrangular donde un lado mide 30
perches, el lado opuesto, 32 perches, la base 34 perches y su opuesto 32 perches.

Diga, quien pueda, cuantas fanegas mide ese campo.
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Solucién: Los dos lados miden 62 perches. Si lo dividimos entre 2, obtenemos 31.
Los anchos de los dos lados dan como resultado 66 perches. Al dividirlo entre dos, 33
perches. Le quitamos 1 a 31, y le sumamos 1 a 33. Si multiplicamos 30 por 34 da
1020. Al dividirlo entre 12, da 85, y otra vez entre 12 da 7. Ese es el nimero de
fanegas del campo.

e Enlos problemas de algebra, nos llamd la atencién la forma en la que se expresaban las
soluciones, como una comprobacién de resultados. En aquel momento se resolvian
probablemente mediante ensayo y error, y el objetivo incluiria las practicas informales de
calculo. Un ejemplo lo encontramos en la proposicion 2:

2. De un paseante. Un hombre que iba por un camino se encuentra con otros
hombres. El les dice:

Querria que hubiera tantos hombres como vosotros sois, mas la mitad de la mitad,
mas la mitad de ese Ultimo nimero. Entonces nosotros seriamos 100 conmigo.

Diga, quien quiera, cuantos hombres ha encontrado el paseante.

Solucion: El paseante se ha encontrado a 36 hombres. Afladimos 36 para hacer 72.
La mitad de la mitad de 72 es 18. La mitad de 18 es 9. Asi, 72 y 18 hacen 90.
Anadimos 9; eso da 99. Con el paseante, tenemos 100.

e También en estas proposiciones nos resulté curioso que, al preguntar por edades, las
soluciones tuvieran como resultado afios y meses, ya que en los problemas actuales al
pedir una edad se espera como resultado un nimero entero de afios. Esto ocurre en las
proposiciones 36 y 44:

36. De un viejo a un nifio. Un hombre mayor saluda a un chico joven diciéndole:

Puedes vivir, hijo mio, tantos afios como has vivido hasta ahora, y otro tanto, y tres
veces esa suma. Ademas, si Dios te da uno de mis afios viviras hasta los 100 afios.

Averigle, quien pueda, la edad del joven en ese momento.

Soluciéon: En este momento, el chico habia vivido 8 afios y 3 meses. Otro tanto son
16 afos y seis meses, y otro tanto son 33 afos, que, multiplicados por 3, hacen 99;
afiadido uno hacen 100.

e Un Ultimo aspecto interesante de las proposiciones algebraicas es que, cuando tienen
varias soluciones, Alcuino solo aporta una de ellas, tal y como ocurre en la proposicion 34:

34. De otro padre de familia. Un padre de familia tiene 100 criados. Pide que se
repartan 100 fanegas de trigo de modo que los hombres reciban 3 fanegas, las
mujeres 2 y los nifios media.

Diga, quien lo desee, cuantos hombres, mujeres y nifios hay.

Solucion: Si multiplicamos 11 por 3 obtenemos 33; 15 veces 2 hacen 30. Esto es: 11
hombres reciben 33 fanegas, y 15 mujeres reciben 30, y 74 nifios reciben 37 fanegas.
Al sumar 11, 15y 74 obtenemos 100, que es el nimero de criados. Ilgualmente, si
sumamos 33, 30 y 37 obtenemos 100, que es el nimero de fanegas. Asi, las 100
fanegas son distribuidas entre los 100 criados.

Sin embargo, aproximadamente un 23% de las proposiciones, mayoritariamente las de ldgica y
matematica recreativa, siguen teniendo enunciados y soluciones practicamente idénticos a los
actuales. Para este tipo de proposiciones, buscamos ejemplos actuales iguales o similares a
los propuestos por Alcuino, tanto en libros de texto como en revistas especializadas y en
Internet. Por ejemplo:

12. De un padre de familia. Un padre de familia deja en herencia a sus 3 hijos 30
vasijas de vidrio de los cuales 10 estan llenas de aceite. Otros 10 estan llenas hasta
la mitad. Las ultimas 10 estan vacias.

Decid, quien pueda, cémo se puede repartir el aceite y las vasijas de vidrio de manera
gue cada uno de los 3 hijos reciba el mismo nimero de vasijas y la misma cantidad
de aceite.
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Solucidn: Hay 3 hijos y 30 vasijas de vidrio. De estas, 10 llenas, 10 medio llenas y 10
vacias. Cada hijo debe recibir 10 vasijas. Al primer hijo le damos las 10 vasijas medio
llenas; al segundo, 5 llenas y 5 vacias; al tercero, como al segundo, 5 llenas y 5
vacias. Asi se repartiran tanto las vasijas de vidrio como el aceite.

Para esta proposicion hemos encontrado un enunciado similar, aunque con distintos datos, en
el libro El hombre que calculaba [9]:

[...] = iAqui estan mis tres amigos! Son criadores de carneros y vienen de Damasco.
Se les plantea ahora uno de los mas curiosos problemas que haya visto en mi vida.
Es el siguiente:

Como pago de un pequefio lote de carneros recibieron, aqui en Bagdad, una partida
de vino excelente, envasado en 21 vasijas iguales, de las cuales se hallan:

7 llenas;
7 mediadas;
7 vacias.

Quieren ahora repartirse estas 21 vasijas de modo que cada uno de ellos reciba el
mismo numero de vasijas y la misma cantidad de vino.

De entre las proposiciones con enunciado actual, probablemente la nUmero 18 (y las 17, 19 y
20, que son distintas versiones de esta) sea la que més ha trascendido hasta nuestros dias:

18. De un hombre, una cabray un lobo. Un hombre debia atravesar un rio con un
lobo, una cabra y una cesta de coles. Tenia una barca tan pequefia que sélo podia
pasar con él el lobo, la cabra o la cesta de coles, y no queria dejar la cabra con el
lobo o con las coles.

Diga, quien pueda, cdmo atravesé el hombre el rio con el lobo, la cabra y la cesta de
coles.

Solucién: El hombre cruza el rio con la cabra, dejando al lobo con la cesta de coles.
Después, vuelve solo a por el lobo y cruza de nuevo el rio. Alli, deja al lobo y coge de
nuevo a la cabra, y la trae de vuelta. En la orilla de partida, deja a la cabra y coge la
cesta de coles para dejarla junto al lobo. Finalmente, vuelve solo y recoge a la cabra.
De esta manera efectlia el transporte sin problemas.

El enunciado de esta proposicién podemos encontrarlo casi textualmente en numerosos libros,
dos de los cuales son Estrategias de pensamiento [10], y ¢ Se atreve Vd. con ellos? [1]. El
ejemplo que aqui se incluye pertenece al volumen 13 de la revista Cacumen [7]:

EL LOBO, LAOVEJAY LA HIERBA

Un hombre quiere atravesar un rio, llevando consigo un lobo, una ovejay un haz de
hierba.

Dispone de una barca, pero ésta solamente aguanta sin hundirse si sube a bordo el
hombre con el haz de hierba, o el hombre con un solo animal.

Por tanto, se da cuenta de que tendra que hacer varios viajes para conseguir pasar
todos a la otra orilla, pero cuidando de no dejar nunca solos en una misma orilla el
lobo y la oveja, pues ésta seria devorada por aquél, ni la oveja y el haz de hierba,
pues ocurriria lo propio.

¢,Como hara para conseguir que los cuatro pasen el rio?

Respecto al andlisis de los niveles de estudio en los que podrian aparecer las proposiciones
cuyos enunciados siguen vigentes, obtuvimos que el 13% las podriamos encontrar en textos de
primaria, el 38% pertenecerian a textos de 1.° a 3.° de ESO y el 38% estarian incluidas en
libros con problemas de tipo lidico y de entretenimiento o se presentarian como problemas en
clases de preparacion para competiciones y concursos de matematicas.
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