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Resumen

El presente escrito tiene como objetivo indagar en los errores y las dificultades
que presentan alumnos entre 16 y 17 anos sobre el concepto de Sucesos
Independientes, a partir de lo desarrollado en el analisis didactico asociado al
contenido probabilistico. Bajo el paradigma cualitativo, se lleva a cabo un estudio
exploratorio (Baptista, Fernandez, & Hernandez, 2006), considerando como
sujetos de estudio estudiantes de un liceo subvencionado de la quinta regién de
Chile.

Se disefa el instrumento de recogida de informacién, una tarea de aprendizaje
en base al Analisis Didactico (Rico, 1998), en el que consideramos los sistemas
de representacion, la fenomenologia, la estructura conceptual y las limitaciones
(particularmente errores y dificultades) de aprendizaje del objeto matematico en

estudio.

El analisis de los datos se lleva a cabo bajo el método de analisis de contenido
(Krippendorff, 1990), constatando la existencia de diversos errores y dificultades
que aparecen en la literatura (Batanero, 2001; Cid, 2009), como, por ejemplo,
que los estudiantes tienen dificultad en reconocer sucesos independientes (Cid,
2009). También se observa otras dificultades que emergen de las producciones
de los estudiantes, como que no reconocen el espacio muestral asociado a los
sucesos. Estos resultados nos dan evidencia de la naturaleza compleja del
contenido probabilistico en cuestion, abriendo nuevos desafios para su

tratamiento en la ensefanza escolar.
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Introduccion y Problematica

Tanto en investigaciones vy literatura en el ambito de la didactica, como en mi
practica profesional como docente de matematica en formacién, se evidencian
problemas en estudiantes cuando se enfrentan a actividades matematicas
referentes al concepto Sucesos Independientes. Algunos de ellos se describen a

continuacion:

Es comun que estudiantes confundan estos con eventos excluyentes, asi
como también los definan a través de la regla del producto, pudiendo
ocurrir que la probabilidad sea cero y el evento no ser vacio, y aplicando
dicha regla produce creer que se comprueba la independencia (D’Amelio,
2004).

Otro conflicto que se pone de manifiesto en este ambito es el expuesta por Cid
(2009), dificultad en reconocer Sucesos Independientes, lo que concuerda con
una investigacion realizada por Hernandez y Sanchez (2001), quienes
obtuvieron que solo un 28% de jovenes mexicanos con edad promedio 16 afos
respondieron correctamente a la pregunta sobre identificar dicho tipo de sucesos

y posteriormente aplicar regla de producto de probabilidad.

Sobre la concepcion de independencia, Batanero (2001), afirma que, desde el
ambito de la didactica, requiere un analisis por si solo y alude a la discordancia
producida entre la teoria y practica, pues la definicion formal de independencia
expresada por la regla del producto parece sencilla de comprender, pero, en la

vida cotidiana las personas no logran aplicarla en situaciones concretas.

La problematica que se intenta poner de manifiesto es, indagar las dificultades
que surgen en el aprendizaje del concepto Sucesos Independientes, en

estudiantes de educacion media (16 a 17 anos), pues es esencial que los
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docentes posean fundamentos tedricos y conceptuales, que les entreguen

conocimientos para disefnar e implementar el curriculo en el aula.

Bajo este escenario, planteamos la pregunta de investigacion ¢Qué errores y
dificultades de estudiantes, sobre Sucesos Independientes en problemas
asociado al calculo de Probabilidad, se pueden reconocer al desarrollar un
analisis didactico? Para responder a ésta interrogante, nos centramos en el
estudio del concepto matematico aludido, tomando como marco de referencia el
analisis didactico, que sustenta la construccion del instrumento de recogida de

informacion y analisis de los resultados.
Marco de Referencia: Analisis Didactico

El Analisis Didactico, desarrollados en la Universidad de Granada por el grupo

PNA, liderado por Luis Rico, es comprendido como “ un procedimiento con el
que es posible explorar, profundizar y trabajar con los diferentes y mduiltiples
significados del contenido matematico escolar, para efectos de disenar, llevar a
la practica y evaluar actividades de ensefanza y aprendizaje” (Gémez , 2005,
pag. 3). Por ende permite una mejor y mayor comprension del objeto matematico
en estudio por parte del docente y el investigador. Desde ésta perspectiva,
Goémez (2005) menciona que el contenido matematico especifico a ensefar
tiene un objetivo de aprendizaje determinado a lograr en un tiempo delimitado.
Es asi que a través de este referente tedrico es posible realizar de manera
reflexiva y critica una adecuacion de propuestas de ensefianza, segun la

realidad y necesidades educativas particulares de los estudiantes.

El Analisis Didactico es un procedimiento ciclico compuesto por cuatro sub-
analisis (figura 1), los cuales estan organizados de manera secuencial (Gomez ,
2005).
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Cognitivo De instruccion

De actuacion

Figura 1. Andlisis que componen el andlisis didactico (Gémez , 2005, pag. 12).

La realizacion de este analisis se inicia con el Analisis de Contenido, centrado en
indagar los distintos significados de un objeto matematico, abordando sus
procedimientos y relaciones existentes con otros conceptos, ademas de su

fenomenologia y sistemas representaciones, (Gomez , 2005).

Continua el Analisis Cognitivo, en términos de Lupiafez (2009), en él se estudia
el aprendizaje a lograr en los estudiantes fundamentandose en el curriculo, el
docente identifica los objetivos y conocimientos que poseen los estudiantes para
la construccion y comprension del nuevo concepto, reconoce las dificultades y

errores que pueden enfrentar sus alumnos en el proceso de aprendizaje.

El Andlisis de Instruccion, para Gomez (2002), es la etapa en la que se
seleccionan las tareas a emplear en las actividades de ensefianza y aprendizaje,
donde sus propdsitos deben permitir lograr los objetivos fijados en el analisis
previo, ademas se describen los recursos a emplear, y prevén las actuaciones
de los estudiantes y posibles reacciones del profesor, es decir la realizacion de

un analisis a priori a las tareas.

Finalmente se lleva cabo el Analisis de Actuacion, este se focaliza en la puesta
en practica de las tareas en el aula, analisis de la implementacion y posterior
evaluacion de resultados logrados, (Lupiafez, 2009). De este modo el docente

contara con informacién para un nuevo desarrollo del Analisis Didactico.
Metodologia

Para desarrollar la investigacion consideramos un enfoque metodoldgico
cualitativo (Baptista, Fernandez, & Hernandez, 2006, pag. 18), de tipo
descriptivo-interpretativo, donde los sujetos de estudio fueron 29 estudiantes del
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nivel 3° medio (16 a 17 afos), en un liceo de modalidad cientifico- humanista,

subvencionado de la quinta region de Chile.

La investigacion se organizo en tres etapas que a continuacion describimos, en
un primer momento se realiza un Analisis Didactico (Rico, 1998), sobre el
concepto matematico en cuestion. Posteriormente, a partir del sustento tedrico
obtenido en la primera fase se disefa el instrumento de recogida de informacion,
una tarea de aprendizaje. Finalmente se lleva a cabo su aplicacion y el analisis
de los datos, este ultimo se realiza bajo el método de analisis de contenido
(Krippendorff, 1990). Los resultados se plasman a través del desarrollo de los

cuatro sub-analisis del analisis didactico descritos anteriormente (Gémez , 2005)
Resultados

Analisis Didactico, Analisis De Contenido

Sistemas de Representacion

Como bien senala Duval (2000), cada sistema de representacion del concepto
matematico permite abordar su diversidad de significado, ver su complejidad y
representarlo con diferentes signos, graficos, simbolos. Por ello es necesario
que el estudiante conozca distintas maneras de representar un mismo objeto

matematico, ya que facilitara la compresion del contenido a aprender.

Entre los sistemas de representacion del concepto Sucesos Independiente

destacan los siguientes:

« Simbolico: Sea (i},.4,1*) diremos que los sucesos A, 8 € .4 son

independientes si y solo si:lP(A N B) = P{A) - F{8) o (A B) = P{A).

«  Gréfico: Diagrama de Arbol.

« Algebraico numérico: ;I f ==
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» Verbal: Lenguaje usual.
Analisis histérico-epistemolégico.

La nocion de independencia surge con los juegos de azar en la edad antigua. En
el siguiente periodo de la historia, Edad Moderna, su concepto se explicito, pues
en el contexto de experiencia independiente en el aino 1576 De Moivre propone
la definicion “dos eventos son independientes cuando no tienen conexién uno
con el otro y lo que ocurra en uno ni fomenta ni obstruye la ocurrencia del otro”
(D’Amelio, 2004, pag. 14).

En 1788, Laplace enuncia las propiedades de sucesos independientes.
Posteriormente el concepto de independencia fue fundamental para el desarrollo
de la Teoria de Errores y Teorema de Limite. Ademas luego de conocerse los
Axiomas de Kolmogorov, dicho concepto se expres6 a través de la regla del
producto “sea (12, A,1') un espacio de probabilidad. Los sucesos i\, B € §1 son
independientes si y solo si IF(A N B) = IP(A) - I°(B).” (D’Amelio, 2004, pag. 140)

Con el analisis anterior se puede observar el origen y desarrollo a lo largo de la
historia del concepto en estudio, la incorporacidon de sus distintos significados y

representaciones, ademas de su relacion con otros contenidos matematicos.
Analisis Fenomenoloégico

Segun Rincon (2007), el aprendizaje de un concepto matematico es mas facil si
se basan en el contexto de la vida real en que se presenta o en situaciones que
dan sentido. En este caso, algunos de ellos son: Situaciones Bioldgicas
(genética Mendeliana); Situaciones fisico- quimica, (comportamiento de
moléculas de gases); Situaciones de juegos de Azar (por ejemplo considerar una
baraja de Naipes Espafiol y plantear la interrogante 4 Cual es la probabilidad de

obtener una carta par de figura espada?), entre otras.

Estructura Conceptual
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Para sintetizar la informacién obtenida en el analisis de contenido, hemos
elaborado un mapa conceptual del objeto Sucesos Independientes (figura 2).
Este inicia con los tres elementos que componen un espacio de probabilidad e
identificamos dentro de la #-algebra 4 los Sucesos Independientes, ligados
directamente con la regla del producto segun la definicién expuesta. Ademas de
ellos mencionamos sus modelos verbal, grafico y simbdlico de representaciéon
desarrollados anteriormente, este ultimo posibilita expresar y trabajar la

siguiente propiedad de dichos sucesos (A N B8) = P{A) - F(8).

La incorporacion al mapa de nuevos conceptos y procedimientos relacionados al
tema de estudio, permitid expresar con mayor claridad la complejidad de la

estructura conceptual que este constituye.

[ Espacio de Probabilidad (2, 4, F(+)) ]
i
Eew‘ﬁntos
I 1
{ Conjunto de sucesos (4 ] Espado muestral [ Funcidn Probabilidad P (.) ]
Ca'rpuzeno por Caso p%'t‘:L. ar
' Sucesos I Regla de Laplace
Tipos Utilza
[ Técnicas de conteo ]

< . ~
Se relacionan con oo

Independientes - Regla del producto

Se representa por

Ejemplo Ejsuplo Ejemplos

Combinatoria

[ Diagrama de arbol ] [ Lengusje usual

|
Se representa por

Figura 2. Estructura conceptual del objeto matematico Sucesos Independientes.
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Analisis didactico, analisis cognitivo

En diversas investigaciones se ha puesto de manifiesto las limitaciones que
presenta el aprendizaje del concepto Sucesos Independientes, entre las

dificultades destacamos:

e Construir el significado de la nocion de independencia (Azcarate |,
Cardefoso, & Serrado, 2005).

e Determinar o distinguir si dos sucesos son independientes, sefalada por
Cid (2009) y Azcarate, Cardefioso y Serrado (2005).

¢ Distinguir entre sucesos independientes y experiencias independientes, y
diferenciar entre eventos excluyentes e independientes, como afirma
Sanchez (2009).

Sobre los errores relativos a este concepto encontramos:

e Asumir la igualdad (AN B)=IP{A)-F(8) como valida siempre
(Darrigrandi, Ramos, & Zafartu, 2012).

e Confundir la regla del producto con la regla de la suma demostrandose la
independencia de sucesos si cumplen [F(A U 8) = IP{A) - F(8), expuesta
por D’Amelio (2004).

Analisis didactico, analisis de instruccion

Continuando los lineamientos que nos ofrece el analisis de contenido y cognitivo,
se elabora una tarea de ensefianza considerando como fenomenologia el juego

de azar.

Esta es una tarea, que consta de dos partes. La primera, aborda dos situaciones
de juegos de azar, en una de ellas se trabaja con sucesos independientes y en

la otra se pierde ésta condicién. La segunda, consistié en 4 preguntas sobre
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cada situacién, que aborda contenidos procedimentales y conceptuales. La

situacion que analizaremos en este documento se presenta en la tabla 1.

Tabla 1: Tarea de aprendizaje a implementar.

Se extra una carta al azar de una baraja inglesa (52 cartas de 4 pintas: trébol,
pica, corazon y diamante o rombo. Cada pinta tiene los numeros de 2 al 10 y las
cartas A, J, Q y K).

Pregunta Obijetivo

¢Cual es la probabilidad de extraer Calcular la probabilidad de Ila
una carta par de pinta corazén? interseccion de dos sucesos.

¢Cuales sucesos podria definir en Definir sucesos involucrados en un
cada situacion? problema de probabilidad.

¢Influye o afecta la ocurrencia de un Abordar la definicion intuitiva de
suceso en la ocurrencia del otro sucesos independientes.
suceso?  Por qué?

¢ Cual es el valor de I’(A) - "(B)? Calcular la probabilidad de dos sucesos
utilizando la regla de Laplace, y el
producto entre estas.

Este instrumento disefiado para la recogida de informacién, permitid obtener
datos, tomados de las hojas de tarea realizadas en el aula de clase, los que

hemos sometido a un analisis cualitativo expuesto a continuacion.
Analisis De Actuacién

El analisis de las producciones de los estudiantes, asi como el contraste entre lo
previsto y lo ocurrido en la puesta en practica se aborda a partir del Analisis de
Actuacion del Analisis Didactico. En lo que sigue mostramos algunas respuestas
de los estudiantes con su respectivo analisis a posterior y la clasificacion de las

limitaciones de aprendizaje encontradas en las mismas.
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La figura 3 muestra que un estudiante logra calcular la probabilidad de la
interseccion de los dos sucesos involucrados en la situacion 1 utilizando la regla
del producto, aunque en ningun momento en su trabajo menciona o corrobora la
hipotesis que debe cumplirse para usarla. Si bien éste estudiante no presentd
problemas en identificar el espacio muestral y los casos favorables de cada

suceso, no justifica su procedimiento.
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Figura 3. Respuesta a la pregunta 1 sobre la situacion 1 de un estudiante.

Por otro lado, en la figura 4 se evidencié que los estudiantes definen los dos
sucesos de la situacion 1 como uno solo, presentando dificultad en reconocer los
sucesos involucrados en un experimento, debido a que no poseen una

comprension del objeto matematico sucesos.
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Figura 4. Respuesta a la pregunta 2 sobre situacion 1 de un grupo de cuatro estudiantes.

Por ultimo, la evidencia de la figura 5 muestra que tres estudiantes no logran
identificar correctamente el espacio muestral y los casos favorables de cada
suceso, dando una respuesta errénea a la pregunta. Esto lo asociamos al hecho

de no tener claridad del significado de sucesos en probabilidad.

< s 6LS s
Figura 5. Respuesta a la pregunta 4 sobre situacion 1 de un grupo de tres estudiantes.

Consideramos importante destacar los ejemplos de la figura 4 y figura 5, ya que

en ellos también se muestran como alumnos no poseen un conocimiento
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basicos probabilisticos, especificamente el concepto de sucesos, de niveles de
educacion inferiores no correspondientes al nivel donde se aplicé la tarea. Lo
cual permite demostrar lo fundamental que son los conocimientos previos en la
construccion de uno nuevo, ya que estos pueden convertirse en limitaciones
para el logro de aprendizajes producto de que su falta de dominio dificulta el

avance de los alumnos en la adquisicion de un aprendizaje.
Conclusiones

En consecuencia a lo observado en los trabajos realizado por los estudiantes y
analisis desarrollados bajo el sustento tedrico del Analisis Didactico, podemos
afirmar que la comprension del concepto matematico Sucesos Independientes
es complejo para los estudiantes, por ende en su proceso de aprendizaje se

enfrentan a dificultades que el docente debe prever.

En esa misma linea, las principales dificultades identificadas se pueden resumir
como identificar sucesos involucrados en un experimento, determinar espacio
muestral y casos favorables de un suceso, ademas de confundir el concepto

suceso con su probabilidad.

De acuerdo a lo anterior, es fundamental que el docente no solo conozca estas
sino que también las aborde en clase, pues de no hacerlo impide que los
estudiantes adquieran aprendizajes significativos, asi como también no permite
profundizar en contenidos probabilisticos que ayudan a desarrollar el
pensamiento logico matematico y entregan conocimiento para comprender

informacion en la vida cotidiana.

Ademas es importante que a la hora de ensefiar dicho concepto sea a través de
situaciones en contexto real donde interviene, pues facilita su aprendizaje, segun

lo hemos evidenciado en el analisis de actuacion de nuestro estudio.

Finalmente destacamos la importancia de los conocimientos previos en la
adquisicién de nuevos aprendizajes, pues “simple y sencillamente, la actividad

constructiva no seria posible sin conocimientos previos que permitan entender,
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asimilar e interpretar la informacion nueva, para luego, por medio de ella,
reestructurarse y transformarse hacia nuevas posibilidades” (Diaz & Hernandez,
2002, pag. 147).
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