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Resumen

En este articulo se presenta una investigacion de nivel licenciatura sobre la importancia de las graficas de funciones
dentro del curriculo escolar y para la explicacion dentro del concepto de funcion, asi como el desempefio de
estudiantes de nivel superior en dos de nueve tareas de construccion e interpretacion de graficas de funciones de
nivel secundaria, y modificadas por nosotros. Se evidencia las dificultades presentes en los estudiantes al momento
de pasar de una representacion verbal a una grafica: la confusion de la trayectoria de una situacion descrita
graficamente como la imagen de la situacion; la discretizacion de variables continuas y, preferencia por la linealidad
al momento de construir una grafica que requiere de intervalos concavos. Consideramos que se requiere centrar la
atencion en dichos resultados ya que estudiantes de nivel superior obtuvieron resultados similares a estudiantes de
nivel secundaria, lo cual puede decirnos que hay un estancamiento en el aprendizaje de las matematicas,
especialmente con el concepto de funcion.
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Abstract

This paper presents a research, at first-degree level, into the importance of graphs of functions in the school
curriculum and for the explanation within the concept of function, as well as higher education students’ performance
in two of nine tasks of construction and interpretation of function graphs of the secondary level, which were
modified by us. Students’ difficulties when moving from a verbal representation to a graph are evident: the
misinterpretation of the trajectory of a situation graphically described as the image of the situation; the discretization
of continuous variables; and preference for linearity at the moment of constructing a graph that requires concave
intervals. We believe that there is a need to focus attention on these outcomes, as higher education students achieved
results similar to those of high school students, what shows that there is an impasse in mathematics learning,
especially with the concept of function.
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Introduccion

Las matematicas pueden ser accesibles para cualquier persona, sin embargo, su comprension puede llegar a ser
compleja a comparacion de otras ciencias, ya que se utilizan representaciones, que uno no puede tocar, oler o probar.
De la misma manera, hay que ser conscientes que los ntimeros tienen diversas representaciones, por ejemplo, un
numero decimal también se puede representar como una fraccion; un numero se puede representar como un limite
de una sucesion o un simbolo sobre un papel; una ecuacion lineal puede verse como una recta (Acuia, 2001).

Ahora bien, la nocion de funcidén es una pieza fundamental para compartir y expresar una gran cantidad de
informaciéon de manera concreta. Deulofeu (1991), menciona en su trabajo que, en el lenguaje, la falta de
significacion puede ser un problema para el desarrollo o entendimiento de un concepto. Este mismo problema se
presenta en el lenguaje matematico, porque a un concepto se le pueden asociar mas de una idea o representacion,
tal como ocurre con el concepto de funcion, que tiene mas de una representacion: tabular, algebraica, lenguaje
verbal, grafica y de manera simbolica. Sin embargo, la nocién cambia dependiendo del contexto en el que se aplica.
Una definicion que da Sierpinska (1992) del concepto de funcion es que existe una terna (X, Y, ), donde “X” y
“Y” son conjuntos y f es el subconjunto “X X Y tal que si (x,y) pertenece a f ,y (x,y') pertenece a f ,entonces
y = y'. El problema es entender esta definicidon, especialmente, para estudiantes que no han desarrollado un
pensamiento matematico abstracto.

Tradicionalmente, las graficas cartesianas son pieza clave dentro del curriculum para el entendimiento del concepto
de funcidn, ademas de que permiten trabajar con una gran cantidad de variables y visualizar patrones. Sin embargo,
la centracion unidireccional en la estrategia ecuacion-tabla-grafica, y el excesivo tratamiento algebraico provoca en
los estudiantes importantes dificultades en la lectura, interpretacion y construccion de graficas, aun cuando en otras
disciplinas las graficas son pieza clave para interpretar resultados (Zaldivar, 2016). En esta forma para encontrar
graficas de ecuaciones, se le presentan al estudiante muy pocas oportunidades donde tenga que interpretar
informacion grafica o trabajar con informacién grafica para resolver problemas. No se le permite anticipar el tipo
de variacion que se espera; ya que carece de escalas, datos, determinacion de los nombres de los ejes (Garcia y
Perales, 2007). Y lo mas importante: el estudiante no identifica que la expresion algebraica (ecuacion) y la grafica
son representaciones de la misma situacion funcional (Bell y Janvier, 1981; Deulofeo, 1991; Acuna, 2001).

Planteamiento del problema

El trabajo de Leinhardt, et al (1990), fue esencial en nuestra revision, no sélo porque gran parte de nuestras
referencias lo citan, también por su estructuracion y organizacion que realizaron sobre las dificultades reportadas
con respecto a las graficas de funciones en la literatura, y se complementa con trabajos de Bell y Janvier (1981),
Sierpinska (1991), Bowen y Roth (1998), Dolores, (2004), Garcia y Perales (2007), Zaldivar (2016; 2017). Entre
las dificultades que reporta Leinhardt con respecto a la interpretacion y construccion de graficas son: interpretacion
iconica, cuando el estudiante toma la grafica de una situacién como una imagen; la confusion de la pendiente con
la altura, discretizacion de variables continuas, donde se colocan puntos dentro del plano cartesiano o de los ¢jes,
cuando no es necesario; preferencia por la linealidad, que ocurre porque para el estudiante es mas facil recurrir a
intervalos rectos que a intervalos concavos, y como la dificultad de identificar las variables, quién es la variable
independiente y dependiente, entre otros, lo cual nos da indicios de que hay conceptos matematicos que todavia no
son claros para los estudiantes.

De acuerdo con nuestra revision bibliografica sobre la importancia de las representaciones graficas de una funcion
es que se propone la siguiente pregunta de investigacion:

¢ Qué dificultades presentan los estudiantes de nuevo ingreso de una carrera en Ingenieria relativas a tareas de
construccion e interpretacion de grdficas cartesianas?
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El objetivo general de esta investigacion es evidenciar la necesidad de contar con cursos donde se reflexione y se
centre la atencion sobre las graficas de funciones, para asi optimizar el avance en el aprendizaje. Para ello, se
propone una investigacion cuyo objetivo especifico es analizar qué dificultades presentan estudiantes de nuevo
ingreso que aun no inician con Calculo 1 en la universidad, con respecto a tareas de interpretacion y construccion
de graficas cartesianas con la intencion de contar con un sustento adecuado para reflexionar y poner en discusion
aspectos de las asignaturas que actualmente se imparten en dicha facultad en los primeros semestres de las carreras
presentes en la facultad (como la muestra fue tomada de esta institucion), se toma en consideracion de que una
adecuada ubicacion de cursos iniciales que pudieran redituar en la comprension del tema de las funciones y sus
graficas permitiria un desarrollo conceptual progresivo en los estudiantes de manera que posiblemente se impactaria
en los indices de desercion y reprobacion escolar, en este caso, dentro de la Facultad de Ciencias Fisico Matematica
de la Universidad Autonoma de Coahuila.

Marco conceptual

Las tareas de funciones, graficas de funciones y graficacion se divide en dos categorias principales: interpretacion
y construccion (Leinhardt et al., 1990). La Interpretacion se refiere obtener el sentido de una grafica o situacion, el
encontrar relacion entre dos variables, y su patrén de variacion conjunta. Es el darle sentido a la grafica, ya sea de
una ecuacion o de una situacion. Su enfoque puede ser desde atender punto a punto, intervalos de puntos, hasta la
lectura de toda la grafica. La interpretacion, en su forma global, es el distinguir las caracteristicas importantes, es
decir, los intervalos de aumento o disminucidn, puntos maximos y minimos. Aqui es donde entra la interpretacion
cualitativa, que es el entender la relacion funcional de las variables de la grafica de la funcion. Como nos dicen
Leinhardt, et al. (1990) se relacionan frecuentemente con las caracteristicas globales. El saber interpretar una grafica
es una herramienta importante para desarrollar en los estudiantes, ya que los aspectos visuales son importantes para
el entendimiento del concepto de funcion (Yavuz, 2010).

Por otro lado, de acuerdo con el trabajo de Leinhardt, et al. (1990), la Construccion se refiere a generar algo nuevo
a partir de datos. Esté relacionada a predecir o detectar patrones, un ejemplo de ello seria el comportamiento de un
fenomeno. Implica poner nombre a los ejes de la grafica, titulos y etiquetas, valores numéricos, asi como una grafica
a partir de puntos, construir puntos dados ciertos datos y también el escribir la ecuacion de acuerdo con la grafica
plasmada. Esta tltima accion es muy poco frecuente en el aula de clases, ya que no sélo requiere de la construccion,
sino también de la interpretacion.

Roth y Bowen (1998) confirman que uno de los puntos criticos dentro de las dificultades en el area de ciencias es
en la de interpretacion y construccion de graficas de funciones en todos los niveles educativos y es impresionante
que atn se encuentren en estudiantes o profesionistas de grados superiores. Muchos alumnos conocen los gréficos,
las expresiones algebraicas; incluso pueden manipularlas, pero siguen siendo incapaces de interpretar las
caracteristicas globales de la informacidn contenida en ellas (Swan, 1985; Bell y Janvier, 1981). Por lo tanto, no
logran la conversion de grafica a ecuacion y viceversa.

Aspectos metodologicos

Con la intencion de responder la pregunta de investigacion anteriormente planteada, se consider6 una investigacion
de corte cualitativo de las respuestas de estudiantes de un grupo de 41 alumnos de primer semestre, que ain no
cursaban el tema de funciones en la materia Calculo 1, de la Carrera de Ingenieria Fisica, de la Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas de la Universidad Auténoma de Coahuila. Para la toma de datos sobre las dificultades que
presentaban los estudiantes del grupo anteriormente descrito, se disefid una prueba experimental que involucraba 9
tareas, de las cuales s6lo se mencionaran 2 en el presente manuscrito: la Tarea 2.1: “El auto de carreras”, donde se
involucra la interpretacion y construccion de un grafico; y la Tarea 2.4: “Llenado de recipientes 117, que involucra
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una construccion. Cabe mencionar que para el disefio de estas tareas se tomaron en consideracion algunas de los
ejercicios propuestos en Swan (1985) y Leinhardt, et al (1990). Las tareas no fueron tomadas de manera literal, sino

que se realizaron algunas adecuaciones de contexto o del tipo de fendmeno que atendian, las cuales se presentan de
la siguiente forma:

Tarea 2.1: El auto de carreras

Tarea 2:

2.1 La grafica de abajo muestra cémo la velocidad de un auto de carreras varia durante la segunda
vuelta de una carrera.

B 2
B0 el
velocidad A
km/h
50 =t 1
L L L b
1) v T 7
200m 600m 1300m

Distancia recorrida a lo largo de la pista

Dibuje un circuito que corresponda a la gréfica de arriba (Nota: tome de referencia que el inicio ¥ la
meta son el mismo punto), es decir. un circuito cerrado.

iCudntas curvas tuvo su circuito?. ;Por gue? ;Como supo?

Figura 1. Tarea 2.1: El auto de carreras.

La tarea 2.1 es de interpretacion, porque requiere reconocer las caracteristicas que presenta la grafica del recorrido
de un auto de carrera (una grafica de situacion), y con ello, dibujar el circuito que corresponde.

Tarea 2.4: Llenado de recipientes 11

2.4 Dada la forma de la botella, v suponiendo que se llena con agua de flujo constante, dibuje la
grafica de la altura del agua con respecto al tiempo.

altura del

tiempo (segs.)

Figura 2. Tarea 2.4: Llenado de recipientes II.

La tarea es de construccion, hay que bosquejar la grafica que corresponde a la situacion, en este caso es una botella
que tiene forma de vasos en los extremos y en la parte central, un cilindro.

Discusion de resultados

En el trabajo de Leinhardt et al. (1990) se organizan las dificultades en tareas de interpretacion y de construccion
de graficas cartesianas rescatadas de otros trabajos (Bell y Janvier,1981; Sierpinska, 1991; Deulofeo, 1991; Bowen
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y Roth, 1998; Acuna, 2001; Dolores, 2004; Garcia y Perales, 2007; Yavuz, 2010; Zaldivar, 2016, 2017) de la
siguiente manera:

Dificultades en la tarea de Construccion: escalas de los ejes, discretizacion de variables continuas, identificacion de
variables, nombre de los ejes.

Dificultades en la tarea de Interpretacion: interpretacion iconica, confusion pendiente/altura, confusion
intervalo/punto.

En base a las dificultades que se encuentran en la literatura, se dio la tarea de analizar cudles estan presentes en los
estudiantes de nivel superior en cada tarea, por lo que a continuacion se expondra en cada tarea del instrumento
aplicado, el analisis que se llevd a cabo y por ende, la dificultad que le corresponde.

Sobre la Tarea 2.1: El auto de carreras

El objetivo era reconocer e interpretar las variaciones que presenta la grafica de distancia vs tiempo del recorrido
de un auto en una carrera y construir el posible circuito recorrido. (Describir la relacion funcional utilizando palabras
e imagenes).

Se tomaron tres aspectos a evaluar: el dibujo del circuito, cuantas curvas se identifican y la justificacion del circuito
propuesto. Cabe mencionar que esta fue la tarea donde los estudiantes presentaron mayor porcentaje de dificultades,
creemos que la razon principal de ello es porque esta tarea involucra una grafica de una situacion y se requiere de
su interpretacion para el poder dibujar su circuito correspondiente.

A continuacion, se muestran las respuestas de un par de estudiantes que al respecto de la lectura de la grafica,
presentan una Interpretacion iconica (ver figura 3).

Tarea 2:
2.1 La grifica de abajo muestra c6mo la velocidad de un auto de carreras varia durante la segunda

vuelta de una carrera.

[l 1 1 N
T T T 7
2%, 200m 600m 1300m
Me /c' ) Distancia recorrida a lo largo de la pista

Dibuje un circuito que corresponda a la gréfica de arriba (Nota: tome de referencia que el inicio y la
meta son el mismo punto), es decir, un circuito cerrado.

;Cuéntas curvas tuvo su circuito?, ;jPor qué? ;Cémo supo?
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(%)
Dibuje un circuito que corresponda a la gréfica de arriba (Nota: tome de referencia que el inicio y la
meta son el mismo punto), es decir, un circuito cerrado.

¢Cudntas curvas tuvo su circuito?, ;Por qué? ;Cémo supo?

(b)

Figura 3. Respuestas de dos estudiantes en la tarea 2.1: Interpretacion iconica.

Un alumno (Figura 3a) interpreto la imagen de la gréfica tal cudl fue la trayectoria recorrida. Tom¢ las curvas de la
grafica como las curvas del circuito recorrido. Escribid que las curvas son los momentos donde el trayecto deja de
ser recto, por lo que identifico 9 “curvas”, por lo tanto, su circuito lo dibujé como si tomara el inicio del recorrido
en la grafica y lo uniera con el final del recorrido en la grafica. Otro alumno (figura 3b) ley6 los tramos de velocidad
constante en la grafica como los lados del circuito. Son tres tramos de velocidad constante tomando en cuenta que
el inicio y el fin del circuito es el mismo punto, pero €l hizo caso omiso, por lo que contd 4 tramos, por lo tanto,
dibujo cuatro lados constantes n el circuito, dicho de otra manera, el circuito tiene 4 curvas, por lo que el dibujo
tiene una forma de rectangulo. Sin embargo, el estudiante reconoce que hay 3, pero no toma en consideracion que
era la segunda vuelta.

Sobre la Tarea 2.4: Llenado de recipientes 11
El objetivo de esta tarea era bosquejar la grafica que corresponda al llenado de agua del recipiente dado tomando
en cuenta los factores de la forma del recipiente que se presentan. En este caso, se puede observar que algunas

dificultades estan relacionadas a la preferencia por la linealidad debido al uso de la discretizacion de la situacion.

2.4 Dada la forma de la botella, y suponiendo que sc llena con agua de flujo constante, dibuje la
gréfica de la altura del agua con respecto al tiempo.
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Figura 4. Respuesta de un estudiante en la tarea 2.4: Tendencia por la linealidad.
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El estudiante de la figura 4, dividi6 al recipiente en cuatro partes para graficar por intervalos. Una manera en la que
se apoyo para bosquejar el llenado de agua del recipiente fue el agregar escalas a los ejes. Marco puntos dentro de
la grafica, esto quiere decir, que marcaron que en un segundo hay cierta cantidad entera de altura de agua, cuando
nuestro problema es de datos continuos.

En esta tarea, nuevamente se presenta la Interpretacion iconica (ver figura 5).

2.4 Dada la forma de la botella, y suponiendo que se llena con agua de flujo constante, dibuje la
gréfica de la altura del agua con respecto al tiempo. .

altura del

tlempo (segs.)

empicza g llenarse despaco v le altva det
aue NO Sube  @Pido  hadta (legetr ol centio  camienze

a llemarse oy yapdo  wosto Negar Al borde clnsmmut{e
Sv Henedo A€ Qe uo

Figura 5. Respuesta de un estudiante en la tarea 2.4: Interpretacion iconica.

Este estudiante dibujo la grafica del llenado del recipiente con agua constante de la siguiente manera: identifica que
el recipiente inicia llenandose de manera lenta, sin embargo, no visualiza que la altura del agua dentro del recipiente
aumenta, ya que confunde el crecimiento de la altura del agua con la dimension de la base inferior del recipiente,
por lo que dibuja en la grafica un intervalo horizontal, después observa que en la zona media del recipiente es donde
avanza mas rapido, dibuja un intervalo de crecimiento constante, cuando en ese intervalo, la pendiente de la grafica
debe ser mayor. Para el bosquejo de la base superior del recipiente, ocurrié la misma situacion que con la base
inferior. Este estudiante, dibujo en la grafica como un pequefio tramo recto, la parte donde cambian las dimensiones
radicalmente de la base superior (del tramo vertical del recipiente con la parte superior del mismo, si se observa,
tiene una forma de trapecio invertido), y al final bosqueja que la altura del agua aumenta constantemente, cuando
la pendiente en ese intervalo debe ser menor. Sin embargo, de manera escrita es capaz de explicar correctamente la
variacion entre las variables, no obstante, a que su grafica es incorrecta.

En otras ocasiones, se present6 que una de las dificultades de los estudiantes radicaba en considerar la grdfica como
forma del recipiente.

2.4 Dada la forma de la botella i
, ¥ suponiendo que se llena con agua d j ibuj
gréfica de la altura del agua con respecto al tiempo. T e

altura del

e /e

tiempo (segs.)

£ ey \eniC R heqc vopdo se mont jene
2 _despes e wenn G RPKD R leeqe, eny

'Y

(cM#cMc

‘area 3

Figura 6. Respuesta de un estudiante en la tarea 2.4: La altura como forma del recipiente.
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Aqui lo tnico que se puede visualizar es similar al caso anterior que los tramos donde la altura de agua avanza lento,
que se marcan como tramos rectos horizontales, sin embargo, el estudiante marca que, en el tramo mas delgado del
recipiente, pierde altura el agua, no sé si deba a que leyd como que tiene poca capacidad de agua, por lo que altura
baja. Sin embargo, su explicacion verbal si es correcta, pero su grafica se parece a la forma del recipiente en forma
horizontal.

Comentarios finales

Como se ha comprobado la existencia de las dificultades en la construccion e interpretacion de graficas de funciones,
se menciona lo siguiente:

El 91% de los estudiantes que respondieron la tarea 2.1 reflejaron el mismo error: el dibujo del circuito del auto de
carreras como la grafica que describe el recorrido del auto de carreras, esto quiere decir que presentaron
interpretacion iconica. Gran parte no tuvo problema en responder que el circuito consta de tres curvas, pero al
momento de pasar la informacion grafica a un dibujo, tuvieron complicaciones para ello. Confundieron la
trayectoria como la propia situacion. Esto se puede explicar debido a que muchos libros enfocan su atencion a
graficas y funciones abstractas mas que a las graficas de situaciones.

Continuando con los resultados de la tarea 2.4, el estudiante presentd una interpretacion iconica, esto quiere decir
que confunde la forma del recipiente como la grafica del llenado de dicho recipiente. Otro concepto matematico
que probablemente causa dificultades en este caso de analisis tiene que ver con la variacidon no lineal. Lo anterior
provoca una preferencia por la linealidad, donde el estudiante debe de dibujar la grafica del llenado del recipiente
con intervalos concavos, al inicio de la grafica y al final, que son los intervalos que corresponden a la base inferior
y la base superior del recipiente. Como consecuencia, discretizan las variables cuando el problema que se presenta
es continuo, y al momento de construir la grafica correspondiente a la situacion, dibuja puntos, para luego unirlos,
lo que nos lleva a decir que algunos estudiantes tienen la idea de que una grafica de funcidn se construye a partir de
algunos puntos unidos por segmentos de recta, cuando en realidad hay infinitos puntos en la grafica de la funcion.

Hay que mencionar que se encontrd un error que no se menciona en la literatura, pero podria verse como
interpretacion iconica, que ocurre cuando el estudiante confunde la pendiente de la grafica del llenado del recipiente
como la forma del propio recipiente. Lo interesante, es que el estudiante logra describir bien cémo varia la altura
del agua dentro del recipiente, pero al momento de plasmarlo graficamente, tiene complicaciones, podria decirse
que hay dificultad para la visualizacion de la grafica correspondiente, o mas bien, dificultad para la identificacion
de las variables presentes, o incluso, el darles nombre a los ejes.

Estos resultados, consideramos que nos estan mandando sefiales de que razonemos sobre qué es lo que esta pasando
en el progreso de la ensefianza matematica entre el nivel secundaria y bachillerato, ya que los ejercicios que
tomamos como referencias y modificamos para nuestro instrumento, los obtuvimos de libros y articulos que donde
se aplicaron tareas de construccion e interpretacion de graficas a estudiantes de nivel secundaria, con resultados
similares a los que obtuvimos. Dada las similitudes de nuestros resultados con los que encontraron los autores en
sus trabajos, consideramos que se necesita potencializar las graficas como herramientas, especialmente lo que nos
puede otorgar el leer e interpretar graficas, como apoyo cuando la abstracciéon no se ha desarrollada o estd en
desarrollo, especialmente con el concepto de funcion. Ademas, seria importante que se implementen actividades
con un enfoque donde el estudiante identifique y describa el tipo de variacion en cualquier contexto y lograr
relacionarlo con una grafica, con la finalidad de que se trabaje con la nocién de variacion y lograr pasar de una
representacion a otra (Bell y Janvier, 1981), para poner en practica mas el andlisis de problemas y no la
memorizacion.
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