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Resumen

Se presenta una reflexion sobre las implicaciones matematicas generadas a partir del conocimiento errébneo que
. . . . . .y a [ a+c
tienen algunos estudiantes de bachillerato sobre la suma de fracciones mediante la operacion 5 D = ora Se

propone una historieta, que tiene la finalidad despertar el interés de los estudiantes por las matematicas, que se
apoya en algunos elementos teodricos de la Educacion Matematica Realista. Se describe una situacion cuando dos
personajes, Nacho y Monica, al salir de un examen de matematicas discuten sobre el problema de sumar fracciones.
Nacho sorprende a Monica con interesantes aportaciones que surgen a partir de reinvencion de una estructura
algebraica e incluye la interpretacion geométrica que permite construcciones de cuaternas armonicas. Los
descubrimientos de los estudiantes van mas alla de lo que pedia el examen, pero no son conocidos por su profesor
de matematicas, el cual asigna una calificacion basada en lo que evidencia el examen que demuestra mayores
habilidades matematicas en Moénica, quien sigue las reglas a pie de la letra.
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Abstract

This paper presents a reflection on mathematical implications caused from the mistaken knowledge that some

senior-high school students have about the addition of fractions through the operation?a (&) g = %. A story aimed

at awakening students’ mathematical interest is proposed. It is based on some theoretical elements of Realistic
Mathematics Education. The story describes a situation in which two characters, Nacho and Monica, after finishing
a mathematics test, argue about the problem of adding fractions. Monica was surprised at Nacho’s interesting
contributions which emerged from a re-invention of an algebraic structure and includes the geometric interpretation
that allows constructing harmonic quaternaries. The students’ findings go beyond what the examination asked for,
but they are unknown by their math teacher, who assigned a mark based on what is evidenced in the test that shows
greater mathematical skills by Monica, who literally follows the rules

Key words: fractions, realistic mathematics, harmonic quaternaries

B T LT L 0, e s i

.83 -



Acta Latinoamericana de

atematica Educativa SECCION 1/ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR
VOL 33, NUMERO 1, ARO 2020

Introduccion

En este trabajo se describe una historieta, que tiene la finalidad despertar el interés de los estudiantes por las
matematicas, que se apoya en algunos elementos teéricos de la Educacion Matematica Realista (EMR) (Alsina,
2009; Alsina, Novo y Moreno, 2016; Berciano, Jiménez-Gestal y Salgado, 2016). La historieta considera dos
personajes, Nacho y Monica, que son compafieros de grupo y cada cual tiene una concepcion muy definida de las
matematicas. El personaje de Monica se presenta como una alumna puntual, responsable, ordenada, pulcra en sus
trabajos y en su presentacion personal, sus padres estdn orgullosos de ella, pues en mas de una ocasion por sus
calificaciones ha estado en el cuadro de honor. Y el personaje de Nacho se muestra como un joven extrovertido de
notas no tan brillantes, pero muy critico y con gusto por los deportes, sin embrago, debido a sus calificaciones
representa una preocupacion para sus padres. En una ocasion al salir de un examen de matematicas los personajes
discuten sobre un problema de suma de fracciones y Nacho comenta a Monica la solucion (erronea) que obtuvo al
resolver el problema, de donde posteriormente surgen interesantes descubrimientos a partir de la discusion
establecida entre los personajes. Los descubrimientos de los estudiantes que van mas alla de lo que pedia en el
examen no son conocidos por el profesor de matematicas de ambos personajes, el cual asigna una calificacion
basada en lo que evidencia el examen, el cual muestra errores algoritmicos. No es el caso de Moénica que obtiene
una calificacion satisfactoria al poseer mayores habilidades matematicas y al seguir las reglas y los procedimientos
al pie de la letra. Por su parte, Nacho plantea una forma de sumar fracciones, aunque incorrecta, cumple como
operacion con propiedades conmutativa y asociativa, mas no lo hace con la propiedad de la existencia del elemento
neutro e incluso presenta incongruencias respecto a la propiedad de orden.

—

Figura 1. Nacho explica a Mdnica su método se sumar fracciones

En la figura 1 podemos observar que algoritmicamente la forma de sumar fracciones que expone Nacho es muy
comun entre nuestros estudiantes, sin embargo, en este caso Nacho guia a Moénica hacia una reinvencion de una
estructura algebraica e involucra la interpretacion geométrica del resultado de sumar asi en forma de coordenadas
del punto que divide al segmento definido por los sumandos en una razon dada y ademas propone algunos problemas
donde estas construcciones pueden ser empleadas. Las generalizaciones a los puntos de division externos al
segmento sugieren enriquecer las exploraciones con construcciones de conjugados armoénicos.

La historieta pretende mostrar algunas de las aportaciones que pueden surgir de un error en la forma de sumar
fracciones y se ubica en un momento clave de aprendizaje no valorado en el contexto escolar. Y es exactamente la
discusion que al término de un examen sostienen algunos alumnos, quienes en la defensa de sus respuestas
contrastan y exponen sus conocimientos e ideas, reconocen sus errores y reafirman algunos conocimientos y
procedimientos, actividad que promueve el aprendizaje matematico, pero no es reconocido por situarse en un
contexto no controlado por el docente.

-84 -



Acta Latinoamericana de

Matematica Educativa SECCION 1/ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR
VOL 33, NUMERO 1, ARO 2020

Cabe mencionar que, de acuerdo con los datos expuestos en las plataformas de calificaciones del Colegio de
Bachilleres del estado de San Luis Potosi, México, lugar donde se llevo a cabo este trabajo, los resultados de las
alumnas son superiores al de los alumnos, e incluso los alumnos reprobados en su mayoria son de sexo masculino,
lo cual contrasta con las evaluaciones externas tales como PLANEA o las olimpiadas en las cuales en lo general
los hombres obtienen mejores resultados.

El proposito de este trabajo es provocar reflexiones respecto de las formas de evaluar el trabajo y el aprendizaje de
los alumnos y reconocer que hay temas cuyo contenido matematico requiere de mayor atencion, tal como las
operaciones con fracciones, los cuales han sido expuestos en diversos trabajos, por la dificultad que presenta su
comprension. Por ejemplo, se han advertido errores inducidos desde la forma de ensefiar fracciones en todas sus
interpretaciones (como particion, como cociente, como razon, como operador) que lleva a los estudiantes a construir
solo agujeros conceptuales (de Di Pego, 2012). Otros han senalado que algunos estudiantes aparentan comprender
las fracciones porque utilizan terminologia de fracciones y dominan ciertos procedimientos, sin embargo, no
reconocen los problemas donde estas pueden ser aplicadas (Parra y Flores, 2008).

Otros investigadores proponen ensefar la suma de fracciones a través del juego con regletas para motivar la
participacion y el entusiasmo (Meza y Barrios, 2010). En esta misma direccion, en este trabajo se presenta un
analisis y algunas reflexiones ldgicas sobre las implicaciones matematicas generadas a partir de la tendencia que

tienen algunos estudiantes (representados por un alumno que llamaremos Nacho) de sumar fracciones bajo el

. . . a c a+c ’ . ~
siguiente algontmo:; @ 2T el cual es erroneo de acuerdo al algoritmo que regularmente se ensefia en la

escuela. Cabe mencionar, que en el contexto de plano cartesiano (caso bi-dimensional) se propone una
interpretacion trigonométrica con las razones reducidas (una de las coordenadas es la unidad).

Marco referencial

La construccion de la historieta se apoyd en los principios de la EMR: (i) principio de actividad, que permite llevar
al estudiante a pensar en la matematica como una actividad humana a la que todas las personas pueden acceder
“haciéndola”. (ii) principio de realidad, que sugiere que las matematicas se aprenden en situaciones problematicas
que son reales en la mente de los alumnos (iii) principio de niveles, donde los estudiantes pasan por distintos niveles
de comprension donde van de lo situacional a lo abstracto; (iv) principio de reinvencion guiada, donde el
aprendizaje se logra a través de la supervision de una persona experta que lleva al alumno de un conocimiento
matematico intuitivo a un conocimiento formal. A través de la lectura y comprension de la historieta por parte de
los estudiantes, se pretende conducirlos a través de los cuatros niveles de la EMR.

En la educacion secundaria, uno de los algoritmos mas utilizados para ensefiar la suma de fracciones se basa en la
ad+bc

bd
a través la misma, esto es, se parte de ensefar el resultado de una actividad (la formula) mas que de ensefiar la

actividad misma. Sin embargo, en el presente trabajo se adopta la postura de que la educacion matematica debe dar
a los alumnos la oportunidad, guiada por el maestro, de reinventar la matematica (no crean ni descubren las
matematicas). En este sentido, hacer matematicas (matematizar) es mas importante que aprenderla como producto
terminado (Alsina, Novo y Moreno, 2016). En otras palabras, el énfasis no esta en aprender algoritmos, sino en el
proceso de construir una algoritmizacion.

, ., . a c ., .
férmula dada por la expresion algebraica ;T3 = , lo cual centra la atencion de los estudiantes en aprenderse

El planteamiento matematico que estd de fondo en la historieta ha sido el resultado de otorgar al estudiante, en la

clase de matematicas, la libertad para explorar sus creencias o tendencia “natural”, que se establece en el aula como

a+c
T b+d
implicaciones matematicas surgen al escuchar a los estudiantes acerca de llevar a cabo la suma de fracciones

. . . ., a Cc . I3 Je
incorrecta, acerca de la suma de las fracciones mediante la operacion 5 @ 2 Se cuestiond entonces ;qué
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mediante esta forma?, y también, ;como guiar a los estudiantes en la bisqueda de dichas implicaciones matematicas
de una manera divertida?

Con lo anterior, se consider6 el conjunto de las fracciones (representadas por una razén de dos nimeros naturales)

a c a+c ., . . , . . , . o
y Z@E = COmo una operacion binaria y se explord si satisfacia las propiedades de asociatividad,

conmutatividad, elemento neutro y propiedad de orden.

Una vez realizada la exploracion se selecciono a la historieta, como medio de expresion artistico, para presentar de
manera secuencial la verificacion de las propiedades construyendo al mismo tiempo un relato entre dos personajes.

La historieta, de tipo humoristico, considera vifietas (recuadros donde tienen lugar los didlogos entre los personajes),
ilustraciones (dibujos que transmiten al lector lo que ocurre), globos de texto (dialogos de los personajes) e iconos
y signos (para representar emociones).

Desarrollo de algunos ejemplos

A continuacion, se describe el contenido matematico.

. . . .y a c a+c . .y
Considerando el conjunto de las fracciones y la operacion > D == oaa S€ observa que dicha operacion cumple la
propiedad conmutativa, ya que no cambia el resultado al permutar los sumandos. También se puede observar que

cumple la propiedad asociativa.

. . . . a X at+x a . .
Sin embargo, no se cumple con la existencia de elemento neutro, ya que al considerar > @ il nvia s implica
- . 0 . .
que x =0 ey =0, de manera que la fraccion “neutra” deberia de tener la forma 3 lo que implica que no existe

una fraccion que representa un elementos neutro. Sin embargo, se sabe que hay conjuntos de numeros con
operaciones que carecen el neutro, por ejemplo, en el conjunto de los nimeros naturales el subconjunto de ntimeros
pares, con la operacion de multiplicacion usual, no tiene neutro porque el neutro multiplicativo es uno y no pertenece
al subconjunto de los numeros pares. Por otro lado, tampoco se verifica la propiedad de orden de los niimeros reales
ya que se deberia tener que la suma de dos ntimeros positivos sea mayor que cada uno de ellos.

ata

, . .. . ., a a a .
Lo mas interesante es la siguiente consideracion: > &) =05 T b En algebra moderna un elemento con esta

propiedad tiene nombre idempotente. Hay un ejemplo sencillo: si se define una operacion de construir un punto
simétrico respecto a un punto dado, entonces este centro de simetria es el elemento idempotente.

Desarrollo de actividades discursivas
Monica: Hola, Nacho, ;coémo te fue en el examen?, ;pudiste resolver el problema de la suma de fracciones?
Nacho: Ohhh, por supuesto sumar fracciones es la cosa mas facil para mi.
Mobnica: Ahh, yo pensé que las matematicas eran dificiles para ti.

Nacho: sumar fracciones es facil, la formula es muy simple, mira si tenemos dos niimeros en la forma de fracciones
£y 5 lasumaes & @ <= <
b Y a b d  b+d’
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Monica: jNacho! jEso es incorrecto! Tendras mal el resultado jEsa operacion no es valida! jHay Nacho seguro la
tienes mal!

Nacho: jEso no puede ser! Mira Ménica, analiza bien mi método de sumar. Es una operacion valida, incluso cumple
la propiedad conmutativa, si cambiamos el orden de los sumandos el resultado es el mismo.

Por si fuera poco, también cumple la propiedad asociativa pues el resultado de sumar pares de las tres fracciones
no depende si primero sumamos las dos fracciones primeras y luego el resultado obtenido sumamos con la tercera
fraccion, o bien de otro modo: formamos la suma de la primera fraccion con el resultado de sumar la segunda con
la tercera. Solo gracias a esta propiedad se puede hablar de la suma de tres o mas fracciones.

Monica: Mmmm pues me empieza a parecer interesante tu forma de sumar.... Pero y ;el elemento neutro? Tu sabes
.7 , ’ I X
que el elemento neutro de la operacion suma de los niumeros reales es el cero y en este caso seria una fraccion 5
a X a . , a X a+x a .y .
tal que: 5 ) il Si calculamos segun esta regla 5 ) 3= vy b esto solo se cumpliriasi x =0e y = 0.
T o ., . . oy
Lo cual implicaria que el elemento “neutro” sea oyt sabes que no esta permitido dividir entre cero por tanto no

hay neutro en tu forma de sumar.

Nacho: Mmm bueno, esto no es del todo importante, pues sabemos que hay conjuntos de nimeros con operaciones
buenas que carecen de elemento neutro.

Por ejemplo, en el conjunto de nlimeros naturales el subconjunto de niimeros pares, con la multiplicacion usual, no
tiene neutro, porque el neutro multiplicativo es uno y no esta entre los numeros pares.

Monica: Ok, ok, sin embargo, no has verificado las propiedades de orden que se cumplen para los nlimeros reales.
La suma de los dos niimeros positivos debe ser mayor que cada uno de los sumandos y tu forma de “sumar” no

cumple con esto: observa que el resultado de la “suma” de dos fracciones no es mayor que cada uno de los sumandos,

. y a a+c Cc
sino que esta entre los sumandos, esto es > <3<z Y esto te lo puedo probar de forma general, observa:

comencemos por definir que a, b, c,d son nimeros naturales, por tanto si una fraccion es menor la otra, digamos,

si % < 2 ,se cumple ad < cb obien ch —ad > 0 ;de acuerdo?

13 2 c
Demostremos pues que la “suma” es menor que el sumando x
c a+c _ c(b+d)-d(a+c) _ cb+cd—da-dc _ cb—da

d b+d d(b+d) d(b+d)  d(b+d)’
establecido cb —da > 0.

lo cual obviamente es mayor que cero pues de acuerdo a lo

a+c

. a
Y seguramente de la misma forma podemos demostrar que > <y
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Figura 2. Nacho verifica que con su método de sumar fracciones el resultado es menor que uno de los sumandos

Podemos observar que la discusion continua en la figura 2 donde Nacho aborda un ejercicio en particular.

. a 1 c 9 .
Nacho: Pensemos en dos fracciones 5= 3Y = ; Yymarcamos los puntos con las coordenadas correspondientes
sobre un eje horizontal.

Figura 3. Ejemplo con las fracciones en el eje numérico

En la figura 3 exponemos el caso particular que Nacho elige para continuar su explicacion acerca de su forma de
(13 ol
sumar”.

Nacho: Observa que si usamos mi manera de “sumar” obtenemos

a c at+c 1 9 1+9 10 .
- -—= — = - = — = — = 2. Llamemos a este valor x-=2 ir, la
5 @d 1 3 692 et emos a este valor x.=2, es decir,

coordenada del punto C, como en la figura 4.

Ahora observa algo interesante: el punto C divide al segmento llamémoslo AB en la razon 2:3 si asignamos las

1 9
coordenadas x4 = 30y Xp =5

ARt ]

|

e |
n W | =

A

el
L

—
—
tn
o]
[
tn
W+
Lad
tn
.
a
tn
tn

A Cc B
Figura 4. Ejemplo con los puntos determinados por sus coordenadas

iCompruébalo ti misma!

2 1 6—1 5
, . AC 173 5 3 2 . . .
Mbnica: i H=3=%= 3 s correcto e incluso se puede probar de forma algebraica y el resultado siempre
21 2 2
serd &
>

.88 -



Acta Latinoamericana de

Matematica Educativa SECCION 1/ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR
VOL 33, NUMERO 1, ARO 2020

Nacho: Y viene lo mejor... Observa esta interpretacion geométrica:
Construyamos sobre el segmento AB un triangulo AKB cuyos lados sean AK =1 =2 y BK = m = 3, tendremos
entonces un triangulo como en la figura 5:

Figura 5. Construccion del punto de division del segmento AB

Observa que con AK = 2 y KB=3, la bisectriz del angulo AKB corta AB exactamente en el punto L, con su
coordenada x; =2 jno te parece sorprendente!

Monica: Pues de hecho eso es el teorema inverso del teorema de la bisectriz que segiin mis apuntes dice:
Teorema: La bisectriz de un dngulo de un tridngulo divide al lado opuesto en dos segmentos cuya razon es igual a

la razén de los lados que forman el dngulo, es decir en el tridngulo BAC, ver Fig.6, si AD biseca al angulo A

BD AB
entonces — = —.
DC AC

D
Figura 6. Teorema de bisectriz de un angulo de un triangulo

Entonces, en la figura 5 el segmento KL es la bisectriz del angulo AKB en el tridngulo AKB porque divide al lado
, . , . AK 2 AL _AK _ 2
opuesto en la razon que es igual a la razon que forman las longitudes de sus lados =3 Ve "Bk " 3 (por

nuestra construccion de los lados).

Nacho: jPero ademas existe algo con la bisectriz del angulo exterior, sorpréndete! Mira donde corta al eje Ox.

Figura 7. Bisectriz del angulo externo
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Observa en la figura 7, que su pie estd en el punto N cuya coordenada es xy = —8. Como todos los puntos 4, B, L, N
se encuentran sobre el mismo eje horizontal podemos considerar los segmentos dirigidos y entonces ocurren valores
negativos en las razones ya que el segmento AN se dirige a la izquierda, en el sentido negativo del eje, y NB, a la

. . . . AL 2 AN 2 .
derecha, en el sentido positivo del eje Ox. Si 5 = 3 entonces —— = — - Comprobemos lo que te digo.

Tenemos para la magnitud del segmento (su longitud con el signo) AN = %, mientras que la longitud del
—25

segmento NB = % Entonces, la razén % = 3 =- % (ver Fig. 8).
2

Mobnica: Es sorprendente como se relaciona tu forma de sumar con otros temas de la matematica, te felicito, eso no
es lo que pedia el examen, pero es muy interesante.

Figura 8. Construccion de segmentos dirigidos sobre el eje numérico

Interpretacion geométrica de la “suma” como coordenada del punto de division

Continuemos ahora trabajando sobre el tema que Nacho y Monica iniciaron con su conversacion y vamos a buscar

la expresion para la coordenada del punto de division de un segmento determinado por dos fracciones en el caso

general. Empleando la figura 5 y considerando punto L como el que divide el segmento A, tenemos las expresiones

para las longitudes de los segmentos en términos de las coordenadas de sus extremos: AL = x;, — x4, LB = x5 —
AL XL— XA

x;. De acuerdo con la definicion de unarazén r = — = .
LB Xp— X[,

De esta ecuacion podemos obtener x; — x, = r(xg — x) y simplificando tenemos
x,(1+71) = (rxg + xy4), de donde deducimos la formula general, solo cuando (1 + r) no es cero, x; = x‘(‘:_:;cB ,

(1+7 #0).

Es preciso resaltar que en la geometria euclidiana solo consideran las razones positivos, sin embargo, veamos un
problema sencillo: en la prolongacion del segmento AB encontrar el punto P tal que su distancia del punto A sea el
doble de la distancia del punto B (Vyugodski, 1963). Sean, por ejemplo, los puntos A4, B dados por sus coordenadas

x4 = 1yxg = 3. El punto P que buscamos divide al segmento AB enlarazon r = % =—(2 + 1) (el signo menos

indica que el punto esta fuera del segmento). Expresamos las razones (xp — x4) + (xp — x5) = —2 + 1, de donde,
Xp = x4 — 2(xp — xp), entonces,
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2xp —Xp =X4 +2x5, y xp=—1+2-3=5.0, de otro modo, aplicando la férmula general, encontramos
xpgtrxg _1+(-2)3 5
(1+r)  a+(-2)

directamente xp =

Interpretacion geométrica con los Conjugados Armonicos (cuaternas armonicas)

Existe una construccion geométrica muy antigua que ilustra las situaciones con las parejas de los cuatro puntos

. . AC . AD . . .,
colineales C,D y A, B tales que se verifica 508 —1 que son conocidos desde los tiempos de Pitagoras como

Conjugados Armonicos (cuaternas armonicas) (Sbitneva, Moreno Martinez, Serna Herrera, 2017). En la figura 7 se

. . \ AL | AN , -
ven los puntos de conjugados armodnicos, pues la razon doble 5T NE —1 es la razoén armonica.

Si continuara la discusion entre Nacho y Monica seguramente a €l le surgirian ideas como
las siguientes: por cierto, jpor qué son armdnicos?

Uno sabe que los tres valores u, v w que representan las longitudes de los segmentos digamos AB, BC AC forman

1

e . , . . 1.1, 1
una terna armonica si la semisuma de sus reciprocos es igual al reciproco del tercero 3 (Z + ;) =

Ante esto Moénica relacionaria esta informacion con la obtencion de la media aritmética:

, , . . e . 1 ., . Lo 1
-“Yo ya conocia de como construir media aritmética que es E(u+v) y también la media geométrica que es (u X v)2

(pues, el ultimo se representa como la altura del angulo recto del tridngulo inscrito dentro de un circulo con la
hipotenusa como didmetro, lo que ilustra la relacion notable entre estas dos magnitudes). Ahora conozco el método
de construccion del medio armonico”.

A lo cual Nacho diria:

En mi ejemplo, si w representa la longitud del segmento AN de la figura 7, y AL=u y LB = v, se cumple.
También hay un método elemental de construirlo: En un trapecio el segmento paralelo a las bases si pasa por el
punto de interseccion de las diagonales representa media armoénica entre las longitudes de las bases.

.y . a b a+b .
Interpretacion vectorial de la “suma” n (&) = oy enun plano cartesiano

. .y a . /. :
Se puede representar cualquier fraccion 7 como la pareja de nimeros (a, 1), es decir, como un punto A de un plano

cartesiano con las coordenadas (a, 1), y también como el vector U = 04 con las coordenadas (a, 1) en este plano

: . . ., b
cartesiano con el origen 0. Del mismo modo podemos ver la otra fraccion — que es el otro par de valores (b, m),

que pueden ser interpretados como coordenadas del otro punto B, o como el vector OB =¥. Conesta optica nuestra

a+b

b —
“suma” % ) = 15, representa el vector con las coordenadas (a+b,l+m)= W vy, por la ley de

aralelogramo de la suma de dos vectores geométricos expresada por medio de sus coordenadas, obtenemos w =
lel del de d t t d dio d denadas, obt w
u+ v
También podemos ver la relacion con las funciones trigonométricas,

. a a 1
Reducimos el vector (a, [) a la forma (T' 1), que representa las coordenadas un vector p = (T' 1): n (a,]), p=
1 — . —_ - 1 — . . . .
7 U colineal al vector u, y observamos que p = 7 U caracteriza la misma recta por el origen con la pendiente k =

U .
tg 0 = p siendo su vector director.

>
V.

3|r

De modo analogo formamos el vector reducido 62% (b, m):(%, 1), q=
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. l . a
Luego,si k=tg 0 = - para la recta con vector director u, entonces 7 representa cot 6.

. m . b
Del mismomodo k; =tg ¢ = - bara la recta con vector director ¥, entonces — Tepresenta cot . Nuestra “suma”
a b a+b — . , (a+b
n ) = 1o, fepresenta el vector con las coordenadas (a + b,l + m) = w, su forma reducida sera o 1).

b . .,
De este modo se puede ver los puntos (%, 1) y (; , 1) como puntos de interseccion de las rectas OA y OB (con las
pendientes correspondientes) con el eje de cotangentes. Por eso el punto

(a +b 1)

l+m’

seria la representacion del punto de interseccion con el eje de cotangentes de una recta intermedia entre nuestros
dos rectas iniciales.

iSin embargo, no representaria ninguna relacion entre los angulos!
Aplicacion en un contexto de la vida cotidiana: relacion de concentraciones

La interpretacion de las fracciones que expresan las concentraciones de las soluciones proviene de la Conferencia
Magistral en RELME 31 comunicado por el DR. R. Cantoral. la pareja de coordenadas reducida nos expresa la
cantidad de una sustancia para una unidad de liquido (por ejemplo). Asi las fracciones simplemente indican que
a+l= % =1,

de acuerdo con las definiciones de las proporciones.

Se puede extender el discurso sobre proporciones geométricas debido a Eudoxo y su relacion con
inconmensuralidad e irracionalidad (lo que significaba sin razon).

Implicaciones

El propésito de presentar este trabajo es provocar la reflexion en los docentes de matematicas en torno a la forma
de evaluar a esos alumnos cuando en ocasiones sus ideas o sus formas de trabajo no se ajustan al procedimiento
visto en clase, sabemos que es complicado encontrar algunos Nachos en nuestro grupo, sin embargo, recordemos
que muchos de los matematicos que nos presenta la historia en su momento fueron catalogados como alumnos no
muy brillantes.

Por otro lado, pretendemos que en cada aula provoquemos este tipo de discusiones post examen ya sea a través de
pequeiios grupos o parejas y aunque esto no cambie la calificacion sin duda provocara aprendizaje, el cual permitira
una mayor comprension de nuestra asignatura y nos ahorraré algunos dolores de cabeza.

Algunos resultados que podemos compartir:
Materiales didacticos para proponer los problemas que fomenten el pensamiento logico deductivo basado en
resultados de busqueda de las cuestiones coherentes.

En las fuentes bibliograficas encontramos material que nos ha proporcionado las respuestas a las preguntas
planteadas en el texto, asi como aclarar la relevancia del tema, y todo esto es el resultado de indagacién de articulos
de investigacion. La forma de sumar fracciones que propone Nacho es un re-invento de la idea del mediante, que
fue producido a mediados del siglo XIV, sin embargo fue publicado solo en 1801 por Ch. Haros, quien
lo aplicaba a las necesidades de convertir cada fraccion a su representacion decimal equivalente. Ahora es conocida
como sumas de Farey debido a O. Cauchy (1816), quien la estudié y demostrd sus propiedades: cada nuevo
término de la sucesion de Farey es el mediante de sus vecinos, de aqui es el término. Cabe destacar que nuestro
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enfoque es geométrico: con las interpretaciones geométricas y trigonométricas demostramos que su valor se

encuentra estrictamente entre dos valores de las fracciones sumandos. También el mediante tiene el mismo valor

l+m

que el promedio de coordenadas de dos vectores: dado que la razon (aTH) ) y (T) da el mismo valor que (%)

que es el mediante.

Por otro lado, si consideramos la operacion de Nacho como operador, que transforma segundo miembro por medio
del primer, obtenemos una transformacion proyectiva (con su invariante, razén doble, o cuaterna armdnica como
en nuestro ejemplo numérico).

Algebraicamente, si consideramos la fraccién como el cociente, entonces es un nimero racional, que representa
toda clase de equivalencia, y se pierda la propiedad de asociatividad. Por eso es importante distinguir entre los
conceptos de fraccion como razéon de dos nimeros naturales y el cociente que es un numero real.

En publicaciones hay mas aplicaciones en algebra abstracta, geometria diferencial de espacios proyectivos y
sistemas dinamicos. Por e¢jemplo, en el algebra moderna esta operacion se relaciona con un algebra dos dimensional
representada por las matrices 2x2, y que representa los nimeros dobles, o nimeros de Cayley. En esta forma se
descubren las relaciones profundas con la geometria diferencial de espacios proyectivos en la dimension cinco.

Conclusiones

Mediante la historieta se pretende que los estudiantes logren un acercamiento a algunos conceptos matematicos de
gran importancia como los de operacion binaria, axiomas de grupo, propiedades de orden. A través del discurso de
los personajes de la historieta se busca que el estudiante adquiera la libertad de cuestionar las reglas que les presentan
en el salon de clases, las cuales aparecen frecuentemente como objetos acabados prescindiendo de cualquier
explicacion del por qué dichas reglas se plantean de esa manera.

La interpretacion geométrica permite desarrollar la intuicion y creatividad.

La interpretacion trigonométrica permite relacionar aspectos algebraicos y geométricos para interpretar las
relaciones entre las magnitudes que surgen en las consideraciones.

Las generalizaciones a los puntos de division externos al segmento sugieren enriquecer las exploraciones con
construcciones de conjugados armoénicos. Lo que permite entrar de una manera natural a la geometria moderna.

Con esto, se pretende que los alumnos desarrollen un pensamiento critico, la creatividad, rigor y razonamiento
logico, en concordancia con lo declarado por Hipatia de Alejandria:
defender el derecho a pensar, incluso pensar de manera erronea es mejor que no pensar.

Deseamos expresar nuestros agradecimientos al Lic. Dagoberto Gerardo Pérez Moreno, director del plantel 28 del
colegio de bachilleres del estado de San Luis Potost, por las facilidades para realizar las fotos en el plantel, a Eduardo
Jaziel Juarez Martinez por representar el papel de Nacho en la historieta y a Citlalli Guadalupe Ramirez Santana
por representar el papel de Monica.
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