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Resumen

Se presenta avance de una investigacion que se realizdé con alumnos de primer
grado de secundaria, en el que se analizan las justificaciones que ofrecen los
estudiantes cuando resuelven ecuaciones de la forma ax = &. Se pone especial
atencion en caracterizar el transito entre las ecuaciones de laformax+a =0 a
las de la forma ax = &, a las estrategias que construyen los estudiantes y a los

procedimientos que siguen.
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El pensamiento de los estudiantes en la introduccién al lenguaje algebraico aun
representa un camino bastante ambiguo. Hay actividades que guian el
aprendizaje, y que cada docente ajusta a las necesidades tanto de él mismo
como de los alumnos. En éste sentido, pocas veces se observa y analiza de
forma aislada la propia naturaleza del pensamiento que el alumno va

desarrollando al enfrentarse a problemas matematicos.

Es de interés poder analizar la manera en que los alumnos estructuran su saber
y lo llevan mas alla, en este caso el transito de la solucién de ecuaciones de la
forma x + a = b a las de la forma ax = &. En éste pasaje, los alumnos inician
con un acercamiento al lenguaje algebraico, que mas que ser ensehado, va
desarrollandose paulatinamente por ellos mismos. Ellos mismos validan sus
ideas probando la utilidad o inutilidad de los procesos empleados, logrando

iniciar el desarrollo de las habilidades propias del algebra.

114



Avances en Matematica Educativa. Investigacién en el Aula.

Propésito de la investigacion

A través de las entrevistas y recopilaciéon de la informacion con alumnos de
primer afio de secundaria, se analiza su proceso cognitivo en la solucion de
ecuaciones de primer grado. De forma especifica el transito que se va
generando en la solucion de ecuaciones de la forma x+a=58 (1) a las
ecuaciones ax = & (2), donde en ésta ultima es sujeto de analisis la manera y
momento en que es hallado el valor de la incégnita y, la interpretacién que los

estudiantes dan a la soluciéon encontrada.

Para ello se han estructurado tres momentos de analisis: El primero, donde los
alumnos presentan un acercamiento a la solucion de ecuaciones de la forma
uno. Aqui se pretende que los alumnos formulen un proceso operatorio para
determinar el valor desconocido, experimenten y puedan relacionar el numero
encontrado con el valor de la incognita. Se espera que los alumnos puedan

solucionar la ecuacion operando con un proceso similara x = b —q.

El segundo momento, sirviendo como re-afirmamiento de que el proceso que
utilizaron sirve para solucionar ecuaciones de la forma uno, permitiendo llegar a

una generalizacion temprana.

El tercer momento, donde los alumnos enfrentan la inutilidad de su proceso
anteriormente implementado, teniendo que buscar una nueva estrategia
operatoria para poder determinar el valor de la incdgnita, es analizado. Si
anteriormente el proceso involucraba una sustraccién, ahora requerira la
comprensiéon de que ax es un producto, por lo tanto, para determinar el valor de
la incégnita x se requiere recurrir a un cociente de & por a. De ésta manera, el
sentido de produccioén que los alumnos generan para poder justificar la igualdad,
implementando un cociente y la forma en que lo hacen, es el propdsito del

analisis de éste momento.
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Andlisis tedrico

El estudio del pensamiento algebraico esta teniendo constantes investigaciones
y propuestas de implementacion en la educacion basica. El reto de la
investigacion en pensamiento algebraico es aun “disefar estudios que
incrementen nuestro conocimiento de como pueden los estudiantes llegar a
comprender la estructura del algebra elemental y los métodos algebraicos”
(Socas, 1999).

Es asi que ésta investigacion parte de los propositos antes planteados,
rescatando ademas un breve analisis de los errores que presentaron los
alumnos en la secuencia. Para ello, cualificando que aprender algebra en
palabras de Radford (2000, citado en Rojano, Filloy y Puig, 2014) es la
apropiacion de una nueva y matematica especifica, forma de actuar y de pensar
que es dialécticamente entrelazada con un nuevo uso y produccion de signos
cuyos significados son adquiridos por los estudiantes como resultado de su

inmersion social en actividades matematicas.

Algebra no se puede considerar Ginicamente como una simple generalizacién de
la Aritmética; aprender Algebra no es meramente hacer explicito lo que estaba
implicito en Aritmética; el Algebra supone un cambio en el pensamiento del
estudiante y la dificultad para muchos principiantes de la transicion desde lo que
puede considerarse modo informal de representacién y resolucion de problemas,

al modo formal. (Socas, 2011)

Este pensamiento hace que disminuya la dependencia aritmética segun
aumenta el nivel académico. Aproximadamente desde los 11 o 12 afios el nifio
es capaz de realizar razonamientos abstractos y sistematicos y aritméticamente
ha alcanzado cierto nivel de reversibilidad operatoria. Es el momento de las
formalizaciones y, como consecuencia de ello, del aprendizaje del algebra. “La
formacion algebraica consiste en la adquisicion: del sentido de la reversibilidad
de operaciones; del dinamismo operatorio que resulta de las equivalencias y de

las combinaciones ciclicas que se pueden obtener anadiendo un nuevo par de
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operaciones inversas en un ciclo dado; y del interés por la determinacion a priori
de las propiedades que puede tener un conjunto de operaciones” (Gattegno,
1968, citado en Esquinas, 2009).

El pensamiento algebraico hace que paulatinamente se empiece a realizar una
notacion en lenguaje algebraico, ésta presenta ventajas como la posibilidad de
expresar generalizaciones de situaciones, lo que permite hacer inferencias y
transferencias de las mismas situaciones a otras formas mas complejas del
conocimiento. Al observar una regularidad o un patron de comportamiento,
aparece la necesidad de expresarlo, de comunicarlo y es el lenguaje algebraico,

por ser mas sucinto, el indicado (Torres, Valoyes y Malagén, 2002).
Antecedentes de la investigacion

Previo a la seleccidon para el analisis de los casos relatados a continuacion, se
hicieron pruebas de recopilacion de informaciéon con varios estudiantes de la

misma comunidad estudiantil.

El primer acercamiento constdé en definir la actividad de indagacién de
contenidos algebraicos a realizarse con alumnos de segundo grado, ésta fue el
analisis de las soluciones de las ecuaciones del tipo
a+x=b, ax=¢ y ax+ b= ¢, poniendo énfasis en el analisis de la solucién
del segundo y tercer caso. Las respuestas fueron grabadas en audio, teniendo

ademas prueba escrita de los ejercicios que los alumnos realizaron.

Al analizar se detectdé que los alumnos hicieron una reconstruccion del
conocimiento al ya haberlo visto antes, con lo cual fue necesario redirigir el
trabajo a alumnos de primer grado, quienes por el momento de la investigacién

aun no habian analizado los procesos algebraicos.

Como segundo acercamiento se realizaron las entrevistas a los alumnos de
primer grado, a quienes se les pidid resolver ecuaciones de primer grado con
una incoégnita de la forma antes mencionada. Durante las entrevistas, se

presentd la situacion de que al dictar la ecuacién a los alumnos, al no tener
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practica en la utilizacion del lenguaje algebraico, presentaron confusiones en la
escritura. Ejemplo: al dictar “dos equis igual a diez”, escribian en su lenguaje
“xx =10", ocasionando que el trabajo se desviara de sus fines. En palabras de
Rodriguez (2012) “la mayoria de los errores identificados al traducir de la
expresion verbal a la simbdlica son derivados de las caracteristicas propias del
lenguaje algebraico. Ademas éstas habilidades no estan disponibles en todos los
sujetos, dependen de un trabajo didactico adecuado y del nivel de escolarizaciéon
alcanzado (Elichiribehety y Otero, 2004).

Se concluyd que el objetivo de analisis no es si los alumnos saben escribir
algebraicamente, mas bien, el transito y momento al resolver ecuaciones de la
forma x + & = ¢ y de la forma ax = & analizando detalladamente el proceso y

pensamiento al resolver ésta ultima.

Como tercer acercamiento, se repitio el didlogo con alumnos distintos a aquellos
con quien ya se habia rescatado informacion anteriormente. El analisis consté
de doce casos de los cuales por la claridad en las respuestas fueron elegidos
cuatro para ser analizados mas a fondo. De cada didlogo se rescatd la
transcripcion del audio grabado y la hoja donde los estudiantes realizaban sus

procesos operatorios.

Andlisis de las entrevistas y argumentos de los alumnos al resolver las

ecuaciones

Como punto de partida se tienen los didlogos con alumnos de primer grado,
quienes en el momento no presentaban conocimientos sobre la solucién de
ecuaciones de primer grado, entendiendo éstas como una igualdad entre dos

expresiones, que contienen una o mas variables con exponente uno.

Los alumnos inician la nocion de que las letras representan un valor
desconocido, que es el que deben determinar. En éste sentido las letras
aparecen, en general, ligadas con expresiones sintacticas que adquieren sentido

”on

en estructuras definidas a partir de relaciones como "igual que”, "menor que”, y
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de acuerdo con las interpretaciones que los estudiantes tengan tanto de estas
relaciones, como de los simbolos que las representan. Por ejemplo, para las
interpretaciones de las letras, y en general de las expresiones algebraicas, el
estudiante trae como sistema de referencia el aritmético, asi que, desde éste, la
mayor posibilidad de contextualizar conceptualmente el uso de la letra, es verla

como una generalizacion de numero (Pretexto, 1997, citado en Rojas, 2010).

Esquinas (2009) expresa que una letra puede funcionar como parametro (como
representacion de un valor constante en general que, a veces, puede ser fijado
aleatoriamente y otras vendra determinado por ciertas condiciones segun el
caso concreto); como variable (en el cual lo que nos interesa no es tanto el
conjunto de valores que representa, sino la relacidon de dependencia que
experimenta con otras variables de la misma expresion); o como incognitas
(representando uno o varios valores desconocidos que vienen determinados por
la imposicion de ciertas condiciones). En éste estudio el enfoque de las letras es

el de incognita.

El analisis que enseguida sera presentado rescata fragmentos de dos dialogos
realizados. Cada entrevista sera diferenciada por las anotaciones J,
correspondiente a la platica con Jennifer, C para la platica con Cesar. La parte
correspondiente a los dialogos del entrevistador sera distinguida de ahora en

adelante con la letra E.

Dialogo con J:
E: Para empezar ;Sabe qué es una ecuacion?
J: No

E: No. Entonces: Esta es una ecuacion x+9=12. Usted tiene que
encontrar el valor de la incognita equis que representa un valor.

¢ Como puede encontrar ese valor?
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J:  Restando doce menos nueve.
E: Haber coloquelo.

J: Escribe: 12-9. Ya. Cuatro.

E: ¢Cuatro es el valor de qué?
J: De equis.

J tuvo rapidamente la idea de encontrar el valor de la incognita realizando una
diferencia, pero pudimos darnos cuenta que aunque su proceso no demord, su
resultado presenté un error, y al no cuestionar sobre si las operaciones asi como
su resultado fueron realizados adecuadamente, ella supuso que el niumero era
correcto. Como senala Matz (1980, citado en Ruano, Socas y Palarea, 2008) los
errores son intentos razonables pero no exitosos de adaptar un conocimiento

adquirido a una nueva situacion.

Para resolver la segunda ecuacion su proceso nuevamente fue de forma
inmediata. Al hacer sus operaciones de forma rapida presenté un resultado

erroneo, que al ser detectado inmediatamente por ella misma, fue corregido.

Ahora en el tercer momento, es donde ella tiene que analizar si el proceso que
ha usado al resolver la ecuacion uno y dos, le servira para resolver la ecuacion
tres (2x=10), o debera buscar una nueva estrategia. Tal como sefiala Mason
(1999, citado en Torres, Valoyes y Malagén, 2002) dentro del proceso de
desarrollo del pensamiento algebraico en los estudiantes, es fundamental
presentarles situaciones donde se requiera establecer relaciones, identificar
caracteristicas comunes a los casos especificos y llegar a una lectura y escritura

de lo general.

También debe darse cuenta que la estructura que tiene la ecuacion tres es
diferente, por lo tanto supone un cambio sustancial que hara la diferencia al

momento de resolverla.
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El proceso cognitivo que realizé J fue muy rapido, y puede apreciarse que
inmediatamente sin necesidad de hacer tantas preguntas se percata que 2x es
un producto y no una suma como en los casos de la ecuacion uno y la dos. Al
determinar el valor de la incognita no recurrié a un cociente, mas bien lo hizo con
una prueba, lo cual le sirvio en el caso sencillo. En este sentido, cabe destacar el
argumento de J que justifica el valor de la incognita “Es cinco, porque dos por

cinco da diez”.

Al colocar una ecuacion mas (4x=15), donde ahora su proceso requiere mas
precision, éste no le sirvid pero nos deja ver claramente sus ideas. Consistieron
en buscar los multiplos del coeficiente para determinar el resultado, y la segunda
idea fue buscar los divisores del resultado, para determinar dos numeros que por
producto den el resultado. El proceso del aprendizaje y desarrollo del
pensamiento algebraico no solo involucra memorizar algoritmos, reproducir lo
hecho, o hacer ejercicios. Tal como lo sefiala Montoro, Ferrero y Ferraris (2003),

se deben buscar soluciones, explorar modelos y formular conjeturas.

El argumento de J, y en los casos posteriores nos comparte sus ideas
matematicas, que parten de la interpretacion que dan a la ecuacion presentada.
Esto permite determinar varias interpretaciones que la ecuacién puede tener

para ellos en sus ideas matematicas.

El doble de un numero es igual a diez

Diez es igual a dos por un numero

Dos veces un numero es diez

Dos equis equivale a diez

De estas interpretaciones que son conceptualmente distintas, con la que
mayormente se identifica J corresponde a la segunda. Percibe de manera
inmediata que dos debe multiplicarse por un nimero de manera que lleguemos a

obtener diez, con lo cual no se llega a analizar que diez puede dividirse por dos
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para obtener el valor desconocido, mas bien se hacen pruebas. En su idea

presenta una justificacion valida
Dialogo con C:

Durante el momento uno, C no logra llegar a lo esperado para éste momento, lo
que hace es de forma inmediata percatarse del valor faltante para llegar a diez, y
lo expresa sin necesidad de requerir mas operaciones debido a que su valor

determinado satisface lo preguntado.

En el momento dos (resolviendo la ecuacién x+9=13) su proceso no se centra en
utilizar lo que ya le sirvidé en el caso anterior, sino que busca un nuevo proceso
que permite encontrar el valor requerido. Su proceso satisface lo que se
esperaba para el momento uno, ademas es capaz de justificar de tres maneras
distintas el resultado 4, que fue el valor obtenido (“Es la cifra del nueve hacia el
trece, lo que es para sumar trece, nueve mas cuatro son trece”), dejando
claramente evidenciado que ha comprendido el sentido de cual era el valor que

hacia falta en la ecuacion (Flores, 2005).

Para el momento tres (resolviendo la ecuacion 2x=10), C en sus ideas
matematicas pregunta de forma inmediata “; Se puede multiplicar también?”, con
lo cual nos permite apreciar que su concepcion de la ecuacion representa un
producto, y se confirma cuando argumenta “dos por cinco es igual a diez, porque
en las multiplicaciones el dos por cinco da diez, y es el resultado de la tercera
ecuacion, diez”. Al resolver la ecuacidon es capaz de expresar de forma
instantanea la solucién de la ecuacion, pero al profundizar mas, el mismo es

quien analiza que también puede determinar el valor con un cociente.

En éste caso, profundizando un poco mas para lograr un reafirmamiento de su
proceso utilizado, se optd por pedir que resolviera una ecuacion donde ahora el
valor no es exacto sino fraccionario o decimal. Al C intentar resolver la ecuacién
y determinar el valor de la incégnita, nos percatamos que aunque se da cuenta

que las ecuaciones son parecidas, no es capaz de utilizar el mismo proceso que
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ya le fue de utilidad en el caso inmediato anterior, sino que intenta justificar su
resultado con una suma, regresando al momento uno. Esto indica que su
algoritmo le resulta util, justifica su resultado aunque no es correcto. Tal vez esto
comprueba la idea de Socas (2011) quien opina que en el aprendizaje de los
alumnos encontramos ciertas incapacidades para operar espontaneamente con

variables al igual que las encontramos en la evolucién histérica del Algebra.
Discusioén final

El analisis de las respuestas que ofrecen los estudiantes, nos permite
caracterizar sus procedimientos y estrategias que construyen para resolver la
ecuacion planteada. Al identificar las rutas de solucion se logra describir el
pensamiento matematico del estudiante, y esto le permite al profesor anticipar
problematicas y dificultades, pero también es util para disefar actividades y
guiarlos en la formalizacién de procedimientos que ellos mismo construyen vy
validan. En nuestro caso, observamos que los estudiantes formular
procedimientos de solucion que estan definidos por reglas aritméticas y

probados a través de ensayo y error.

La actividad que realizan los estudiantes para resolver ecuaciones del tipo ax= b
se fundamenta en procedimiento intuitivos, al considerar que ax representa un
producto de dos numeros donde a es un numero conocido, lo que restaria por
determinar es el otro factor. Al profundizar en la justificacion de este
procedimiento se identificé que algunos estudiantes pueden obtener el otro
factor recurriendo a un cociente, como pudo apreciarse en el casode | y C.

A partir de los casos descritos en este articulo, concluimos que algunos
estudiantes recurren procedimientos de prueba y error cuando se enfrentan a
planteamientos desconocidos, aunque resulta muy evidente que no rompen las
reglas aritméticas pues mas bien, se enfocan en determinar un procedimiento
exitoso para resolver el problema, incorporando un dominio sobre el lenguaje

simbalico del algebra (Torres, Valoyes y Malagon, 2002).
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