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Resumen

Este estudio exploratorio informa sobre un primer ciclo de experimentacién que
utiliza un diseno instruccional innovador basado en la heuristica de los modelos
emergentes. El objetivo de este estudio es determinar qué aporta este tipo de
disefio a la construccion de conceptos de algebra lineal, especificamente para
conjunto generador y espacio generado. La metodologia que se usa es la
investigacion de disefio y los participantes son estudiantes que cursan primer afio
de ingenieria. Los resultados sugieren que este tipo de disefio abre posibilidades
a los estudiantes de construir los conceptos de conjunto generador y espacio
generado, por lo tanto, podria ser adecuado para ser utilizado en el aprendizaje de

otros conceptos claves de algebra lineal.
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Planteamiento del problema

Algebra lineal se encuentra entre las primeras asignaturas que tiene un estudiante
vinculado al area de Matematica y es considerada fundamental porque cumple un
rol esencial para el desarrollo posterior de otras asignaturas debido a su
naturaleza unificadora y generalizadora (Dorier, 2002), pero ademas, porque es
una herramienta poderosa para resolver problemas de distintas areas (Carlson,
Johnson, Lay y Porter, 1993). Sin embargo, a pesar de su relevancia, la
ensefianza del Algebra lineal a nivel universitario es casi universalmente
considerada como una experiencia frustrante tanto para profesores como
estudiantes (Hillel, 2000).
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Con la finalidad de buscar alternativas para la ensefianza y el aprendizaje de
algebra lineal, se han disefiado y realizado experiencias en este curso realizando
variaciones a las clases magistrales, ya sea: incorporando el uso de tecnologia
(Day y Kalman, 1999), la modelizacién matematica (Possani, Trigueros, Preciado y
Lozano, 2010) o disefiando tareas basadas en la heuristica de los modelos

emergentes (Wawro, Rasmussen, Zandieh y Larson, 2013).

Por otra parte, Rasmussen et al. (2010) sefialan que los estudios recientes sobre
la ensefianza y el aprendizaje de algebra lineal profundizan en las formas
productivas y creativas que los estudiantes son capaces de desarrollar al
interactuar con las ideas de algebra lineal, caracterizando la progresién del
estudiante desde sus actuales formas de razonamiento a maneras mas formales.
Estas investigaciones presentan como base teorica la heuristica de los modelos
emergentes de la educacion matematica realista o complementan dos teorias
(APOE vy perspectiva de modelos y modelado) como se observa en el estudio de
Possani et al. (2010).

A partir de lo expuesto, surge la siguiente pregunta de investigacion: ;Qué aporta
un disefo instruccional basado en la heuristica de los modelos emergentes a la
construccion de conjunto generador y espacio generado? Para responder a esta
pregunta se plantea como objetivo disefar, implementar y evaluar un disefio
instruccional basado en la heuristica de los modelos emergentes para la
construccion de conjunto generador y espacio generado.

Marco teodrico

El marco tedrico de este estudio se centra en la heuristica de los modelos
emergentes que sustenta el disefio instruccional utilizado en este experimento de

ensenfanza.

La heuristica para el disefo instruccional de los modelos emergentes es una
alternativa a los métodos de ensefanza que se centran en la ensefianza de las

representaciones ya hechas y tiene como objetivo el disefio de actividades de
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instruccion que apoyen a los estudiantes al desarrollo de herramientas

matematicas que pueden necesitar en algun momento (Gravemeijer, 2002).

Para el progreso desde la actividad matematica informal a un razonamiento
matematico formal Gravemeijer (1999) establece cuatro niveles de actividad:
situacional (el conocimiento del problema y las estrategias son utilizados en el
contexto de la situacibn misma), referencial (implica modelos, descripciones,
conceptos y procedimientos que se refieren al problema de la actividad
situacional), general (se desarrolla a través de la exploracion, reflexion y
generalizacion de lo aparecido en el nivel anterior, pero con un foco matematico
sobre las estrategias sin hacer referencia al problema) y formal (se trabaja con los
procedimientos y notaciones convencionales). De acuerdo a Gravemeijer (2007)
los estudiantes comienzan modelando su propia actividad matematica informal y
en el transcurso, el caracter del modelo va cambiando gradualmente para el
estudiante, convirtiéndose en un modelo mas formal de su razonamiento

matematico, pero enraizado en el conocimiento experiencial del estudiante.

El nivel de actividad situacional supone un contexto experiencialmente real para
los estudiantes, aunque no necesariamente de la vida cotidiana (Gravemeijer,
1999). En este estudio se considera un contexto de la vida cotidiana y la
modelizacion matematica como una herramienta de ayuda al estudio de las
matematicas porque es una metodologia eficaz en algebra lineal y una correa de
transmision que proporciona la adquisicion de conocimientos a la vez que

establece la hermandad entre matematica y realidad (Gémez y Fortuny, 2002).
Metodologia
Disefo

Este estudio empirico tiene como objetivo disefar, implementar y evaluar un
disefio instruccional basado en la heuristica de los modelos emergentes para la
construccion de conjunto generador y espacio generado. Para ello, se efectu6 una

investigacion de disefio (Cobb y Gravemeijer, 2008). En la primera fase se elaboro
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una trayectoria hipotética de aprendizaje (Simon, 1995) y un disefio instruccional
basado en la heuristica de los modelos emergentes de Gravemeijer (1999). En la
Tabla 1 se presenta una sintesis de como se manifiestan estos en las tareas del
disefno instruccional. Luego, se realizd un primer ciclo de experimentacion en una

universidad espafnola con estudiantes que cursaban el primer afio de ingenieria.
Experimento de enseianza y recoleccion de datos

La experimentacion se realizd con 30 estudiantes de primer afio de ingenieria en
el periodo 2013-2014. Esta primera ronda del experimento se desarrollé en 5
horas distribuidas en 3 sesiones de clases, en las que se trabajé en pequefos

grupos (3 a 5 estudiantes).

Los datos que se recogieron en este experimento incluyeron: protocolos escritos
de las actividades de aprendizaje desarrolladas por los estudiantes en grupo,
video y grabaciones en audio y entrevista individuales al finalizar la

experimentacion.
Analisis

El analisis de datos se inicié con la organizacion, anotacién y descripcion de los
datos. Inicialmente, las tareas desarrolladas por los estudiantes y las grabaciones
fueron analizadas por el equipo de investigacidon desde la perspectiva de la
pregunta de investigacion. Posteriormente, los datos recopilados se analizaron
identificando ejemplos en que se manifestaba algun cambio del razonamiento
informal a uno mas formal con respecto a los conceptos estudiados. A partir de
este analisis, se cred una historia que reconstruye el proceso de aprendizaje que

siguieron los estudiantes.
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Tabla 1. Descripcion de las tareas del disefio instruccional y su relacion con los niveles de actividad

de Gravemeijer

Descripcion de tarea

Qué niveles de actividad se

manifiestan en la tarea

Tarea 1: Generando contrasefias con vectores.
Se les entrega informacion de la importancia de
las contrasefias seguras, las caracteristicas que
deben tener y ejemplos de como crear
contrasefas con Excel. A partir de esto, inventan
un generador de contrasefias seguras utilizando
vectores.

Nivel situacional. Los estudiantes
utilizan sus estrategias en conjunto
con sus conocimientos de
matematica y de contrasefias para
elaborar un generador de
contrasefas seguras.

Tarea 2: Relacionando el generador de
contrasenas con conjunto generador y espacio
generado. De acuerdo con la solucién de su
generador de contrasefias se les pide dos
conjuntos: uno que posea todas las contrasefas
numeéricas de su generador de contrasenas y otro
que tenga vectores numéricos que al hacer la
combinacion lineal de ellos se obtenga el vector
genérico que genera sus contrasenas numeéricas.
Luego que el profesor introduce los conceptos,
realizan una analogia entre estos y su generador
de contrasenas.

Nivel referencial. Los estudiantes
haciendo referencia a la solucién
propuesta de su generador de
contrasefas presentan dos conjuntos
con determinadas caracteristicas vy
luego, que el profesor define
formalmente los conceptos, enlazan
esta nueva realidad matematica con
el problema real, al hacer una
analogia entre ellos.

Tarea 3: Aplicando lo aprendido. Utilizan los
conceptos de conjunto generador y espacio
generado para explorar y profundizar en relacion

Nivel general vy formal. Los
estudiantes utilizan lo trabajado en la
tarea anterior para explorar sobre

a ellos usando la notacion convencional conjunto generador y espacio
matematica. generado usando sus conocimientos

y notaciones matematicas.
Resultados

Los resultados del estudio se presentan a través de la historia del proceso de

aprendizaje que siguieron los estudiantes (storyline of students’ learning process

planteado por Doorman, Drijvers, Gravemeijer, Boon y Reed, 2013) en relacion al

disefo instruccional.

Tarea 1: Generando contrasenas seguras

Esta tarea tuvo como objetivo que los estudiantes activaran sus concepciones

previas de vectores. El contexto elegido para la tarea 1 fue la generacion de
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contrasenas. La informacién que se les entregd consistio en una noticia sobre
redes sociales hackeadas y de cédmo generar claves usando Excel. Con estos
antecedentes, se les propuso crear un generador de contrasefas que utilizara
vectores. Los grupos plantearon distintas soluciones, aunque similares a la que se
ve en la Figura 1, ya que propusieron un modelo matematico de un vector
genérico con un determinado numero de componentes para generar contrasefas y
para mostrar su efectividad, dieron un numero especifico a su(s) variable(s) e
inmediatamente, aplicaron su proceso de codificacidon para interpretar lo realizado
matematicamente al contexto del problema, obteniendo una contrasefa creada a

partir de su generador de contrasefas.
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Figura 1. Solucién propuesta por un grupo al problema de crear un generador de contrasefas

Tarea 2: Relacionando el generador de contrasehas con conjunto generador
y espacio generado

La tarea 2 incluy6 dos apartados. En el primer apartado, los grupos de estudiantes
anotaron dos conjuntos: uno G que contenia todas las contrasefias numéricas de
su generador de contrasenas y otro A que tenia vectores numeéricos que al hacer
la combinaciéon lineal de ellos se obtenia el vector genérico que creaba sus

contrasefas numéricas. Luego de escribir los conjuntos Ay G se les pregunté cual
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era la relacién entre estos. La respuesta que predomin6 fue que “A genera a
través de la combinacion lineal de sus vectores a los elementos de G’, es decir,
los estudiantes lograron establecer una conexién entre los conjuntos, aunque

algunos de ellos presentaron dificultades con la notacion matematica.

Después de que el profesor definié formalmente conjunto generador y espacio
generado, los grupos de estudiantes realizan el siguiente apartado que consistio
en hacer una analogia entre estos conceptos y su generador de contrasenas. En
general, hacen la analogia de acuerdo con su generador de contrasefas, sin
embargo, se observa que algunos grupos le designan otro nombre al conjunto

generador indicandolo como: vector(es) generador(es) o conjunto de vectores.
Tarea 3: Aplicando lo aprendido

En esta tarea utilizaron conjunto generador y espacio generado para explorar y
profundizar acerca de ellos en problemas con notacién convencional matematica.
Las respuestas a esta tarea dio evidencias que gran parte de los grupos identifico
como diferencia entre los conceptos que los vectores del conjunto generador
crean al espacio generado y ademas, identificaron en notacién matematica que
uno de ellos tiene una cantidad finita de vectores mientras que el otro no. Ademas,
lograron verificar si un vector pertenece a un cierto espacio generado haciendo
combinacion lineal de los vectores del conjunto generador de éste. Sin embargo,
solo algunos grupos lograron representar grafica y analiticamente el espacio

generado por un determinado conjunto generador.

Las dificultades que se observaron se relacionaron con: la falta de rigurosidad en
el uso del lenguaje matematico, el uso de los términos en notacién matematica de
forma intercambiada y las diferentes formas de representar los conceptos en
estudio. Un ejemplo de ésta ultima, se observa en la Figura 2 cuando se le
pregunta si el vector (2,-3) pertenece al espacio generado por B={(1,0),(0,-1)},

pues para ellos pareciera que es equivalente a indicar “conjunto B={(1,0),(0,-1)}".
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Figura 2. Ejemplo de respuesta para una pregunta de la tarea 3

3

Los resultados de la aplicacion del disefo instruccional mostraron que los
estudiantes resolvieron el problema de crear un generador de contrasefas
(activando sus conocimientos previos de vectores) y a partir de éste, trabajaron en
la siguiente tarea, describiendo conjuntos que contenian una cantidad finita e
infinita de vectores relacionados con el contexto inicial, los cuales vincularon con
conjunto generador y espacio generado. Esto ultimo les permitié visualizar los
conceptos tanto en un contexto real como matematico. Por consiguiente,
identificaron algunas caracteristicas de conjunto generador y espacio generado
como la relacidn de inclusion entre ellos, a pesar de que algunos grupos
evidenciaron dificultades con las diferentes formas de representarlos,

especialmente geométricamente.

Lo expuesto da indicios que la mayoria de los grupos de estudiantes realiza una
transicion del modelo de actividad situacional hacia el modelo para el
razonamiento mas formal de los conceptos de conjunto generador y espacio

generado.
Conclusiones

El principal aporte de este estudio exploratorio es entregar una propuesta de
innovacién sobre el uso de la heuristica de los modelos emergentes para la
construccion de conjunto generador y espacio generado. La originalidad de este
disefio esta dado por las escasas investigaciones en la literatura actual en relacion

a estos conceptos de algebra lineal.

A partir del analisis de datos, se dio respuesta a la pregunta de este estudio, pues
se observo que las siguientes caracteristicas del disefio instruccional basado en la
heuristica de los modelos emergentes aportaron a la comprensién de los

conceptos de conjunto generador y espacio generado:
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e Los estudiantes a través de la creacion de un generador de contrasefas
activaron sus concepciones previas de vectores lo que les ayudd a conectar
eéstas con la siguiente tarea que procuraba una primera aproximacion de

conjunto generador y espacio generado.

o La tabla de analogia entre el contexto de generar contrasefias numéricas y
los conceptos en estudio ayudo a los estudiantes a visualizar estos tanto en
un contexto real como matematico, al mismo tiempo que les ofrecio la

posibilidad de diferenciarlos al utilizarlos en una situacién real.

e La tarea 3 fortalecid las nociones de ambos conceptos al tener que
profundizar sobre ellos en problemas de contexto matematico,
evidenciandose en los resultados que gran parte, logra identificar la relacion
de inclusibn que existe entre estos y también que reconocen las
condiciones que debe cumplir un vector para pertenecer a un espacio

generado.

Los resultados de este estudio dan indicios que este tipo de disefio instruccional
basado en la heuristica de los modelos emergentes favorece la construccion de
los conceptos de conjunto generador y espacio generado, lo que se evidencia en
que los estudiantes lograron progresar desde la tarea del nivel situacional que solo
demandaba utilizar sus concepciones previas hacia una tarea del nivel formal que

exigia aplicaciones de los conceptos matematicos involucrados.

Para el siguiente ciclo de aplicacion de este disefo instruccional se sugieren las
siguientes modificaciones: incorporar evaluacién formativa en el desarrollo del
disefio instruccional con el propdsito de ayudar a los estudiantes en las
dificultades que puedan surgirles y replantear la tarea 3 con la finalidad de que
existan preguntas tanto de propiedades como de aplicaciones de conjunto

generador y espacio generado.
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