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Resumen

Los intentos efectuados a los largo de casi 23 siglos para
demostrar el V postulado de Euclides desembocaron en la
creacion, en el siglo XIX, de unas nuevas geometria a las que se
les conoce genéricamente con el nombre de geometrias no
euclidianas. El presente trabajo tiene como objetivo mostrar
alternativas para la ensefianza y el aprendizaje de la geometria no
euclidiana por medio de software libre, el cual permita simular
construcciones geomeétricas interactivas con regla y compas, con
la finalidad de verificar la naturaleza de diversos teoremas que
son validos en la geometria euclidiana y comprobar si también los
son para la geometria no euclidiana, esto debido a que las
preguntas que pueden plantearse y los resultados que se pueden
obtener en estas geometrias son muy distintos de aquellos que se

conciben y obtienen en la geometria euclidiana.

Palabras Clave: Geometrias no Euclidianas, V postulado de Euclides, software

libre.

Introduccion

Ninguno de los intentos realizados durante 23 siglos para tratar de

demostrar el V postulado de Euclides lograron dicho objetivo, puesto
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que sea abierta o encubiertamente siempre habia en estas “pruebas”
una suposicion escondida que resultaba equivalente al postulado

mismo.

La razon, inconscientemente tal vez, por la cual los gedbmetras trataron
durante 23 siglos, de demostrar el V Postulado, era la evidencia fisica
que se tenia sobre la naturaleza euclidiana del espacio. No tenian
pues razones para dudar de la consistencia, igual a la ausencia de
contradicciones, de la geometria que les daba el modelo del espacio

natural.

Bromberg y Moreno (1987) afirman que esta creencia en los axiomas
de la geometria euclidiana, del V Postulado en especial, como
verdades inalterables, inherentes a la mente humana habia de
modificarse pues, como lo muestra la historia, ni viejos habitos de
pensamiento ni la autoridad filosofica podia reprimir la conviccion de
que la inalterable serie de fracasos de la busqueda de una
demostracion del V Postulado no era debido a una falta de ingenio
sino mas bien al hecho de que tal postulado es realmente
independiente de los otros. Analogamente, el fracaso en la obtencion
de una solucion por radicales para la ecuacion del quinto grado llevo
primero a la conviccion y luego a la verificacion de que tal solucion era

imposible.

Los matematicos Janos Bolyai (1802-1860) y Nicolai Lobachevski
(1793-1856) construyeron una geometria en la cual no se verifica el

postulado de la paralelas. Su trabajo fue desarrollado bajo la

conviccion de que la nueva geometria era ldgicamente consistente.
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El trabajo de Bolyai y Lobachevski llevaron a la conviccion de que:
1) El postulado no era demostrable.

2) Anadiendo a la geometria neutra el postulado de Lobachevksi,

puede desarrollarse una geometria consistente.

Los postulados de Euclides

Los Elementos de Euclides conforman una obra monumental. Alli
Euclides enuncidé unos pocos postulados y fue capaz de deducir,
gradualmente, partiendo de estos postulados 465 teoremas, que
constituian todo el conocimiento geométrico de su tiempo. Los
Elementos comienzan con 23 definiciones, 5 postulados, 5 axiomas y

los 465 teoremas ya mencionados.

A partir de esas 23 definiciones iniciales Euclides enuncia cinco

postulados para la geometria plana.
Los primeros cuatro postulados de Euclides son bastante obvios:

I. Dados dos puntos se puede trazar una unica recta que pase por

ellos (figura 1).

A

A B
Figura 1. Representacion grafica del Postulado | de Euclides.

[I. Un segmento de recta se puede extender indefinidamente en una

linea recta (figura 2).
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A B

v

A

Figura 2. Representacion grafica del Postulado Il de Euclides.

lll. Se puede trazar una circunferencia dados un centro y un radio

cualquiera (figura 3).

Figura 3. Representacion grafica del Postulado 11l de Euclides.

IVV. Todos los angulos rectos son iguales (figura 4).

Y

Figura 4. Representacion grafica del Postulado IV de Euclides.

NOTA: Para referirse a que dos segmentos tienen igual longitud o que
dos angulos tienen igual medida angular, Euclides dice que son

“‘iguales”.

Los primeros cuatro postulados de Euclides satisfacen el ideal griego
de que aquello que se postula debe ser “evidente por si mismo”. Sin
embargo, en el V postulado esto cambia de repente:

69



Avances en Matematica Educativa. Tecnologia para la educacidn.

V. Cuando una recta transversal interseca a dos rectas dadas, si los
angulos interiores de un mismo lado suman menos que dos
angulos rectos (2AR), entonces al prolongarse las dos rectas,
ellas se intersecan del lado de estos angulos. Esto se muestra
graficamente en la figura 5, si Za + £b < 2AR entonces las rectas

I1y I, se intersecaran del lado de los angulos ay b.

interseccion

Figura 5. Como sa + £b < 2AR, I, y I, se intersecaran a la derecha.

Se esperaria que el V Postulado dijera explicitamente algo sobre el
comportamiento de las paralelas. Pero no ¢por qué enuncio Euclides
como V Postulado una definicion tan larga, que tiene hipdtesis y una

conclusién, que no resulta tan evidente como las anteriores?

Segun Ramirez y Sierna (2003) el V postulado es distinto, puesto que
no se puede verificar experimentalmente si dos rectas consideradas
en toda su extension se cortan ya que soélo se pueden trazar
segmentos de las mismas. En ello radica, precisamente, la importancia
del V postulado: permite verificar el paralelismo indirectamente, justo

en la posicidon del plano en que estemos trabajando.

Geometrias que se generan a partir del V postulado de Euclides
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Se puede decir que existen tres tipos de geometrias que surgen a

partir del V postulado:

Si se le acepta se tiene que dada una linea y un punto que no esté en
la linea, existe una unica linea a través del punto que es paralela a la
linea dada. Estamos frente a la geometria euclidiana y frente al plano
euclidiano que es de curvatura cero (figura 6), en el cual la suma de

los angulos internos de un triangulo es igual a 2AR.

Figura 6. Plano de curvatura cero: plano euclidiano.

Ramirez y Siena (2003) muestran que existe una formulacion
l6gicamente equivalente al V postulado, conocida como Postulado de
Playfair: dada una recta / y un punto P que no esté sobre la recta |,
existe una unica recta m que pasa por Py que es paralela a /, como se
muestra en la figura 7. La misma es la que se ensefla mas

comunmente en las clases de geometria euclidiana.

P
* » M

A

A
v

Figura 7. Postulado de Playfair.
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Villalpando (2009) afirma que esta nueva version parece “obvia”,
porque estamos acostumbrados a pensar en términos euclidianos. Sin
embargo, haciendo énfasis en que los postulados son abstracciones
de nuestra experiencia, esto permite apreciar las diferencias entre el V

Postulado y los anteriores.
Ahora bien, si se le niega quedan dos opciones:

1) Dada una linea y un punto que no esté en la linea, existen infinitas
lineas a través del punto que sean paralelas a la linea dada (figura
8 i). Estamos frente a la geometria no euclidiana llamada
hiperbdlica y frente al plano hiperbdlico, el cual es de curvatura
constante negativa, como es el caso de la seudoesfera (figura 8 i),
en el cual la suma de los angulos internos de un triangulo es menor
que 2AR.

Figura 8. /) Infinidad de paralelas. ii) Plano de curvatura negativa: la seudoesfera.

En una seudoesfera a medida que el triangulo crece, resulta menor

la suma de sus angulos. El triangulo mas pequeio de la
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seudoesfera es casi un triangulo plano y la suma de sus angulos se

aproxima a la de 2AR (figura 9).

Figura 9. Triangulos en una superficie de curvatura negativa.

2) Dada una linea y un punto que no esté en la linea, no existen
lineas a través del punto que sean paralelas a la linea dada (figura
10 /). Estamos frente a la geometria no euclidiana llamada eliptica,
donde sus rectas son cerradas denominadas geodésicas, y frente
al plano eliptico el cual es de curvatura constante positiva, como es
el caso de la esfera (figura 10 ji), y en el cual la suma de los

angulos internos de un triangulo es mayor que 2AR.

.

i) ii)
Figura 10. /) No existen paralelas. i) Plano de curvatura positiva: la esfera.
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En la figura 11 el triangulo A es pequefio comparado con la esfera, por
lo tanto, casi es un triangulo plano y la suma de sus angulos es
aproximadamente a 2AR. Pero a medida que crece y llega a
convertirse en el triangulo B, cuyos lados pertenecen a tres circulos
maximos perpendiculares entre si, vemos que la suma de sus angulos
llega a ser 90° + 90° + 90° = 270°. En el triangulo C, mayor aun que el
anterior, los angulos, que todos son obtusos, dan una suma mayor que
270°.

Figura 11. Triangulos en una superficie de curvatura positiva.

Las geometrias no euclidianas hiperbdlica y eliptica se denominan
geometrias no euclidianas clasicas. Luego del desarrollo de estas
geometrias, se han creado otras geometrias no euclidianas. Toda
geometria cuya base postulacional contradiga algun postulado de la

geometria euclidiana también puede llamarse geometria no euclidiana.

En este sentido Riemann originé toda una clase de geometrias no
euclidianas, que han recibido un estudio detallado en la actualidad, y

se conocen, con todo derecho, como geometrias riemannianas.
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Marco Teorico

Aleman de Sanchez (2002) sefiala la importancia de la simulacién en
el proceso del aprendizaje de las matematicas en la educacion
superior destacando que: la simulaciéon de fendmenos naturales con el
uso de la computadora la convierten en un elemento importante en
educacion. Debido a que el software de este tipo apoya el aprendizaje
por descubrimiento, en matematica son utilizados con gran frecuencia
para propiciar el establecimiento de reglas y demostracion de

proposiciones y teoremas.

Macias (2007) hace hincapié en que una de las cualidades que posee
este tipo de software es el alto grado de motivacion que logra en el
aprendizaje a través del ensayo y error (orientado por el profesor) que
le permite descubrir cosas que posteriormente confirma que son
correctas y fueron descubiertas por brillantes matematicos quizas

algunos siglos atras.

Arratia, Janez, Martin y Pérez (2002) muestran la relacion entre la
matematica y las nuevas tecnologias: los grandes avances en la
informatica y la comunicacion de los ultimos afos hacen prever una
revolucion que esta solo en sus inicios. Las nuevas tecnologias se
utilizan para comunicarse, como herramienta de trabajo y también
como instrumento de ocio. Aparecen en todas las parcelas de la vida
actual, desde la investigacion cientifica hasta el mundo de la empresa,
pasando por la ensefianza. En esta ultima, se puede considerar que el
uso de estos avances favorece el desarrollo de capacidades

intelectuales y la adquisicion de destrezas por parte del alumno,
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mediante una nueva forma de organizar, distribuir, representar y

codificar la realidad.

Finalmente la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
(1989) propone como objetivo al ensefar la geometria: desarrollar la
comprension de un sistema axiomatico mediante la investigacion y la

comparacion de geometrias no euclidianas con la euclidiana.

Programas computacionales para geometria no euclidiana

Como las preguntas que pueden plantearse y los resultados que se
pueden obtener en las geometrias no euclidianas son muy distintos de
aquellos que se conciben y obtienen en la geometria euclidiana, es
importante utilizar algun software con el cual se puedan simular

diversas situaciones geomeétricas.

Existe software especializado, tanto comercial como libre, que puede
ser utilizado para la simulacidon de diversas construcciones en las
geometrias no euclidianas, sin embargo, el primero tiene un costo muy
elevado, por lo cual resulta muy dificil adquirirlo, ademas de las
restricciones propias de uso como lo es copia o modificacion. En
cambio el segundo no tiene este tipo de restricciones, ademas
Villalpando (2011) menciona que este software tiene las siguientes

libertades:

* Ejecutarlo en cualquier sitio, con cualquier propdsito y para
siempre.
» Estudiarlo y adaptarlo a necesidades propias.
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* Redistribuirlo, de modo que se permita colaborar con vecinos y
amigos.

* Mejorarlo y publicar las mejoras.
y puede ser utilizado libremente, pues no tiene costos ni limite de
usuarios.
Existen programas y applets interativos que han sido desarrollados
para explorar las geometrias no euclidianas: Geometric Supposer,
Geometry SketchPad, Cabri Geometry, Cinderella en su version 2.0,
non-Euclidean y NonEuclid son algunos de ellos, los primeros tres son

comerciales y los ultimos caen en la categoria de software libre.

Estos tienen capacidad para graficar, dibujar y medir figuras
geométricas euclidianas y no euclidianas. Estas potencialidades
permiten que los estudiantes exploren patrones geométricos y

teoremas (De Faria, 2004).

En particular NonEuclid (figura 12) es un software libre potente
especializado en la geometria no euclidiana, el cual crea un entorno
de simulacion interactivo para el aprendizaje y la exploracion de la
geometria no euclidiana hiperbdlica, el cual sera utilizado para
determinar la naturaleza de algunos teoremas de dicha geometria y

compararlos con los de la geometria euclidiana.

Con NonEuclid se pueden realizar interactivamente construcciones
con regla y compas para los modelos de geometria hiperbdlica del
disco y del semi plano superior de Pincaré, utilizando para ello el

modelo bidimensional de Poincaré de la geometria hiperbdlica. El
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circulo frontera que aparece en la pantalla, en el modelo del disco,

contiene el espacio hiperbdlico bidimensional infinito del modelo.

Izl NonEuclid 2007.04 - o IEN
File Edit View Constructions Measurements Gallery Help

DRAW LINE SEGMENT

To construct a line segement,
specify a pair of endpoints by
clicking the mouse in two
different places in the draw
area.

Figura 12. Ventana principal de NonEuclid.

Metodologia

Para aprovechar la potencialidad de NonEuclid, se elaboré una serie
de actividades, que consisten en un conjunto de afirmaciones que son
teoremas, en su mayoria, en la geometria euclidiana, las cuales se
tiene que simular su construccion con regla y compas, esto con el
objetivo de determinar cuales son también teoremas en la geometria

no euclidiana hiperbdlica.

Las actividades disefiadas son aproximadamente 50 y abarcan
diversos temas de geometria euclidiana tales como angulos; triangulos
equilateros, isOsceles y rectos; triangulos congruentes, rectangulos y

cuadrados, paralelogramos, rombos, poligonos, circulos, entre otros.
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Algunos ejemplos sencillos de las mismas son los siguientes teoremas

euclidianos:

1) Teorema de Pitagoras, en cualquier triangulo recto, el cuadrado de
la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de

las longitudes de los catetos.

N

Los angulos de la base de un triangulo is6sceles son congruentes.

w

En un triangulo equilatero cada uno de sus angulos mide 60°.

N
N N N N

Las tres alturas de un triangulo se intersecan en un punto.

(¢

¢.Se podra construir un poligono regular de 12 lados en el plano

hiperbdlico?

6) Una teselacion es una cubierta de un plano geométrico infinito sin
huecos o traslapes con figuras congruentes de un tipo o de algunos
tipos. ¢,Se puede crear una teselacion en el plano hiperbdlico?

El objetivo de dichas actividades es el de determinar cuales de estos

teoremas son validos en la geometria hiperbdlica. La figura 13 muestra

que el Teorema de Pitagoras no es valido en dicha geometria; en
cambio en la figura 14 se tiene que, efectivamente, los angulos de la
bases del triangulo isdsceles son congruentes, por lo tanto es valido.

En la figura 15 se observa un triangulo equilatero, pero sus angulos no

miden 60°, por lo que no es valido en la geometria hiperbdlica. En la

figura 16 se muestra que las alturas de un triangulo se intersecan en

un punto, por lo que es valido.

Finalmente, en las figuras 17 y 18 se observa que es posible construir
un poligono regular de 12 lados y una teselacién, respectivamente, en

la geometria hiperbdlica.
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(2] NonEuclid 2007.04 - olEl | & NonEuclid 2007.04 - o IEl
File Edit View Constructions Measurements Gallery Help
MOVE POINT

Depress the mouse button on
a point and drag. Move small

File Edit View Constructions Measurements Gallery Help

MEASURE TRIANGLE
Click mouse on any Three

Points.
amounts by holding down the
SHIFT key while dragging.

Triangle ABC: Triangle ABC:
Length AB = 2208 Length AB =2
Length AC =2.937 Length AC =2
Length BC = 1.347 Length BC =1.312
Angle A=11° Angle A=224°
Angle B =90°

Angle B=153.3°
Angle C=533°
Angle Sum =129.1°

Angle C=28.5°
Angle Sum = 129.6°

Figura 13. Triangulo rectangulo. Figura 14. Triangulo isdésceles.

(%) NonEuclid 2007.04 - o IEN|
File Edit View Constructions Measurements Gallery Help

MEASURE TRIANGLE

Click mouse on any Three
Points.

2 NonEuclid 2007.04 - oIEd
File Edit View Constructions Measurements Gallery Help

MEASURE TRIANGLE
Click mouse on any Three
Points.

Triangle ADB:
Length AD=1.74
Length AB=1.74
Length DB =1.74
Angle A=418°
Angle D =41.8°
Angle B=41.8°
Angle Sum =125.3°

Triangle ABC:
Length AB =1.701
Length AC =1.701
Length BC = 1.701
Angle A=424°
Angle B=424°
Angle C=424°
Angle Sum = 127.1°

Figura 15. Triangulo equilatero. Figura 16. Alturas de un triangulo.
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& NonEuclid 2007.04 - oIEN 2 NonEuclid 2007.04 - oIEN

File Edit View Constructions Measurements Gallery Help File Edit View Constructions Measurements Gallery Help
DRAW LINE SEGMENT ‘ PLOT POINT

To Plot a Point, click mouse in
draw area.

To construct a line segement,
specify a pair of endpoints by
clicking the mouse in two
different places in the draw
area.

Triangle ABC:

Length AB =1.701
Length AC =1.701
Length BC =1.701
Angle A=424°
Angle B=424°
Angle C=424°
Angle Sum = 127.1°

Figura 17. Construccion del dodecagono. Figura 18. Teselacion no euclidiana.

Como se observa, en la geometria hiperbdlica algunos teoremas
euclidianos son validos y otros no. ;A qué se debera esto?, basta
recordar que en la geometria hiperbdlica se esta trabajando con la
negacion del V postulado de Euclides y un plano de curvatura
constante negativa, por lo que si en la demostracion de algun teorema
euclidiano se involucra de alguna manera dicho postulado (o una
version logicamente equivalente del mismo) entonces no va a ser

valido en la geometria hiperbdlica.

Conclusiones

La utilizacion de software libre en la geometria no euclidiana resulto
ser no solo es una excelente estrategia didactico-pedagdgica sino
también econdmica, pues el ahorro derivado de su utilizacion posibilito

que los estudiantes tengan las herramientas de software que
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necesitan, ademas de no haber problemas con costos por

renovaciones de licencias.

El modelo del disco de Poincaré utilizado en el applet NonEuclid,
proporciona una interpretacioén de la geometria hiperbdlica dentro de la
geometria euclidiana, es decir, la geometria no euclidiana admite una
interpretacion dentro de la geometria euclidiana. Por lo tanto al ser
consiste la geometria euclidiana, la geometria no euclidiana también lo

es.

La relacién entre la geometria euclidiana y las no euclidianas es que
son légicamente no contradictorias, y por eso estan destinadas al
fracaso todas las tentativas de demostrar desde un punto de vista

l6gico que solo la primera es la unica verdadera.

La simulacidn de construcciones geométricas con regla y compas en
NonEuclid ayuda a entender el caracter extrafio y no intuitivo de la
geometria no euclidiana, ademas de percibir la diferencia entre

definiciones y teoremas usados en geometria.

Finalmente, el estudio de las geometrias no euclidianas comprueba
que la geometria no es algo acabado, sino que es un campo de

investigacion actual y fructifero.
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