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Resumen

En este articulo estudiamos los procesos (o técnicas) relacionados con la resolucion de una determinada tarea en
geometria que involucra pruebas y demostraciones para introducir a un nuevo tema. El objetivo es analizar la
pertinencia de la tarea para lo cual se debe identificar los tipos de procesos y las herramientas matematicas
(tecnologia) que se utilizan para dar solucion a dicha tarea. Para el analisis utilizamos la nocion de praxeologia de
la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) y los conceptos de pruebas y demostraciones segiin Balacheff.
Como resultado se detecta las técnicas y tecnologias utilizadas para resolver la tarea, se muestra las articulaciones
de las tecnologias y ademas se identifica la dimension ecoldgica peruana.

Palabras clave: vector, baricentro, teoria antropoldgica de lo didactico

Abstract

In this article, we study the processes (or techniques) related to a specific geometry task that involves proofs and
demonstrations to introduce a new topic. It is aimed at analyzing the relevance of the task; so, the types of processes
and the mathematics (technological) tools used to give solution to such task should be identified. For the analysis,
we used the notion of Praxeology of the Didactic Anthropologic Theory and the concepts of proofs and
demonstrations according to Balacheff. Among the results, it was possible to find the techniques and technologies
used to solve the task; to show the connections of the technologies; and to identify the Peruvian ecologic dimension,
as well.
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Introduccion

Dado un problema, durante el desarrollo de un contenido, se espera que el alumno lo resuelva utilizando los
conceptos y propiedades presentados en esa sesion de clase, pero en matematicas es posible que se presenten
diversas soluciones, en algunos casos, siendo algunas de ellas no reconocidas o tomadas en cuenta, ya que no forman
parte del contrato didéctico, dejando al alumno con interrogantes de como enlazar lo aprendido con lo que necesita
aprender.

En este trabajo, se presenta, a modo de ejemplo, una tarea para alumnos del primer ciclo de una universidad
particular peruana del area de ciencias e ingenieria que implica demostraciones. En dicha tarea se espera que el
alumno deba resolver la tarea utilizando los vectores y sus propiedades, pero en este caso particular podemos ver
que se puede resolver por otras técnicas, utilizando los conocimientos previos de ciertas herramientas matematicas
que traen de la formacion media regular o nivel secundario.

La didactica de las matematicas advierte de la importancia de la buena eleccion de los problemas (situaciones,
tareas) para un aprendizaje duradero (significativo), pero a veces esta eleccion se reduce a utilizar la técnica que el
programa de estudio establece para dicha sesion, sin considerar otras alternativas, ;qué hacer para evitar este
fendmeno?

Para dar respuesta a esta interrogante debemos analizar las diversas soluciones presentadas que permitirdn
identificar y mostrar a la luz de la TAD algunas técnicas utilizadas y la tecnologia empleada. Luego de dicha
identificacion se logra relacionar los contenidos utilizados de modo que se permitird reconstruir una organizacion
matematica, reconocer su tipo y analizarla con miras a plantear, mas adelante, un modelo de referencia y una
organizacion didactica para la ensefianza de los vectores en las demostraciones.

Almouloud, Regnier y Silva (2009) indican que, en la ultima década, la importancia atribuida a pruebas y
demostraciones en Matematica lleva a una enorme variedad de investigaciones en esa area. Consideran, usualmente,
la demostracion como un procedimiento de validacion que caracteriza a la Matematica; y la distingue de las ciencias
experimentales. La comprension de la informacion dada en el enunciado de una proposicion matematica es el
reconocimiento de elementos cruciales conocidos como hipdtesis y tesis, ambos son fundamentales para el proceso
de construccion de una demostracion.

Segun Arenzana (1997) la geometria actual estd expresada, en buena medida, en términos vectoriales. El autor
indica que las nociones como las de producto escalar, vectorial, etc. son basicas para expresar teoremas geométricos
y resultados cientificos. Ademas, indica que las transformaciones y movimientos geométricos no solamente tienen
su ecuacion, sino que una operacion con vectores puede representar un movimiento en el plano o en el espacio.

El objetivo que se aborda en este trabajo es identificar los tipos de procesos y las herramientas matematicas que se
utilizan para dar solucion a una determinada tarea, asi mismo, la relacion entre las diversas maneras (técnicas) y
herramientas (tecnologias) empleadas. Al mismo tiempo mostrar el alcance de la técnica (la economia) de utilizar
vectores en la solucion de la tarea frente a las diversas técnicas presentadas enmarcadas en la geometria.

Marco tedrico
Para nuestro analisis, utilizaremos la TAD que segin Chevallard: “se admite en efecto que toda actividad humana
regularmente realizada puede describirse con un modelo tnico, que se resume aqui con la palabra de praxeologia”

(1999, p. 2). Es decir, el nivel praxis o “saber-hacer" engloba un tipo de tareas y preguntas estudiadas, asi como las
técnicas empleadas para llevarlas a cabo. El nivel logos o “saber”, en el que los discursos describen, explican y
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justifican las tareas y técnicas, es llamado tecnologia de la técnica. Toda tecnologia necesita también de una
justificacion y se denomina teoria de la técnica (Bosch & Chevallard, 1999). Podemos ver en la figura 1 mas detalles.

PRAXEOLOGIA
PRAXIS : LOGOS
Saber hacer Saber
PRACTICA RAZON

Figura 1. Esquema estructura de una praxeologia.

Chevallard (1998) define tipos de Tareas (T) como un conjunto de tareas (t), donde una tarea (t € T) es una accion
en un objeto especifico que es ejecutado por alguien, definido por un verbo, llamado género de tarea. Ademas, el
género de tarea es la accion que agrupa los tipos de tareas. Técnica (7). Una técnica es la manera de resolver una
tarea especifica. Tecnologia (0). La tecnologia es un discurso racional, cuya primera funcion es justificar la técnica
T, para ejecutar un tipo de tarea. Una segunda funcion de la tecnologia es explicar la técnica para que ella sea
inteligible. La ultima funcion de la tecnologia es la produccion de nuevas técnicas mas eficientes y adaptadas para
la resolucion de una tarea especifica. Teoria (6). Es el discurso racional sobre la tecnologia, esto es, aquella que
justifica y explica las afirmaciones de la tecnologia.

Es necesario tener presente que, alrededor de una tarea (T), se encuentra una técnica (7) sustentada por una
tecnologia (0), que a su vez es explicada por una teoria (0). Finalmente [T/t/6/0] constituye que una praxeologia
puntual, relativa a un Unico tipo de tarea. Es decir, una praxeologia esta pues constituida por un bloque prdctico-
técnico, [T/ T], y por un bloque tecnologico-teorico, [0/0].

Las praxeologias integradas a un saber matematico son la organizacion matematica (OM) y la organizacion
didactica (OD). La OM estudia la situacion identificada en las tareas, técnicas, tecnologia y teoria. La OD observa
la manera como estas situaciones fueron constituidas, por intermedio de momentos de estudio. La nocion de
“momento” fue concebida por Chevallard (1999) para delinear una OD y esta estructurada en seis etapas.

De acuerdo con Gascon (2011), la dimension ecoldgica de cualquier problema didéctico incluye, de cierto modo,
las dimensiones epistemologicas y econdmico-institucional. Se puede afirmar, desde el punto de vista de la TAD,
que todo problema didactico es, hasta cierto punto, un problema de ecologia praxeolodgica o, y precisamente, que la
didactica se preocupa con el estudio de la ecologia institucional de las praxeologias matematicas y didacticas. Por
ello, es necesario considerar las restricciones y condiciones impuestas por las praxeologias en todos los niveles de
co-determinacion. Identificamos que estos componentes se adecuan a los niveles de la disciplina (dominio, sector,
tema e asunto).

Segtin Balacheff (1987), prueba es una explicacion planteada por una comunidad. Demostracion es una prueba
realizada por matematicos respetando ciertos criterios rigurosos de reglas o axiomas.
Metodologia

Esta indagacion sigue los procesos de los aportes de la TAD, que proponen determinar y analizar qué técnicas,
tecnologias y teorias se aplican para realizar una determinada tarea, en el contexto de la geometria. Las soluciones
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se presentan considerando el desarrollo de la ensefianza del objeto matematico en contexto peruano Ello nos
permitiré reconstruir una organizacion matematica, reconocer su tipo y analizarla con miras a plantear, mas adelante,
un modelo de referencia y una organizacion didactica para la ensefianza de las demostraciones.

Procesos
Se presenta un ejemplo (tarea) y se muestran cuatro formas de realizar demostraciones sobre la interseccion de
medianas de un tridangulo. Asimismo, en el analisis se explicara cada una de las formas, las propiedades y contenidos
matematicos utilizados. Se finalizard con la esquematizacion de las comparaciones y articulaciones de las técnicas,
tecnologias y teoria encontradas en las demostraciones.

Analisis de los resultados

Para la tarea:

Demostrar que el centro de gravedad o baricentro de un tridngulo cualquiera es igual
al punto de concurrencia de las medianas.

Para cumplir esta tarea, presentamos una primera forma de demostracion haciendo uso de la geometria sintética, es
decir, la geometria euclidiana que se ocupa del estudio de figuras planas (lineas rectas, circulos, triangulos, etc.).

Técnica (7,) Tecnologia (6,)

Consideramos dos pasos para demostrar de que el baricentro de un triangulo

ABC (denotado en adelante por AABC) concurre en un punto G: Concepto de
punto medio

Primero, se demuestra que el punto G divide a las medianas en una razon de 2

a 1. Para ello, en el AABC trazamos la mediana desde el vértice A al punto Semejanza de

medio N del lado BC, es decir, la mediana AN y del vértice C al punto medio tridngulos.

M del lado AB, la mediana CM. Como estas dos medianas son dos segmentos

no paralelos, se intersecan en un punto, denotemos por G. En efecto, si M es

un punto medio de AB, entonces AM y MB tiene la misma medida, m. Si N es

el punto medio del lado BC, implica que BN y NC tienen igual medida, n.

Al trazar el segmento MN, obtenemos un triangulo AMBN. Considerando los

triangulos AABC y AMBN, observamos que comparten el mismo angulo
2m BC _ 2n

., . AB
4(ABC)=4(MBN), también la razdn B 2y e 2. Por lo

cual, el segmento MN es la mitad del lado AC, es decir, AC = 2MN. Como Teorema de
satisface las condiciones del criterio de semejanza lado, angulo, lado (LAL), Thales

entonces el triangulo AABC es semejante al triangulo AMBN.

Ademas, la medida del £(CAB) = 4(NMB) y 4(ACB) = A#(MNB), tenemos

que MN || AC y el segmento MC corta a ambos segmentos, entonces por

angulos alternos internos 4(CMN) = 4(MCA)=¢ y 4(MNA) =

4(CAN) = § y por opuestos por el vértice 2(MGN) = 4(CGA) = a, lo que

implica que AAGC =~ ANGM. La figura 2 muestra detalles. Es de notar que la
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, MG _GN _ MN MG _GN _ MN , MG
razon — = — = —, ycomo AC = 2MN, tenemos —=—=——0—=

GC  AG CA GC  AG  2MN ~ GC
GN

1 , .. . .
<=3 Asi, el punto G divide a cada mediana en una razon de 2 a 1.

Seguidamente, consideramos el teorema de Thales, para lo cual trazamos una
linea que pasa por B y es paralela al lado AC y extendemos el segmento que
pasa por MN. Como AM y MB guardan una razon de 1, al igual que CN y NB,
por ser M 'y N puntos medios. Si la linea que pasa por el vértice B, la linea que
pasa por MN y la linea que pasa por AC son paralelas, entonces la linea que
pasa por By G corta a la linea que pasa por MN en H, en una razéon de 1; es
decir, BH tiene la misma medida que HP ( la figura 3). Dicho de otro modo,
H es punto medio de BP.

Figura 2. Semejanza de AAGC =~ Figura 3. El punto H es un punto
ANGM. medio de BP.

Trazando una linea que pasa por G y que sea paralela al lado 4C. Como
demostramos, G divide en razén de 2 a 1 al segmento AN, también a CM vy,

por tanto, también divide a PH en la misma razon. Es decir, G divide a PB en

.4k _ 2
razon —- = - (ver figura 4).

Seguidamente, se demuestra G es el punto de concurrencia de las tres
medianas, es decir, demostramos que P es un punto medio de AC. Para ello,
trazamos el segmento que pasa por los puntos N y P. Como la medida del
4(BGA) = 4(PGN) = A, por opuestos por el vértice. Ademas, los lados
correspondientes estan en razon de 2 a 1. Por el criterio de semejanza lado
angulo lado (LAL), tenemos que AAGB ~ ANGP. Asi, NP es paralelo a 4B,
como se puede apreciar en al figura 5.

Por el punto C, trazamos una linea paralela al lado 4B. Luego, trazamos la
linea que pasa por el segmento NPy también la que pasa por AB y asi podemos
tener tres lineas paralelas a AB (figura 5).

Figura 4. El punto G divide al
segmento PB enrazén 2 a 1.
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Figura 5. Semejanza de triangulos
AAGB y ANGP y lineas paralelas a
AB.
Por el teorema de Thales planteamos que si BN y NC estan a razon de 1,
entonces AP y PC también mantienen esa misma razon. Por consiguiente, P
es un punto medio de AC, lo que concluye la demostracion de que G es el
punto donde las tres medianas se intersecan.

A continuacion, la demostracion sera realizada por la geometria analitica. Nos estamos refiriendo a la geometria
plana, en donde se utiliza un sistema de coordenadas cartesianas. En otras palabras, la Geometria de Euclides unida
con el Algebra y las figuras y cuerpos toman la forma de ecuaciones. Asi, el baricentro debera ser reescrito en
términos de sus coordenadas cartesianas. Esto es:
Para todo tridangulo, el baricentro (punto de interseccion de las medianas) tiene como coordenadas: G =
(xA+xB+xC yA+yB+YC)'

3 ! 3

Técnica (7,) Tecnologia (6,)

Sea AABC un triangulo donde A = (x4,¥4), B = (x5,¥5), C = (x¢,¥c),
hallamos el punto medio de cada uno de los lados AC, 4B y CB. Usando la Punto medio

5 : Xat+Xc Vaty
formula del punto medio, tenemos P = (%,%) ,
XatXp YatYm xptxc YBtYc
M( 2 2 ) = ( ) )
respectivamente. Teorema de

En el plano cartesiano trazamos el triangulo AABC, sus tres medianas y lineas Thales
paralelas a una de las medianas; en este caso, consideramos las paralelas a la
mediana BP. Una linea que pasa por el punto &, otra por C y una linea que

contiene a la mediana BP. Por el teorema de Thales se cumple que la razén % =
Z—Né, pero BN = NC = n, entonces 1 = :—Né, lo que implica que PN; = N;C. Es
i 1

decir, N; es punto medio de PC. De modo similar, se demuestra que al intersecar
la linea que pasa por M y es paralela a BP, es el punto M;. Los detalles se
muestran en la figura 6.

Division de un
segmento  por
una rzon dada

A All\\A \ v )
Figura 6. El punto N; es un punto medio de PC.

Por el teorema de Thales tenemos que g = A:I_%CP, pero como PN; = N;C =
M, P = d, entonces % = % = % Asi, GCy MG estan arazonde 2 a 1 o que G
divide al segmento MC en razéon 2 a 1. De modo analogo, se demuestra para las
medianas ANy CM.
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A continuacion, encontraremos las coordenadas del punto G. Consideramos la
formula para hallar un punto de acuerdo a una razon r dada. Asi, tenemos

_ (Xa T TXy _(YatTYN
X6 =\—7 .. ) Ye =\—7 1. )

1+7r 1+7r
AG
y como r=—=2, reemplazando obtenemos
xXg+x yBtYy
xA+2( BZ C) Xpatxp+xc yA+2( BZ C) yatyBtYc
xG =] =] , yG = =] .
142 3 142 3

La siguiente demostracion sera realizada en la geometria vectorial, es decir, en la geometria que se ocupa del estudio
de vectores (definido por una direccion, sentido y una longitud). La introduccion de esta herramienta matematica
hace posible, en particular, controlar la alineacion de los puntos, el paralelismo o la perpendicularidad de las lineas,
determinar las coordenadas de puntos particulares, de la distancia entre dos puntos, calcular dngulos, realizar
operaciones algebraicas.

Técnica (73) Tecnologia (065)

Demostraremos que el punto G, punto de interseccion de las medianas, esta ag
de cada vértice.

Dado un triangulo AABC donde podemos representar los vectores AB, AC. Sea
G el punto de concurrencia de las medianas del triangulo AAEC: . Bl vetor CM Propiedades de
representa la mediana que corresponde al lado 4B y el vector BP corresponde a vectores

la mediana del lado AC. Entonces, tenemos CG = tC_M, conteERyt<1. El

vector GP = Sﬁ, con s € R. Los detalles podemos ver en la figura 7.

Punto medio

Figura 7. Vectores en el APCG.

Si CM = %ﬁ Dy CG=tCM =t GTZ - 17), entonces los vectores en el
APCG, por la relacion de Chasles podemos escribir como CG + GP = — %P_C:
t(5i-5)+sBP = —PC,
t(Gi-9)+s(G0-1)=-37,
2 2 2

Ge—s)i+(Gs—t)o=—35.

2 2 2
Lo que implica que %t—s =0y %S —t= —%dedonde: t= gys = % Dela
misma manera, se procede para la otra mediana, demostrando que las medianas
concurren ag del vértice de donde inicia.
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La siguiente demostracion sera realizada en la geometria vectorial con coordenadas, la cual es una geometria
analitica que utiliza como lenguaje matematico de expresion los vectores, un campo de direcciones que satisfacen
un algebra definida. Estudia las propiedades de los objetos en el plano y en el espacio.

Técnica (7,) Tecnologia (6,)

Se demostrara que el baricentro del triangulo es igual al punto de concurrencia
de las medianas y esto corresponde a un vector, de referencia externa O, que es
igual al promedio de los tres vectores de los vértices del triangulo.
Considerando la figura 8, podemos visualizar la tarea a resolver.

Figura 8. Vector baricentro de un triangulo.

Los vectores d, b, y ¢ ubican a los vértices del tridngulo, P es el punto medio sl mEi

de AC, el punto G es el baricentro del triangulo. Por la demostracion (forma 3), Division de un
2 .
tenemos que el segmento BG esta a — de la mediana BP. Por otro lado, el segmento por una

segmento GP es é de la misma mediana. Entonces, presenta las siguientes razon dada

a+¢

- Propiedades de
vectores

Y para determinar el vector que ubica el punto G consideramos lo siguiente: la

notacion de punto ponderado como la dupla (vector, razones de proporcion

respecto al baricentro) y para el baricentro entre dos puntos la propiedad : Si
OP = (xp,yp), b = (x@, yﬁ) y G es el baricentro de los puntos ponderados

. —_—
ecuaciones OP =

— = ——  1,0P+1yb 2 1
(0P,1,) y (b,7,) entonces: 0G = #, donde r, =3y 1, = son las
1 2

razones con respecto al baricentro (Touré, Akele, Baye, Bendiman, Conde,
Djiguiba, Don, Neulat, Traor¢, 1997). Por lo tanto, tenemos:

2—’ 1_’ -
_, 30P+3b 2nd+¢ (1\- d+b+¢
06 =373 =) —+(5)i-——
1.2 3) 2 3 3
373

Desde la perspectiva de la TAD, podemos identificar las cuatro técnicas usadas. Inicialmente, cada técnica parte de
conceptos de punto medio de la geometria. Para demostrar que el punto G divide al segmento en una razéon de 1 a
2, se aplica semejanza de triangulos y luego teorema de Thales, en la Geometria Sintética. Después, se demuestra
que el punto G es donde coincide la interseccion de las medianas. Luego, para la Geometria Analitica, se determina
cada coordenada del baricentro, usando la division de un segmento por una razén dada. Mientras que para abordar
desde Geometria con vectores, se utiliza propiedades de las operaciones con vectores y finalmente, para considerar
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las coordenadas hay que hacer uso de la referencia del un punto, en este caso del origen O. Asi, se logra determinar
las coordenadas de baricentro.

Analizando los procesos (técnicas) seguidos para demostrar, podemos resaltar los teoremas y propiedades utilizadas
en el esquema mostrado en la figura 9.

Modelos de demostracion

Geometria Geometria Geometria VGetOH'leima
Sintética Analitica Vectorial cctorial con
coordenadas
(T1) (T2) (T3)
(T4)
l [ \ ;
> Punto medio > Punto medio > Punto medio |5 punto medio
> Semejanza de > Teorema de Thales > Operaciones (|5 Divisién de un segmento
triangulos » Division de un segmento con vectores por una razén dada
» Teorema de Thales por una razon da'da (semejanza de triangulos)
(semejanza de tridangulos) » Operaciones con vectores

Figura 9. Técnicas para dar solucion a la tarea.

Por lo tanto, podemos identificar dos tecnologias para la demostracion y son trabajar sin vectores o con vectores,
como se muestra en la figura 10.

[ Tarea de Geometria ]

4
<

I
>

Sin vectores Con vectores
(61) (8,)
Geometria Sintética |[ Geometrfa Analitica || Geometria Vectorial || Geometria Vectorial
(sin coordenadas) (con coordenadas) (con coordenadas) (sin coordenadas)
(t,) (t2) (T3) (T4)

Figura 10. Tecnologias que justifican las técnicas para la resolucion de la tarea.

Conclusiones

En la tarea presentada podemos ver que la solucion esperada es la realizada mediante el uso de propiedades de
vectores, pero podemos encontrar otras soluciones para el objeto matematico estudiado, baricentro. Entonces la
tarea es demostrada a través de cuatro técnicas. Es decir, las demostraciones que fueron realizadas sin vectores (en
geometria sintética y vectorial) y con vectores (en geometria analitica y vectorial) y sus respectivas propiedades
(tecnologias).

De las soluciones realizadas, podemos inferir que fue posible articular las geometrias, debido a que presentan
propiedades en comtin como el punto medio, teorema de Thales, semejanza de tridngulos y division de un segmanto
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por una razon dada, donde al llegar a demostrar con vectores cuenta con una tecnologia que retine propiedades tanto
geométricas como algebraicas que facilitaron las demostraciones.

La dimension ecologica se manifiesta en las relaciones de personas (profesores /estudiantes) con el objeto
matematico baricentro, que es ensefiado tanto en la Educacion Primaria y Secundaria peruana (Programa curricular
de Educacion Primaria y Secundaria, 2018) asi como en el nivel universitario (Sumilla de Algebra Matricial y
Geometria Analitica, 2018). Luego de un analisis de dichos programas y sumilla se muestra en el siguiente esquema,
que podemos apreciar en la figura 11, que el objeto matematico esta presente y es estudiado por los alumnos.

[ Baricentro del triangulo ]
Nivel Nivel Nivel
Primario Secundario Superior

A

Geometria
Analitica

Geometria
Sintética

Geometria
Vectorial

Figura 11. Esquema del objeto matematico baricentro del tridngulo

En el nivel primario, se estudia el baricentro con propiedades de la geometria sintética sin demostracion. En los
ultimos afios del nivel secundario, se estudia la geometria sintética con algunas demostraciones, pero rara vez del
baricentro. Si bien se estudia propiedades como el baricentro en geometria analitica, esto se hace sin demostracion.
En el nivel superior, es mas frecuente realizar las demostraciones del baricentro en los cursos de geometria analitica
y vectorial, lo que representa serias dificultades para los estudiantes.

A partir del analisis de las soluciones de la tarea se observa que se resuelve de varias maneras con técnicas ya
conocidas por los alumnos. Ademas, que no hay la necesidad de ampliar las técnicas conocidas ni implementar
nuevas teorias y tecnologias para este problema en particular, ya que no es pertinente.

El analisis praxeoldgico permite ver la no pertinencia de la tarea para este tema en particular, pero, al ver las diversas
técnicas, se observa que es mucho mas eficiente la solucién desde el punto de vista vectorial que la del punto de
vista de la geometria sintética y la del punto de vista de la geometria analitica. Por lo tanto, este problema no es
pertinente en la introduccidon o como una motivacion en la ensefianza de vectores, pero si va a ser pertinente para
mostrar la eficiencia del uso de los vectores en la solucion de tareas.
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