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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo identificar qué significado atribuyen a la media aritmética profesores de
matematicas en ejercicio. Para ello, se analizaron las respuestas de 95 docentes a una tarea que consistia en
relacionar los distintos significados de este objeto matematico con una lista de problemas propuestos. Se concluye
que la mayoria de los docentes no logran relacionar de forma correcta el significado de la media con el enunciado
del problema correspondiente y, los que logran relacionar, justifican dicha relacion de forma incorrecta.
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Abstract

This work is aimed at identifying the meaning that mathematics in-service teachers give to arithmetic mean. So, we
analyzed the answers of 95 teachers to a task that consisted in relating the different meanings of this mathematical
object with a list of proposed problems. It is concluded that most of the teachers fail to correctly relate the meaning
of the mean with the statement of the corresponding problem and, those who manage to relate, justify this
relationship incorrectly.
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Introduccion

En la actualidad se han propuestos diferentes modelos de categorias de conocimientos y competencias del profesor
de matematicas. Uno de dichos modelos, es el Modelo de Conocimientos y Competencias Didactico Matematicas
(CCDM) del Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS) (Godino, Batanero y Font,
2019; Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017; Pino-Fan, Godino y Font, 2018). En particular, en el marco de
este modelo, se considera que, para que un alumno pueda ser competente en la aplicacion de las nociones
matematicas, es necesario que en el proceso de instruccion se le ensefie una muestra representativa de los diferentes
significados de estas nociones. En consecuencia, se considera necesario que los profesores de matematicas tengan
en cuenta la complejidad del objeto matematico que se pretende ensefar (entendida ésta como pluralidad de
significados) en el disefio, implementacion, valoracion y redisefio de procesos de instruccion.

En el campo de la Didactica de las Matematicas, distintas investigaciones hacen énfasis en la importancia de abordar
la complejidad del objeto matematico en la formacion de profesores. Burgos, Beltran-Pellicer, Giacomone y Godino
(2018), por ejemplo, cuando trabajan en el reconocimiento de niveles de algebrizacion en una tarea de
proporcionalidad por futuros profesores de matematicas de secundaria, focalizan la atencion, en la faceta epistémica
del modelo CCDM, dando importancia al conocimiento de la pluralidad de los significados de los objetos
matematicos en diferentes contextos, llegando a determinar incluso que los docentes en su intento de lograr un nivel
de algebrizacion, sacrifican la significacion del enunciado del problema. Otro estudio relacionado con la igualdad
de los numeros reales (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007), plantea la necesidad de establecer los distintos
significados asociados a los objetos matematicos en diferentes momentos, enfatizando que ninguna definicion,
puede ser privilegiada. Por ultimo, en una reflexion sobre la articulacion de la complejidad matematica de la media
aritmética, Rondero y Font (2015), usan la configuracion epistémica (representaciones, definiciones, propiedades,
problemas, etc.) como una herramienta importante para describir la complejidad de esta nocion, ademas,
profundizan en los mecanismos de articulacion de dicha complejidad.

Siguiendo esta linea de investigacion, el presente trabajo propone como objetivo estudiar si los profesores de
matematicas en ejercicio (estudiantes de un master profesional para formacion de profesores) pueden identificar el
significado del objeto matematico media aritmética que permite resolver un determinado problema, para lo cual
plantea la siguiente pregunta: ;Pueden relacionar los profesores de matematicas en ejercicio los diferentes
significados parciales de la media aritmética con diversas tipologias de problemas?

Marco teorico

En el marco teorico explicamos, de manera breve, el modelo CCDM del EOS, detallamos el componente
Representatividad de la complejidad del objeto matematico que se quiere ensefiar del criterio de idoneidad
epistémica y explicamos la complejidad del objeto matematico media aritmética presentada por Rondero y Font
(2015), que es el tema central de este articulo.

El modelo CCDM vy la Idoneidad Didactica

El Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento e Instruccién matematica (EOS) es un sistema teorico inclusivo en la
Educaciéon Matematica que articula diversas categorias de conocimientos y competencias (CCDM), de los
profesores de matematicas consideradas necesarias para una ensefianza idonea de las matematicas (Godino,
Batanero y Font, 2007; Godino, Batanero y Font, 2019). Este modelo tedrico hace hincapié en el analisis de
idoneidad didactica, como una competencia para la reflexion global sobre la practica docente, su valoracion y
mejora progresiva (Giacomone, Godino y Beltran, 2018); por lo tanto, responde a qué criterios seguir en el disefio
de secuencias de tareas, como desarrollar y evaluar la competencia matematica de los alumnos y qué cambios hacer
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para conseguir metas de aprendizaje superiores. Esta nocion se descompone en los siguientes criterios parciales de
idoneidad didactica (Font, Planas y Godino, 2010):

» Idoneidad epistémica: se refiere al grado de representatividad e interconexiéon de los significados
institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado de referencia. Las tareas o
situaciones-problemas son un componente fundamental en esta dimension, y deben involucrar diversos
objetos y procesos matematicos.

* Idoneidad ecologica: grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto educativo del centro, la
escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que se desarrolla.

* Idoneidad cognitiva: grado en que los significados pretendidos e implementados estan en la zona de
desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los significados personales logrados a los
significados pretendidos/implementados.

» Idoneidad afectiva: grado de implicacion (intereses, emociones, actitudes y creencias) del alumnado en el
proceso de estudio.

» Idoneidad interaccional: grado en que las configuraciones didacticas y el discurso en la clase permiten, por
una parte, identificar conflictos semioticos potenciales (que se puedan detectar a priori), y por otra, resolver
los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion.

* Idoneidad mediacional: grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y temporales
necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

En Breda y Lima (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema de componentes e indicadores que
sirve de guia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica, que esta pensado para un proceso de instruccion en
cualquier etapa educativa.

La idoneidad epistémica y la complejidad de los objetos matematicos

Tanto los componentes como los indicadores de los criterios de idoneidad didactica se han confeccionado teniendo
en cuenta las tendencias, los principios y los resultados de la investigacion en el area de Didactica de las
Matematicas. En particular, para la idoneidad epistémica se ha tenido en cuenta un principio fundamental del EOS
que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede ser) asumido por otros enfoques teoricos del area. Nos
referimos al principio que se puede formular de la siguiente manera: los objetos matematicos emergen de las
practicas, lo cual conlleva su complejidad (Font, Godino y Gallardo, 2013; Rondero y Font, 2015). De este principio
se deriva un componente (representatividad) cuyo objetivo es que se tenga en cuenta, dentro de lo posible, dicha
complejidad en el disefio y redisefio de las secuencias didacticas (Pino-Fan, Castro, Godino y Font, 2013).

El componente Representatividad de la complejidad de los objetos matemdticos (entendida como pluralidad de
significados parciales), se refiere al grado de representatividad e interconexion de los significados institucionales
implementados (o pretendidos) respecto de un significado de referencia (Godino, Giacomone y Beltran-Pelliecer,
2018). Cada uno de estos significados permite resolver tipos de problemas diferentes, por lo cual, si se quiere
ensefiar una muestra representativa de significados parciales es necesario presentar una muestra variad de problemas
(Font, Breda y Seckel, 2017).

La siguiente tabla (Font, Breda y Seckel, 2017), explica detalladamente, los indicadores del componente
Representatividad del criterio de idoneidad epistémica.
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Tabla 1 - El componente de Representatividad y sus indicadores.

Componente de la Idoneidad Indicadores
Epistémica

* Los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa
de la complejidad de la nociéon matematica que se
quiere ensefiar

* Los significados parciales definiciones, propiedades,

Representatividad procedimientos, etc.) son una muestra representativa
de la complejidad contemplada en el curriculo de la
nocion matematica que se quiere ensefiar.

*  Para uno o varios significados parciales seleccionados
para su implementacion, ;se contempla una muestra
representativa de problemas?

»  Para uno o varios significados parciales seleccionados
para su implementacion, ;se contempla el uso de
diferentes modos de expresion (verbal, grafico,
simbdlico...), tratamientos y conversiones entre los
mismos?

Fuente: Font, Breda y Seckel (2017).

Investigaciones sobre la complejidad de diferentes objetos matematicos

Se han realizado diferentes investigaciones para profundizar en la complejidad de diferentes objetos matematicos:
numeros naturales (Godino, Font, Wilhelmi y Arrieche, 2009), media aritmética (Rondero y Font, 2015), medida
(Alpizar-Vargas y Morales-Lopez, 2019), limite (Contreras, Garcia y Font, 2012), optimizacion (Balcaza, Contreras
y Font, 2017), Teorema de Tales (Font, Breda y Seckel, 2017), derivada y antiderivada, asi como la comprension
que tienen los estudiantes de dicha complejidad (Pino-Fan, Godino y Font, 2011; Pino-Fan, Castro, Godino y Font,
2013; Pino-Fan, Font, Gordillo, Larios y Breda, 2018; Pino-Fan, Godino y Font, 2018), inecuacion (Monje, Seckel
y Breda, 2018).

Para el objeto matematico derivada, Pino, Godino y Font (2011) caracterizan su complejidad mediante nueve
configuraciones de objetos primarios : 1) tangente en la matematica griega; 2) variacion en la edad media; 3)
métodos algebraicos para hallar tangentes; 4) concepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas
intuitivas de limite para el célculo de maximos y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de tangentes; 7)
calculo de fluxiones; 8) calculo de diferencias y, 9) derivada como limite. En Pino, Castro, Godino y Font (2013)
se utilizan estas nueve configuraciones para la reconstruccion del significado global de la derivada, el cual es
utilizado para valorar la representatividad del significado pretendido en el curriculo de Bachillerato de México (a
partir de las configuraciones de objetos primarios activadas en las practicas matematicas propuestas tanto en el Plan
de Estudios como en los libros de texto de dicho nivel).

La caracterizacion de la complejidad de la derivada realizada en Pino-Fan, Godino y Font (2011) facilita tener
elementos para disefiar cuestionarios que permiten caracterizar la comprension de los estudiantes, futuros profesores
o profesores en servicio sobre la derivada. En Pino-Fan, Godino y Font y (2018) se disefid6 un cuestionario para
determinar la comprension de futuros profesores sobre la derivada en el que se incluyeron tareas que activan los
diversos significados parciales de la derivada caracterizados en Pino-Fan, Godino y Font (2011).
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En Gordillo y Pino-Fan (2016) la complejidad de la antiderivada se caracteriza mediante cuatro configuraciones de
objetos primarios relacionadas con cuatro problemas fundamentales: a) el problema geométrico de las tangentes de
una curva y la cuadratura de la misma; b) el problema de la relacion fluxiones - fluentes; c) el problema sobre la
relacion de los diferenciales y las sumatorias; y d) el problema de la identificacion de funciones elementales. La
caracterizacion de dicha complejidad permite tener elementos para disefiar cuestionarios que permiten caracterizar
la comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en servicio sobre la antiderivada. En Gordillo,
Pino-Fan, Font y Ponce (2018) y en Pino-Fan, Font, Gordillo, Larios y Breda (2018) se disefi6 un cuestionario para
determinar la comprension de los estudiantes universitarios sobre la antiderivada en el que se incluyeron tareas que
activan los diversos significados parciales de la antiderivada caracterizados en Gordillo y Pino (2016).

Monje, Seckel y Breda (2018), por medio de un analisis comparativo entre la complejidad del objeto matematico
inecuacion con el curriculo nacional y los textos escolares otorgados por el Ministerio de Educacion de Chile,
concluyeron que el tratamiento que se le otorga al objeto matematico en estudio (inecuaciones) no considera todos
los componentes necesarios para la ensefianza de la inecuacion a partir de su complejidad, en particular, se observo
que tanto el curriculo como los textos escolares dejan fuera, en particular, las inecuaciones cuadraticas y las
inecuaciones con valor absoluto.

En estas investigaciones se lleg6 a la conclusion de que los profesores debian tener en cuenta la complejidad de los
objetos matematicos que ensefiaban para conseguir una ensefianza mas eficaz, lo cual llevo a los autores de este
articulo a interesase por la manera de incorporar la problematica de la complejidad de los objetos matematicos en
la formacion de profesores.

La complejidad del objeto matematico media aritmética

Rondero y Font (2015) profundizan sobre los mecanismos de articulacion de la complejidad asociada al objeto
matematico media aritmética. Para ello, describen dicha complejidad en términos de diferentes significados: suma
de todos los valores dividida por el niimero de valores; estimacion de una medida de una magnitud; valor
representativo de un conjunto de datos; operador que asocia a un conjunto de datos un unico valor; promedio de
promedios y media ponderada. Ensefiando una muestra representativa de estos significados, podemos decir que el
maestro estaria trabajando, a través de la resolucion de problemas, la representatividad del objeto matematico media
aritmética y permitiendo que el estudiante articule o conecte los diferentes significados. En esta investigacion hemos
utilizado tres significados distintos: La media como valor representativo de un conjunto de datos; La media como
la estimacion de una medida; La media como valor que compensa los excesos con los defectos.

Metodologia

En ese apartado, presentamos el contexto del estudio (participantes de la investigacion, tipo de master), explicamos
el tipo de tarea que se les propuso y, aclaramos como se han analizado las respuestas de los docentes.

Contexto del estudio

Han participado de esta investigacion, 95 profesores que ejercen la docencia de matemadticas en instituciones
educativas publicas y privadas en diferentes provincias y ciudades de Ecuador, en particular, profesores que trabajan
en los niveles de Educacion General Bésica Superior (EGBS) y Bachillerato General Unificado (BGU). La mayor
parte de los profesores acreditan formacidn inicial en Licenciatura en Matematicas, pero, algunos presentan
formacion inicial en Educacion General Basica, Sociologia u otras areas del conocimiento. Ademads de ejercer la
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actividad de docencia en matematicas, los profesores estaban realizando un master profesional de formacion de
profesores de matematicas de secundaria.

Dicho master tiene como enfoque la formacion continua y profesionalizacion docente. Dado su aspecto profesional,
el master se constituye de un curso de dos afios, divididos en tres bloques: a) el bloque general (15 créditos ECTS)
que incluye asignaturas de la psicologia, sociologia, orientacion y sistema educativo ecuatoriano; b) el bloque
especifico (21 créditos ECTS) que contempla las asignaturas de la disciplina (matematica) y su didactica y; c) el
bloque de practicum y trabajo de fin de master (TFM) (24 créditos ECTS) que se orienta al ejercicio de articulacion
entre la teoria y la practica.

Una de las asignaturas del curriculo de este master, titulada Innovacion e Investigacion sobre la Propia Prdctica,
impartida en el ultimo semestre del curso, tenia como principal objetivo presentar propuestas de innovacion y
herramientas de valoracion de la calidad de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas que
permitan al profesor la mejora de su propia practica. Ademas, la asignatura pretendia hacer una iniciacion a la
investigacion en Didactica de las Matematicas y a la difusion de sus resultados.

Al final de la asignatura Innovacion e Investigacion sobre la Propia Prdctica se realiz6 una evaluacion para verificar
los aprendizajes logrados por los profesores. Una de las tareas de evaluacion consistia en identificar la comprension
que tienen los profesores acerca de los distintos significados de la media aritmética, haciéndoles relacionar el tipo
de significado con distintos tipos de problemas planteados.

Tarea planteada a los profesores

La tarea, basada en Batanero (2000), trataba de que los profesores relacionasen los significados parciales de la
media aritmética: 1) la media como valor representativo de un conjunto de datos; 2) la media como la estimacion
de una medida; y 3) valor que compensa los excesos con los defectos (equilibrio, equidad, etc.) con los siguientes
problemas:

Problema A: Unos nifios llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1 y Daniel no lleva ninguno. ; Cémo
repartir los caramelos de forma equitativa?

Problema B: Los siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm.) alcanzada al saltar por un grupo de alumnos antes y
después del entrenamiento. ;Cree que el entrenamiento es efectivo?

Altura alcanzada en cm.

Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana

Antes del entrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115

Después del entrenamiento 128 115 106 128 122 145 132 109 102 117

Problema C: Ocho alumnos de la misma clase miden el peso de un objeto pequefio usando el mismo instrumento, obteniendo
los siguientes valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23; 6,15; 6,2. ;Cual seria la mejor estimacion del peso real del objeto?

La tarea correcta que responde a esta identificacion significado-problema, es:
* Lamedia como valor representativo de un conjunto de datos, se corresponde con el problema B; (1- B)
* Lamedia como la estimacion de una medida, se corresponde con el problema C; (2- C)
* Lamedia como valor que compensa los excesos con los defectos (equilibrio, equidad, etc.) se corresponde
con el problema A. (3 -A)

Analisis de los datos
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Para analizar cualitativamente las respuestas de los profesores, primero se estudio la correspondencia (o no) entre
los tres significados parciales de la media aritmética contemplados en el disefio de la tarea y el problema, donde
este significado es necesario para su resolucion. Luego, se analizd la respuesta que los profesores daban para
relacionar los distintos significados (La media como valor representativo de un conjunto de datos; L.a media como
la estimacion de una medida; La media como valor que compensa los excesos con los defectos) con los problemas
propuestos.

Resultados

Al analizar las respuestas de los 95 profesores participantes, se concluye que un nimero importante (56) al
relacionar los tres significados con los problemas propuestos, lo hacen de forma confusa y errénea. Por otra parte,
el 21 de los participantes, dan una respuesta correcta, pero su justificacion no es valida (Figura 1); mientras que 18,
sefalan las respuestas correctas, sin ningun tipo de justificacion.

En la Figura 1, aunque el profesor hace la relacion tipo de significado parcial con la tarea correspondiente de forma
correcta, su justificacion es confusa y poco clara. Por ejemplo, al justificar que el problema C se relaciona con el
significado de la media como estimacion de una medida, su justificativa para tal respuesta focaliza en que los
valores, aunque sean iguales en la parte entera, se diferencian en la parte decimal, considerando a esta parte, como
base para la estimacion del peso real del objeto. Ese tipo de justificacion, no tiene claridad ni rigurosidad desde el
punto de vista matematico.

Entre los errores mas frecuentes que presentan los profesores esta lo de relacionar el problema B con el significado
de media como estimacion de una medida. En ese caso, es plausible suponer que solamente por tener muchos datos
de una determinada situacion, los profesores ya creen que el problema se refiere a una estimacion de una medida
(Figura 2):

Blogue B
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Figura 1. Respuesta correcta de uno de los profesores. Fuente: los autores.
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Figura 2. Respuesta incorrecta de uno de los profesores. Fuente: los autores.

También cometieron errores al relacionar el significado de la media como un valor representativo de un conjunto
de datos, con el problema que trataba de la media como estimacion de una medida, conforme la Figura 3.

[ Problema A. Unos nifios llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1 y |
| Daniel no lleva ninguno. ;Cémo repartir los caramelos de forma equitativa?
2e Lew voedic covaan (- o firecie imn ¢ e twed o

| Problema B: Los siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm.) alcanzada al saltar por |

un grupo de al s antes y después del entrenamiento. ;Crees que el entrenamiento es
efectivo?

Altura alcanzad en cm.
Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana |
Antes del entrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115 {

2 ‘Dspuésdelemrenamxemo 128 115 106 128 122 145 132 109 102 117 |

e VnTevqus tompenss (oo evcenas coo lon defoc To (rquiliky: -‘qh‘r)n‘

! Problema C. Ocho alumnos de la misma clase miden el peso de un objeto pequefio usando el

1

; mismo instr ), € iendo los sigui valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23;
' 6 15; 6,2. ;Cuél seria la mejor estimacién del peso real del objeto?

'
A. YEN i ; by v o Aafive deun ’un wedn de datos

Figura 3. Respuesta incorrecta de uno de los profesores. Fuente: los autores.

Este tipo de resultado nos lleva a inferir que el conocimiento que tienen los profesores en ejercicio sobre la media
aritmética, no les permite identificar el tipo de significado que es necesario poner en juego para la resolucion de un
problema (donde la nocion de media aritmética es necesaria para su resolucion).
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Consideraciones finales

Una vez que se han revisado y analizado las respuestas que los 95 profesores dan a la relacion entre significado y
problema del objeto matematico media aritmética, se puede inferir que mas de la mitad de éstos no tienen claro
cuales son los significados de la media aritmética, lo que dificulta significativamente, aplicarlos en la resolucion de
problemas. Este resultado, evidencia la necesidad de trabajar, con los profesores, una muestra representativa de los
diferentes significados del objeto matematico que se quiere ensefiar. Se trata de un resultado coherente con lo que
se propone en Rondero y Font (2015) cuando abordan la complejidad de la media aritmética y sus mecanismos de
articulacion, o Burgos, et al (2018), cuando hace referencia a la importancia de la pluralidad de los significados de
la proporcionalidad.

El abordaje del componente Representatividad de la idoneidad epistémica, es elemento importante para una
formacion docente direccionada a formar profesores en conocimientos y competencias didactico matematicas, pues
el profesor, al conocer una muestra representativa de significados de un determinado objeto matematico, puede
trabajar con una muestra representativa de problemas, generando asi, una mejor idoneidad epistémica; facilitando
que los alumnos construyan una red de significados parciales, conectados entre si, que les permita desarrollar la
competencia matematica que les posibilita resolver diferentes tipos de problemas (en los que es necesario poner en
funcionamiento alguno de los significados parciales del objeto matematico que se esta ensefiando) .

Agradecimientos: Trabajo realizado en el marco de los proyectos de investigacion: PGC2018-098603-B-
100 (MCIU/AEI/FEDER, UE) y REDICE18-2000 (ICE-UB).
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