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Resumen: Los libros de texto han sido fundamentales para divulgar los avances cientificos
alcanzados en cada época y transmitir conocimientos, saberes y destrezas. Ademas, hasta hace poco
constituian el principal apoyo de profesores y alumnos en las escuelas. Por lo anterior, aqui se
presenta un analisis de la estructura conceptual de los contenidos sobre calculo diferencial e integral
de los libros de texto publicados durante el tltimo cuarto del siglo XVIII en Espafia, que constituyeron
las primeras obras escritas en castellano que propiciaron la consolidacion de la ensefianza del calculo
en los distintos centros en los que se instruia la materia. Se trata de una investigacion descriptiva que
se enmarca en el enfoque de tipo histérico y que usa el método del andlisis de contenido para la
interpretacion de los datos. Atenderemos a las corrientes cientificas, autores u obras en las que se
basan cada uno de los libros de texto analizados, a los contenidos matematicos incluidos y notacion
utilizada; e identificaremos, asimismo los tipos de ejemplos y proposiciones que los autores
emplearon.
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la Educacion Matematica.

Abstract: Textbooks have been essential when disseminating scientific advances achieved in
each period, as well as transferring and exchanging knowledge and abilities. Furthermore, they
constituted the main support of teachers and students in school, until recently. Therefore, an analysis
of the conceptual structure related to differential and integral calculus that are included within
textbooks published during the last quarter of the 18th century in Spain, is presented, which
constituted the first works written in Spanish that led to the consolidation of the teaching of calculus
in the different centers in which the subject was instructed. This research involves content analysis,
as well as a descriptive study containing historical data. We will attend the scientific trends, authors
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or works on which each of the analyzed textbooks are based, the mathematical contents included, and
the notation used; and we will also identify the types of examples and propositions that the authors
used.

Key Words: Spain, 18th century, Differential and Integral Calculus, textbooks, History of
Mathematics Education

1. Introduccion

Los investigadores que trabajan en la linea de investigacion de la Historia de la Educacién Matematica
han abordado su estudio desde diferentes perspectivas: desde el estado de las matematicas en el
contexto de la educacion general, el papel del profesor de matematicas, la funcién del libro de texto
en el contexto del proceso de ensefianza, la contribuciéon de los autores de libros de texto, la relacion
entre conocimiento cientifico y escolar, la determinacion cultural del conocimiento escolar, hasta la
transmision de conocimientos entre diferentes culturas, [1].

En este sentido, en el trabajo de Lines [2] se analiza la evolucion de las matematicas durante el siglo
XVl en la Universidad de Bolonia; Kastanis y Kastanis [3], centran su atencion en la
institucionalizacién de las matematicas en la ensefianza griega en la primera mitad del siglo XIX; en el
trabajo de Amadeo y Schubring [4] se discute y contrasta si los resultados matematicos que se le
atribuyen tradicionalmente a la Ecole Polytechnique de Paris surgieron realmente desde la institucién
francesa; y el trabajo de Furinghetti y Giacardi [5], indaga en la evolucion de la profesion del profesor
de matematicas en Italia entre 1810 y 1920.

Dirigiendo nuestra atenciéon a aquellas investigaciones realizadas a nivel nacional, destacan las
relativas a planes de estudios y legislacion [6-7], a las aportaciones a la Educacion matematica de
personajes relevantes [8], a las instituciones en las que se cultivaba el estudio de las matematicas [9-
10] o alos libros de texto usados para instruir la materia [11-12].

Entre sus distintas tematicas, la que analiza los libros de texto usados para la ensefianza de la
materia, ha cobrado especial interés en las ultimas décadas debido a que estos han sido hasta hace
poco, la principal via de divulgacién de conocimientos y fuente de informacién en las instituciones
escolares para alumnos y profesores. Estos constituyen elementos curriculares, que establecen qué
contenido se estudia o no, como se estructura ese contenido y qué tipo de problemas se trabaja en
cada época [13].

En este sentido su analisis nos permite identificar las bases del disefio curricular y el origen de las
dificultades de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas [14].

Centrando nuestra atencién en las investigaciones en Historia de la educacién matematica a nivel
internacional, encontramos la realizada por d'Enfert [15] en los libros franceses para la ensefianza de
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las matematicas publicados durante los siglos XIX y XX o por Beyer [16] en los libros usados en
Venezuela para la ensefianza de la aritmética en el periodo 1826-1912.

En Espafia destacan trabajos que usan el analisis de libros de texto para interpretar el tratamiento
didactico dado a un concepto o contenido matematico [17-18], la evolucién que ha seguido un
concepto o problema matematico a lo largo de la historia [19-20] o identifican criterios de actividad
didactica en los libros de texto [21].

De otro lado, son diversos los autores que han centrado su atencién en analizar la introduccién del
calculo infinitesimal en Espafia como disciplina cientifica [22-28]. Para Hormigén [27] Las
Matemadticas del siglo XVIII son el Cdlculo Infinitesimal (p. 48), de tal forma que aquellos libros de texto
que no inclufan cdlculo infinitesimal entre sus contenidos, excepto aquellos dedicados a alguna rama
especifica, se consideraban obsoletos.

A principios del siglo XVIII, en Europa se vive el conflicto entre Leibniz y Newton por el desarrollo del
calculo infinitesimal. Sin embargo, y a pesar de que la escuela inglesa sigue utilizando el método de
fluxiones -de concepcién puramente geométrica- y la notacién de Newton hasta principios del siglo
XVIII, son el trabajo con infinitésimos y la notacién de Leibniz los que se expanden rapidamente por
toda Europa [26].

Los estudios anteriores nos brindan la oportunidad de conocer a los primeros autores de libros de
texto que incluyeron al calculo infinitesimal entre sus paginas. Estos se usaron en instituciones
militares, como los de Pedro Padilla o Jorge Juan, y en instituciones religiosas, como el del Padre
Tomas Cerda [26]. Sin embargo, estos solo representaron un timido acercamiento a la ensefianza de
esta rama de las matematicas. No fue hasta finales del siglo XVIII, que fueron publicadas obras de
amplia difusién y extensidn, en las que se incluian contenidos sobre calculo diferencial e integral. Por
ello, el objetivo de este trabajo es analizar el tratamiento dado a los contenidos de calculo diferencial
e integral en los libros de texto publicados durante el dltimo cuarto del siglo XVIII en Espana.

A continuacién, se especifican las caracteristicas de la metodologia llevada a cabo en esta
investigacion, los resultados obtenidos y las conclusiones que pueden deducirse de estos.

2. Metodologia

Se trata de un estudio descriptivo y ex post facto, que se enmarca en el enfoque de investigacion de
tipo historico y que usa el método del analisis de contenido para interpretar los datos siguiendo las
pautas dadas en [29]. En concreto, nos centraremos en las categorias conceptual, formal y estructural,
que consideran el contexto histdrico y social en el que se ubica el libro de texto, la finalidad y
principales destinatarios de este y los conceptos, definiciones, procedimientos y estructura formal
que identifica las relaciones entre los contenidos utilizados [30]. Esta técnica ha sido ampliamente
utilizada en investigaciones de esta tematica en el area de la Educacion Matematica [17, 21, 31-32].
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Para la seleccion de las fuentes documentales, se tomaron como criterios que los libros incluyeran
contenidos de calculo diferencial e integral y estuvieran destinados a la instrucciéon de esta rama de
las matematicas, que estuvieran escritos en castellano y que hubieran sido publicados durante el
ultimo cuarto del siglo XVIII. Finalmente, los libros de texto seleccionados para el estudio fueron:

e Elementos de Matemdticas (1775-1894) (Tomo III) de Benito Bails.

e Elementos de Aritmética, Algebra y Geometria de Juan Justo Garcia (1782)

e (Compendio de Matemdticas Purasy Mixtas para instruccién de la juventud (1794-1802) (Tomo
I1) de Francisco Verdejo.

Para el andlisis de los libros se establecieron una serie de categorias de andlisis (Tabla 1) basadas y a
adaptadas del estudio realizado por Maz [33].

Categorias de analisis

Corriente cientifica

Influencias de cada obra

Conceptual
Finalidad de la obra
Destinatarios
Definiciéon de calculo infinitesimal, diferencial e
integral
Formal y Nocién de cantidad infinitamente pequefia
estructural

Nocidn de limite

Aplicaciones del calculo diferencial e integral

Tabla 1. Aspectos considerados en el analisis de los libros de texto. Fuente: elaboracion propia de los
autores.

3. Resultados
Este apartado ha sido divido en dos secciones: la caracterizacion de las obras y el tratamiento dado a
los contenidos sobre calculo diferencial e integral, segin las categorias definidas en el apartado

anterior. Los ejemplos que se han incluido en este trabajo se han tomado textualmente, de forma que
no se ha adaptado ni la grafia, ni la acentuacion, ni la puntuacioén a las actuales, respectivamente.
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3.1. Caracterizacion de las obras
3.1.1. Elementos de Matemadticas (1775-1894) (Tomo III) de Benito Bails

En 1759 se aprueba en la Academia de Bellas Artes de San Fernando, una reforma de las ensefianzas
de Arquitectura que plantea la necesidad de disponer de libros de texto actualizados y escritos en
castellano. Es a Bails al que se le confia la elaboracidn, bajo la supervision de Jorge Juan, de una obra
de caracter mdas elemental y otra mas amplia y avanzada (los “Elementos de Matemdticas”), que
sintetizara los conocimientos matematicos que los futuros arquitectos de la época debian adquirir
para alcanzar una adecuada formacion, [34].

La obra completa de los Elementos esta formada por 11 volimenes en 10 tomos, destinado cada uno
a diversas areas de las Matematicas, Fisica, Astronomia, y Arquitectura civil. En el tomo III, de 688
paginas, que fue publicado en 1779, se aborda el Calculo Diferencial e Integral.

Bails indica que para representar la diferencial usa la letra d, y no un punto, conforme estilan los
Ingleses [35, p. xviii], lo que es coherente con el hecho de que el autor se formara en universidades
francesas y contactara con destacados matematicos de la época como d’Alembert. Del mismo modo
indica que la letra S. que significa suma, y se pone antes de la diferencial cuya integral se quiere indicar
[35, p. 488].

Para esta parte se basa e incluso copia los ejemplos del “Curso de Matemdticas” (Tomo IV) que Bézout
[36] habia escrito para la instruccion de los Gardes du Pavillon y de la Marina (Figura 1) y en obras de
otros autores como L Hépital, Bougainville, Simpson, Emerson, Lacaille o Riccati.

que l'on fait précéder de la lettre 4 ; ainfi Pon écrit
d{x),d (52 32 ), d[ v (=" —a*)], &=
paréneesis 1a leera d de este modo d(xl) , J( §at = 3;;1-),
d('i.»".r‘-—ﬂ‘) &ee.
Figura 1. Extracto traducido del Tomo IV del “Cours de Mathématiques” de Bézout, [36].

3.1.2. Elementos de Aritmética, Algebra y Geometria de Juan Justo Garcia (1782)

Tras una polémica oposicién para cubrir la recién creada Catedra de Aritmética, Algebra y Geometria
de la Universidad de Salamanca, Juan Justo Garcia fue nombrado sustituto durante un periodo de seis
en el que tendria que demostrar sus conocimientos para continuar en el cargo. Fruto de ocho afios de
trabajo, y el estudio de libros de matematicas extranjeros entre los que se encontraban las obras
obligatorias para la preparaciéon de su oposicién, Wolf y Newton, nace “Elementos de Aritmética’,
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“Algebra y Geometria” en 1782 con el objetivo de modernizar el estudio de las matematicas en la
Universidad de Salamanca, que hasta la fecha estaban basadas en antiguas obras de astronomia, [37].

Tal y como indica en el Resumen histérico del origen, progresos y actual estado de las Matemadticas
puras con el que encabeza la obra, divide al libro de texto en tres ramas de las Matematicas:
Aritmética, Algebra y Geometria, e incluye en este dltimo los principios del calculo infinitesimal,
diferencial e integral en la que habla del ultimo semblante que ha tomado la Geometria con los cdlculos
diferencial é integral [38, p. xxiii]. En este resumen, incluye las obras de referencia nacional e
internacional para el estudio de esta rama de las matematicas, si bien deja claro que estas no suponen
un avance en la materia. Se trata de las obras de 1'Ho6pital, Bougainville, Simpson, Emerson, Euler, M.
Cousin, Le Seur y Jacquier, Riccati, d’Alembert, Bezéut o Benito Bails.

Tomando como referencia los “Elementos de Matemadticas” de Bails, Garcia denota también la
diferencial con la letra d junta d la cantidad cuya diferencia se quiera espresar [38, p. 354] y la integral
con la letra S, inicial de la palabra suma; porque integrar viene a ser lo mismo que sumar 38, p. 385].

3.1.3. “Compendio de Matemadticas Puras y Mixtas para instruccion de la juventud” (1794-
1802) (Tomo II) de Francisco Verdejo.

Verdejo compuso este libro de texto para que fuera utilizado en las clases que impartia tanto en los
Reales Estudios de San Isidro como en la Real Casa de los Desamparados, cuyos tomos se publicaron
en 1794 y en 1802 respectivamente [39].

El tomo II, que esta dividido en dos partes, incluyen los bloques que hablan “del infinito é
infinitamente pequefio, y las cantidades que se reducen & cero, de las Series, Equaciones superiores,
aplicacion del Algebra 4 la Geometria, Secciones conicas, Calculo infinitesimal, Dindmica é
Hidrodinamica y la Tabla de las gravedades especificas) [40, portada]. En desacuerdo con Juan Justo

Garcia, Verdejo [40] considera que el calculo diferencial, y el integral, forma parte del algebra.

El autor recomienda las lecturas de diversos tratados a aquellos lectores que quieran profundizar en
cada uno de los temas tratados. Asi para los limites, infinitos y cantidades infinitamente pequefias
recomienda los textos de Mr. Cusen y de Antonio Rosell; para la mecanica, el compendio de Benito
Bails; para la resolucion de ecuaciones superiores, los textos de Clairaut y Euler; o para la Hidraulica,
el libro de texto de M. Bossut.

Verdejo indica asimismo que sigue a Newton con respecto a considerar las cantidades como
producidas por la fluxién de uno de sus elementos [40, p. 119], sin embargo, elige usar la notacién de
Leibnitz, de forma que expresa con dx, a la fluxién primera de una variable x y la nombra diferencial
primera y con el signo S la integral de cualquier cantidad.
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3.2. Contenidos matematicos
3.2.1. Definicion de calculo infinitesimal, diferencial e integral

Tanto Bails como Garcia, quien toma “Elementos de matemadticas” como referencia en muchas partes
de su tratado, consideran que el calculo infinitesimal abarca el estudio del calculo diferencial y del
calculo integral, de hecho, en ambos tratados los autores organizan los contenidos incluyendo un
apartado introductorio titulado Cdlculo infinitesimal que utilizan para definir los conceptos y
propiedades fundamentales.

Los tres autores estan de acuerdo en denominar al Cdlculo Integral como el método inverso del
Diferencial, de tal forma que el Cdlculo Diferencial se ocupa de Dadas las cantidades, hallar que razon
hay entre sus incrementos [35, p. 227] y el Cdlculo Integral de Dados los incrementos de las cantidades,
averiguar la razon de las cantidades mismas, [35, p. 227].

Sin embargo, tras estas definiciones intuitivas de los objetivos del Cdlculo Diferencial y del Integral,
Bails quien evidencia un gran interés por aclarar los conceptos involucrados en esta rama de las
matematicas en su capitulo introductorio, utiliza variados ejemplos y propiedades para ello y ademas
concluye, siguiendo a Newton y d’Alembert que el Cdlculo Diferencial es el que averigua el limite de la
razon entre la diferencia finita de dos cantidades dadas, y la diferencia finita de otras cantidades que
tienen con las dos primeras una analogia conocida [35, p. 238].

Verdejo también opta por considerar el Cdlculo Diferencial como el limite de la razon de las cantidades
y la que nos ensefia a conocer las cantidades por medio de sus limites, se llama cdlculo integral [40, p.
7].

3.2.2. Nocion de cantidad infinitamente pequeiia

Bails hace uso de los Lemas Newtonianos para introducir el calculo diferencial e integral, con el
objetivo de aclarar el concepto de cantidad infinitamente pequena es primordial y, para ello, enuncia y
demuestra los lemas que ofrecen al lector las propiedades que verifican estas cantidades. Tras ello,
considera que el lector ya entiende que no son cantidades realmente existentes, [...]; son cantidades
menores que qualesquiera dadas; son el limite al qual se acercan, sin alcanzarse jamas, las cantidades
que van menguando, [35, p. 141].

Garcia y Verdejo optan por definir cantidad infinitamente pequeria en contraposicion al concepto de
cantidad infinita o infinitamente grande y apoyandose en el uso de ejemplos. Asi, Garcia [38] toma q
como el cociente de b/a de modo que si a va aumentando hasta llegar d ser infinita, ird q disminuyendo
hasta llegar a ser cero (p. 350). Verdejo [40] elige un ejemplo similar y amplia el razonamiento
anterior afirmando que el cero es el limite de las cantidades que decrecen continuamente hasta
desvanecerse, y dicha cantidad se llama: cantidad infinitamente pequena (p. 2).
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3.2.3. Nocion de limite

Tal y como hemos visto en el apartado anterior, los autores no abordan el concepto de limite de
manera directa; lo hacen cuando tratan de aclarar el concepto de cantidad infinita o infinitamente
pequefia. Bails elige en primer lugar un ejemplo de tipo geométrico en el que demuestra como la
tangente a una curva por un punto es el limite de las rectas secantes AB cuando B se va acercando
cada vez mas al punto fijo A (Figura 2).

CK

D 142
P

E € B

; “Z

Figura 2. Tangente de una curva como limite de rectas secantes [35, plana 266].

También escoge un ejemplo analitico para aclarar que las rectas secantes se acercardn mas a la
tangente cuanto mas se acerque el punto B al A, al mismo tiempo que explica la diferencia que existe
entre la razén de dos cantidades que tienden a cero y la razén entre dos cantidades que son
exactamente cero:

Supongamos dos cantidades, tales que la una sea igual al duplo mas al quadrado de la otra, por
manera que llamando la primera a y la segunda b sea a=2b+bb. Es evidente 12 que la razon
entre a y b sera siempre mayor que el nimero 2, mientras a y b tuvieren algun valor 22 que la
razon entre a y b se aproximara tanto mas 4 valer 2, quanto se quisiere al nimero 2, tomando
la primera cantidad tan pequefia como fuere menester [...]. Por consiguiente sera el namero 2
el limite de la razon de dichas dos cantidades; quando llegare a ser nula b, también llegara a
ser a evidentemente nula, en cuyo caso no habra ni podra haber razon alguna entre a y b. [35,
pp. 239-240].

Garcia y Verdejo coinciden en usar otro tipo de ejemplos. En primer lugar, usan la expresiéon 1/b en la
que aumentan o disminuyen sucesivamente su denominador para indicar que el cero es el limite de las
cantidades que decrecen continuamente hasta desvanecerse [40, p.1] y que el infinito es el limite de lo
finito, [40, p.2].

Usan asimismo los términos de la serie %, %, 1/8, 1/16,... para demostrar que quanto mayor sea el
numero de sus términos, mas se acercard la suma de todos ellos d valer 1, [40, p.2]. O también indican
que el circulo se puede llamar polygono de infinitos lados, es decir, que el circulo es el limite de quantos
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polygonos se le quieran inscribir ¢ circunscribir, al qual se acercardn tanto mas, quantos mas lados
tengan [38, p.351].

3.2.4. Aplicaciones del calculo diferencial e integral

Todos los autores coinciden en proponer aplicaciones al calculo de diferenciales e integrales. La tabla
2 resume los tipos de aplicaciones que cada autor incluye en cada obra.

Bails | Garcia | Verdejo
[35] [38] [40]
Tangentes y normales de las curvas X X X
Perpendiculares de las curvas X X
Asintotas de las curvas X X
Limites de abscisas y ordenadas de las curvas X X X
Piferencial Maximos y minimos de las curvas X X X
Problemas de maximos y minimos X X X
Puntos singulares: multiplos y de inflexién de las X X X
curvas
Curvatura de las curvas X X X
Cuadratura de las curvas X X X
Rectificacion de las curvas X X X
Integral Solidez de cuerpos X X X
Superficies curvas de los s6lidos X X X
Ecuaciones diferenciales X

Tabla 2. Aplicaciones al calculo diferencial e integral incluidas por cada autor. Fuente: elaboracion
propia de los autores.

4. Conclusiones

Desde finales del siglo XVIII, las distintas escuelas, academias y universidades espafiolas se hicieron
eco de la necesidad de establecer libros de texto que tanto alumnos como profesores pudieran seguir
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en sus clases. Por lo general, fueron los propios profesores los que se marcaron el objetivo de
redactarlos y publicarlos de manera que su contenido se ajustara mejor a los fines de la institucion en
el que se iba a utilizar y a las competencias que debian adquirir los estudiantes. Pero para poder
alcanzar el nivel en el que se encontraban las instituciones europeas, en cuanto a los avances
cientificos, estos autores se propusieron viajar para formarse en centros extranjeros o invertir tiempo
y dinero para comprar y estudiar con los libros de texto que se estaban usando en Europa para la
instruccidn de las matematicas.

Es por ello por lo que en lo que respecta a la rama del Calculo Diferencial e Integral, los libros de texto
publicados a finales del siglo XVIII que han sido analizados en este trabajo tienen influencias de la
escuela inglesa y hablan de los términos como fluxiones o fluentes, aunque a la hora de trabajar eligen
la notaciéon de Leibnitz para notar diferenciales e integrales. Los resultados evidencian que los
contenidos incluidos en todos los libros son similares, si bien es cierto, en cuanto a la secuenciacion
de contenidos, a la redaccion y a la eleccion de ejemplos, que Garcia usé los Elementos de matemdticas
de Bails [35] como referencia para la redaccion de su obra.

Llama la atencion, asi mismo, la presentacion intuitiva, el uso y las aclaraciones a través de diversos
ejemplos que los autores hacen del término limite, a pesar de que el concepto ain no habia sido
formalizado matematicamente.
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