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Resumen

Una de las dificultades que encuentra el estudiante que ingresa a la Universidad, es el abordaje de la prueba
matematica, proceso que conlleva implicito el conocimiento del lenguaje y la epistemologia de esta ciencia. Estas
dos ultimas cuestiones son practicamente desconocidas en el ciclo medio de Argentina, pues en este nivel,
mayoritariamente, la matematica que se presenta, hace mostracion de objetos matematicos y sus propiedades sin
demostracion. El ciclo medio en Argentina se lleva a cabo entre los 13 y 18 afios. El objetivo de este curso es instruir
al docente de nivel medio y universitario en el conocimiento de una ingenieria didactica que optimice el proceso de
ensefianza y de aprendizaje de la demostracion de proposiciones matematicas verdaderas.
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Abstract

One of'the difficulties that the student who enters University faces is the approach of the mathematical proof, which
is a process that implies the knowledge of mathematical language and the epistemology of this science. The latter
two matters are practically unknown in the middle education cycle (13-to 18-year-old students) of Argentina, since
at this level, the mathematical doing mostly shows mathematical objects and their properties without demonstration.
The objective of this course is to provide the university and middle education teacher with the knowledge of a
didactic engineering that optimizes the teaching and learning process of the demonstration of true mathematical
propositions.

Key words: demonstration, didactic model, constructive learning

Introduccion

Cuando se le pide una demostracion a un estudiante, este recurre a la verificacion aunque es consciente
que no es el proceso adecuado para establecerse como prueba. No obstante, lo hace, posiblemente debido
al hecho que en la cotidianeidad y en las ciencias experimentales la verificacion es el método de prueba
usual. Este proceso se repite ostensiblemente, y no de forma aislada. Se trata de una reaccion muy general,
cuando el estudiante no puede llevar a cabo una prueba o no se le ocurre como generarla. El estudiante
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universitario de Ciencias Naturales e Ingenieria tiene profundas dificultades para comprender, reproducir
y generar demostraciones matematicas.

El objetivo de este curso fue instruir al docente universitario en el conocimiento de una ingenieria didactica
que optimice el proceso de ensefianza y de aprendizaje de la demostracion matematica.

Se presentd este curso a un grupo de docentes de nivel medio y superior que en su praxis demanda la
necesidad y uso de la argumentacion como nucleo central de los procesos de validacion que los estudiantes
de nivel medio y superior requieren. La cuestion se direcciond esencialmente a la presentacion de una
ingenieria didactica destinada a optimizar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la demostracion y la
forma de llevar a cabo las secuencias argumentativas que se hallan implicitas en este proceso.

Marco teorico

El término ingenieria didactica se utiliza en didactica de las matematicas con una doble funcion: como
metodologia de investigacion y como producciones de situaciones de ensefianza y aprendizaje, conforme
mencion6 Douady (1996, p. 241)

. el término ingenieria didactica designa un conjunto de secuencias de clase concebidas,
organizadas y articuladas en el tiempo de forma coherente por un profesor-ingeniero para
efectuar un proyecto de aprendizaje de un contenido matematico dado para un grupo concreto
de alumnos. A lo largo de los intercambios entre el profesor y los alumnos, el proyecto
evoluciona bajo las reacciones de los alumnos en funcion de las decisiones y elecciones del
profesor. Asi, la ingenieria didactica es, al mismo tiempo, un producto, resultante de un
analisis a priori, y un proceso, resultante de una adaptacion de la puesta en funcionamiento de
un producto acorde con las condiciones dindmicas de una clase.

Artigue (1998) distingue varias dimensiones ligadas a los procesos de construccion de ingenierias
didacticas, distinguiéndose una dimension epistemoldgica que se asocia a las caracteristicas del saber
enfocado a la accion. Por otro lado, debe tenerse en cuenta la dimension cognitiva que se asocia a las
caracteristicas cognitivas de los estudiantes que son foco del proceso de ensefianza y finalmente una
dimension didéctica que se asocia a las caracteristicas del funcionamiento del sistema de ensefianza
utilizado.

El estudiante universitario de Ingenieria y Ciencias Naturales, tiene dificultades para comprender,
reproducir y generar demostraciones matematicas, confundiendo acciones como demostrar y verificar. El
estudiante procede, en general, cuando se le pide una prueba, desde el empirismo ingenuo (Balacheft,
2000), considerando que la prueba consiste en la exhibicion de algunos casos particulares sin un criterio
formado al hacerlo. En muchos casos, cuando le es requerida una prueba que el docente ya expuso en
clase, vuelven a recurrir a la verificacion ignorando lo expuesto. Por otro lado, estan aquellos que repiten
lo que el docente realiz6 pero de modo mecanico, ritual y sin comprension. Cabe preguntarse entonces:
(Es necesario ensefiar a demostrar?; ;Con qué objetivo?; ;Codmo es posible guiar al estudiante para que
sea capaz de respetar el proceso deductivo cuando realiza la demostracién de proposiciones matematicas?;
(Qué estrategias pueden utilizarse para que realice este proceso desde el razonamiento y no desde la
memoria repetitiva?
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Existen numerosos trabajos descriptivos sobre la demostracion matematica y fundamentalmente estan
referidos a demostraciones en geometria. Se citan algunos de ellos a continuacion.

Bell (1976) plantea que la demostracion (formal o no) puede tener diversos objetivos en matematica:

Verificacion: cuando se intenta asegurar la veracidad de una afirmacion.; lluminacion: cuando ademas de
asegurar su veracidad, permite entender por qué es cierta una afirmacion.

Sistematizacion: cuando permite organizar el enunciado demostrado en un sistema de axiomas,
definiciones y otros teoremas.

Bell (1976) se propuso analizar los intentos de los estudiantes por construir demostraciones o elaborar
explicaciones en situaciones matematicas elementales y compar6 la forma en que difieren de los usos de
la demostracion que realiza un matematico profesional. A la luz de este analisis, elabor6 una clasificacion
de los tipos de respuestas que un estudiante puede arrojar, a través de una categorizacion que distingue
entre: empiricas y deductivas. La primera se caracteriza por el uso de ejemplos como factor esencial para
la certeza mientras que la segunda se caracteriza por la utilizacion de la deduccion como elemento conector
con las conclusiones.

Harel & Sowder (1998) basados en estudios realizados por otros investigadores definen los denominados
esquemas de demostracion (proof scheme) y realizan una clasificacion de dichos esquemas definiendo
previamente dos conceptos vitales imprescindibles para comprender los esquemas citados. Indagar
(ascertaining) es el proceso que un estudiante utiliza para suprimir sus dubitaciones acerca de la verdad
de una observacion. Persuadir (persuading) es el proceso que un estudiante utiliza para suprimir las
dubitaciones de otros sobre la verdad de una observacion. El esquema de demostracion del estudiante es
lo que constituye las acciones: indagar y persuadir para este.

Por otro lado, Leron (1983) y Solow (1992) proponen estrategias para llevar a cabo el proceso
demostrativo, como se describe brevemente a continuacion.

Leron (1983) propone un método denominado “estructural”, inspirado por las ideas informaticas que
surgieron en los ochenta y repercutieron indiscutiblemente para posteriores avances. La idea basica que
subyace es presentar las demostraciones en clase en diferentes niveles de gradualidad, procediendo desde
las ideas elementales de la prueba hacia la conclusion, de manera escalonada y fragmentada. La ventaja
principal de presentar asi una demostracion es que permite una comunicacion mas fluida generando en el
estudiante un aprendizaje significativo. A diferencia de la prueba tradicional que se desarrolla desde la
hipdtesis a la tesis, la prueba estructural se desarrolla como un ‘diagrama de flujo’, focalizando
determinadas partes de la prueba, con el objetivo de facilitar la comprension de estas y generar la
comprension global de la prueba completa.

Solow (1992) sostiene que si se tiene que realizar una demostracion del tipo: si A entonces B, se dice que
se usa un metodo progresivo, tomando A como cierto llegamos a B, y que se usa uno regresivo cuando se
busca un método para demostrar que B es verdadero, partiendo del supuesto de que B es verdadero. Ambos
métodos se relacionan entre si cuando se trabaja con B de tal forma que se llega a A y luego se toma A'y
se llega a B, obteniéndose asi el método conocido como regresivo-progresivo. El proceso regresivo se
inicia preguntando: ;Cémo o cuando puedo concluir que la proposicion B es verdadera? El proceso de
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demostracion se comienza regresivamente, planteando lo que Solow denomina: "pregunta de abstraccion"
que consiste siempre en un planteo de la forma: ";Cémo o Cudndo puedo concluir que la proposicion B
es verdadera?". La pregunta debe ser formulada de un modo abstracto y sin hacer referencia alguna al
problema concreto que genero. La respuesta a la pregunta de abstraccion es un proceso de dos fases.
Primero hay que dar una respuesta abstracta, para después aplicar esta respuesta a la situacion especifica.
La forma en que sea formulada esta pregunta juega un papel decisivo. Por ejemplo, si tiene que probarse
que el cuadrado de todo nimero entero par es par, la pregunta de abstraccion seria para el planteo de esta
prueba: ;Cémo puedo demostrar que un numero al cuadrado es par? Se puede responder esta pregunta en
términos no tan abstractos, diciendo que esto puede ocurrir cuando se puede expresar al nimero como el
producto de 2 por otro entero.

Presentacion de la ingenieria didactica

El lenguaje matematico tiene tres facetas claramente definidas: coloquial, que se expresa a través del
lenguaje natural del individuo; visual, que se expresa a través de la visualizacion conceptual, que puede
ser desde un simple diagrama a mano alzada a la grafica realizada por un software y finalmente el lenguaje
simbolico, que es propio de la Matematica. La epistemologia de la Matematica se basa en el razonamiento
y la abstraccion y su desarrollo en el estudiante requieren de un entrenamiento en el conocimiento y la
adquisicion de destrezas del Lenguaje Matematico.

Como producto de la investigacion llevada a cabo por D’Andrea, Curia y Lavalle (2012) sobre el
razonamiento deductivo utilizado por estudiantes de Ciencias Naturales e Ingenieria, en el proceso de
validacion de proposiciones matematicas, se gener6 un diagnostico que permitié la construccion de una
ingenieria didéctica apropiado para incentivar el abordaje de la demostracion matematica. El diagndstico,
postula lo siguiente:

El estudiante ingresante a Carreras de Ciencias Naturales e Ingenierias requiere en los cursos
de Matematica del curriculo de la carrera elegida comprender la demostracion de
proposiciones y teoremas. Tiene profundas dificultades para comprenderlas, y mas ain para
reproducirlas, producto del retardo del desarrollo del pensamiento formal y la supresion de
desarrollos tedricos en el area matematica en el ciclo medio. A esto se suma la experiencia
personal de los docentes que valoran la formacion recibida en la demostracion de
proposiciones y teoremas pero que paralelamente reniegan de aprendizajes memoristicos
implicitos en estas cuestiones y como consecuencia de estas experiencias y la reticencia de los
estudiantes a incorporar estos contenidos debilitan estos procesos en el aula y por ende a la
Matematica, al no exponer debidamente la epistemologia que le es propia. (D"Andrea et al,
2012, p.130)

Esta ingenieria se perfila a través de una serie de estrategias presentadas como una secuencia de tareas
cuyo objetivo es lograr un aprendizaje comprensivo, significativo y constructivo con una perspectiva
implicita que permita desarrollar un pensamiento 1l6gico que pueda ser extrapolado a otras disciplinas. Si
bien la secuencia de tareas es eminentemente conductista, su aplicacion cotidiana en el desarrollo de los
diferentes cursos de Matematica, puede finalmente conducir a una actitud constructivista del estudiante,
ya que tal secuencia induce al fortalecimiento de una habilidad ‘dormida’ en este y es la actividad
‘demostrar’, que estimula la praxis argumentativa, que se sostiene totalmente en el razonamiento. Para el

- 337 -



Oame =Y Acta Latinoamericana de

Matematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 31, NUMERO 1, ARO 2018

desarrollo en clase de la actividad consistente en la demostracion de una proposicion, que permita una
secuencia inmediata de apropiacion como consecuencia de la comprension, se sugiere seguir las siguientes
etapas:

1. Comprension y Apropiacion del Lenguaje Matematico. Esta etapa es el prolegomeno a las siguientes y
consiste en permitir al estudiante el acceso, comprension y apropiacion del Lenguaje Matematico. Para un
acercamiento efectivo del estudiante a este Lenguaje, el docente debera disefar y seleccionar estrategias
y material didactico que apunten a un aprendizaje constructivo y comprensivo. La comprension y
apropiacion del lenguaje requiere que el estudiante conozca: La utilizacion de conectores proposicionales:
conjuncion; disyuncion inclusiva y exclusiva; implicacioén y doble implicacion; negacion. Las condiciones
que pueden presentarse en una implicacion o condicional. Las implicaciones asociadas que se hallan
implicitas en un condicional cualquiera. Las reglas fundamentales del algebra de proposiciones:
Involucion; De Morgan; Negacion de una implicacion, entre otras. Los métodos de demostracion de
implicaciones.

Los contenidos citados deben ser expuestos con una profusa cantidad de ejemplos, extraidos de contenidos
del ciclo medio que son revisados, usualmente, en el curso propedéutico que antecede el inicio de las
Carreras de grado universitarias.

Carece de sentido el planteo de las etapas siguientes, si el estudiante no tuvo la posibilidad de acceder al
Lenguaje Matematico. Esta etapa debe ser el comienzo de los cursos iniciales de Matematica de la carrera
escogida por el estudiante.

2. Presentacion del teorema o proposicion a demostrar: En este punto se presenta al estudiante el teorema
0 proposicion a demostrar, en su estructura formal.

Las tres etapas siguientes tienen ordenes indistintos y esto obedece a que el estudiante puede apropiarse
de la comprension de la proposicion a demostrar desde la perspectiva de su propio lenguaje, la
visualizacién o la simple accién de la verificacion.

3. Interpretacion coloquial: En esta etapa se propone al estudiante que intente explicar coloquialmente,
lo expuesto formalmente en el item anterior. Con esta etapa se generaria la comprension desde el lenguaje
coloquial. Esta etapa constituye la parte crucial del proceso de aprendizaje.

4. Verificacion: En esta etapa el estudiante es instado por el docente a verificar por si mismo la proposicion
a demostrar debiendo generar minimamente dos ejemplos. Ejemplos que no deben ser elegidos
aleatoriamente, sino teniendo en cuenta que deben cumplir lo planteado por las hipétesis de la proposicion.

5. Visualizacion: En esta etapa, el estudiante nuevamente es instado por el docente, pero esta vez a
visualizar la proposicion a demostrar. La visualizacion puede ser una interpretacion geométrica si asi
correspondiera, a través de un simple esquema, dibujo, figura a mano alzada o a través del software. La
proposicion podria no tener una interpretacion geométrica, pero un esquema visual que muestre la
secuencia de lo que expresa conceptualmente, puede contribuir notablemente a su comprension.

6. Simbolizacion: Luego de la explicacion coloquial, la verificacién y la visualizacion, entonces debe
retomarse la estructura formal de la proposicion a demostrar. La comprension de la expresion simbolica

-338 -



Clame - p Acta Latinoamericana de

Matematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 31, NUMERO 1, ARO 2018

de la proposicion a demostrar ya tiene otra accesibilidad para el estudiante, penetrando de esta forma en
el proceso de abstraccion, imprescindible para llevar a cabo la prueba formal.

7. Elementos vitales de la proposicion: En esta etapa el estudiante debe identificar la hipotesis de la
proposicion a demostrar; las hipdtesis implicitas y la tesis.

8. Contenidos implicitos de la proposicion: En esta etapa el estudiante debera identificar que estructuras
conceptuales estan implicitas en la proposicion a demostrar. Esto de alguna manera est4 incluido en la
etapa anterior en las hipotesis implicitas.

9. Abstraccion: En esta etapa, el docente guia al estudiante en la formulacion de la clasica pregunta de
abstraccion postulada por Solow en su método regresivo—progresivo. Esta pregunta, en la exposicion de
la proposicion a demostrar, debe ser formulada al grupo de estudiantes con el objetivo de generar discusion
y planteos personales.

10. Guia Secuenciada de la demostracion: Si la proposicion a demostrar es en extremo constructiva y
compleja de modo que el estudiante no pueda abordarla por si mismo, es recomendable la presentacion
secuenciada y detallada de la misma como se detalla a continuacion. Si la proposicion no requiere de
grandes artificios para la construccion de su prueba, es importante invitar al estudiante a llevarla a cabo
por si mismo, a través de una Guia Secuenciada de instrucciones que contemplen el paso a paso de la
prueba en cuestion para, propiciar la construccion de esos razonamientos de forma autonoma. Esta Guia
Secuenciada permitird observar la demostracion una vez realizada desde una perspectiva global hacia
perspectivas mas focalizadas, posibilitando la construccion de la prueba, generando aprendizajes
comprensivos y significativos y no un conocimiento inerte sin interaccion. Se recomienda que, si la
proposicion reviste complejidad, el docente la exponga detalladamente, y al finalizarla invite al estudiante
a que intente reproducirla de forma aproximada con la Guia Secuenciada antes descripta, o bien que ¢l
mismo la genere, o también, que elabore una serie de preguntas relacionadas a la argumentacién que
conduce a la prueba. Esta serie de preguntas también podria ser un disparador inicial para el estudiante a
los efectos de la construccion del razonamiento que constituye la prueba. La idea que subyace a esta Guia,
es que el planteo de las pruebas no sea una instancia formal, sino que se integre a la practica cotidiana. Es
decir, que la préctica tradicional, no esté formada por clasicos ejercicios de aplicacion de las estructuras
conceptuales y las proposiciones asociadas a estas o simplemente aplicacién de algoritmos sino, que la
teoria se articule con la practica de forma natural.

Por razones de espacio, se consideran a continuacion algunos ejemplos que corresponden a la construccion
de la Guia Secuenciada que es en definitiva el nicleo central de la ingenieria didactica propuesta y que
permite al estudiante una aproximacion inicial a la construccion del proceso argumentativo.

1. ;Cémo puede probarse que el cociente entre dos nimeros complejos, expresado en forma polar, es otro
numero complejo cuyo moddulo es el cociente de los modulos y su argumento es la diferencia de los
argumentos de los complejos dados?

Guia Secuenciada: Considerar que el cociente entre dos numeros complejos z y z’ arroja un cierto
resultado (darle un nombre simbdlico) y despejar luego z o z’ en funcidn de los otros dos. Expresar ambos
miembros de la igualdad planteada, en forma polar y luego de tener en cuenta la propiedad del producto
de ntimeros complejos en forma polar. Considerar la definicion de igualdad entre nimeros complejos,
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correspondiente al formato polar. Aplicada la definicidon, deben despejarse los valores del modulo y el
argumento del nimero complejo resultado del cociente al cual se le otorgd un nombre al comienzo de la
prueba. Tener presente que tal definicion debe considerarse particularmente para k = 0.

2. Si f:[a,b] = R es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b) entonces, cualesquiera sea x €
(a,b): f'(x) > 0 = f es estrictamente creciente en (a, b). ;Como puede demostrarse que la funcidon de
la hipdtesis es estrictamente creciente si la funcion derivada primera es positiva?

Guia Secuenciada: Considerar la funcion de la hipotesis, y un subintervalo de la misma, que puede
llamarselo, por ejemplo: [x,y] € [a, b]. Luego, aplicar a la funcion f el teorema del valor medio del
Célculo Diferencial en el subintervalo considerado, previa verificacion del cumplimiento de las hipotesis
del teorema citado. Posteriormente analizar el signo de la expresion obtenida y teniendo en cuenta la
hipdtesis sobre el signo de f'(x) y la definicion de funcion estrictamente creciente, se podra arribar a la
tesis.

Conclusiones

El estudiante cuando comienza a familiarizarse con la demostracion, tiene dificultades para comprender
la exposicion del proceso deductivo y argumentativo de las proposiciones matematicas que realiza el
profesor en el aula. Sin embargo, es consciente acerca de lo requerido por este, cuando se le pide una
demostracion, comprendiendo que la verificacion no es el proceso adecuado para establecerse como
prueba, asimismo recurre a este, probablemente debido al hecho que en la cotidianeidad y en las ciencias
experimentales la verificacion es el método de prueba usual y no esta habituado a la abstraccion que
caracteriza este tipo de procesos matematicos. Se trata de una reaccion muy general, cuando el estudiante
no puede llevar a cabo una prueba o no se le ocurre como generarla. En el marco tedrico se citaron algunos
de los muchos trabajos acerca de los modos de demostrar del estudiante, basados exclusivamente en
demostraciones geométricas, ya que la visualizacién contribuye notablemente a la tarea de este tipo de
pruebas, enfocandose el problema de la demostracion sobre esta rama de la matemdtica. También se
citaron algunos que, de modo general, pergefiaron acciones que permiten facilitar el proceso demostrativo.
En congresos y en visitas a diferentes universidades, a través de la conversacion con profesores y
estudiantes cuando se les pregunta especificamente a los docentes acerca de su actitud con los estudiantes
frente la demostracion, muchos llegan a decir que es una empresa imposible, por ende, admiten que
debilitan y hasta anulan el proceso deductivo en el aula.

La ingenieria didactica presentada se propone que el estudiante genere una actitud reflexiva frente a la
instancia del proceso demostrativo. La etapa correspondiente a la Guia Secuenciada, es una alternativa
interesante que permite conducirlo hacia este objetivo, pero también es una ‘muletilla’ que con el tiempo
debe ser dejada para poder permitir un desarrollo mental autonomo. Que el estudiante de Ciencias
Naturales e Ingenieria realice demostraciones en los cursos de Matemadtica obligatorios en su curriculum
es muy importante ya que constituyen el ‘embrioén’ de las reflexiones y razones que deberan hacer uso en
su futuro desempefio profesional de acuerdo a la carrera de grado elegida. Pero estas demostraciones para
que realmente jueguen un papel efectivo deben dejar de tener un caracter eminentemente ritual y jugar un
rol central configurando un aprendizaje significativo.
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