Revista DE EDUCACION MATEMATICA
Volumen 35, N° 2 (2020), paginas 5-20 B
Unién Matemaética Argentina - Famar (UNC)

Articulo de Matemitica

LA MATEMATICA DE LAS EPIDEMIAS

Pablo Amster

ResuMEN. En este articulo se presentan las ideas principales de la version discreta
del modelo SIR (Susceptibles, Infectados, Recuperados), que se emplea para des-
cribir las epidemias y se ha convertido en protagonista impensado en los tiempos
actuales. Se muestran las propiedades basicas que rigen el comportamiento de las
curvas de susceptibles e infectados y algunos ejemplos numéricos elementales.

Asstract. This article introduces the main aspects of a discrete version of the SIR
model, which is employed to describe the propagation of infectious diseases and
has become an unexpected protagonist of the present times. The basic properties
that rule the behaviour of the curves of susceptible and infected individuals are
shown, and elementary numerical examples are given.

§1. Introduccién: ;Qué curva hay que aplanar?

A lo largo de esta pandemia hemos escuchado, cada vez con maés frecuencia,
consignas como ‘Hay que aplanar la curva’ o incluso otras mas especificas: "Te-
nemos que bajar el R’. Es claro que esto no es un pedido directo a la poblacién,
pero se traduce en acciones concretas que afectan nuestras vidas: aislamiento so-
cial, uso de barbijos, etc. En este articulo veremos las nociones bésicas de la herra-
mienta matemadtica mds conocida para estudiar la propagacién de enfermedades
infecciosas: el modelo SIR.

La version habitual de este modelo consiste en un sistema de ecuaciones dife-
renciales, aunque por simplicidad nos ocuparemos aqui tiinicamente de la versién
discreta, vale decir, de un sistema de ecuaciones en diferencias. En el fondo, esta
simplificacién es razonable si se piensa que los datos no nos llegan de manera
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continua sino espaciada: por ejemplo, los informes diarios del ministerio de sa-
lud. Por otra parte, la version discreta es suficiente para capturar las propiedades
esenciales del modelo y nos permitirdn entender en qué consiste ese dichoso (al
menos cuando es bajo) valor llamado R. Finalmente, un detalle que no es menor:
para plantear las ecuaciones en diferencias solo se requiere matematica elemental
y, en consecuencia, el modelo SIR discreto puede ser una excelente motivacién pa-
ra trabajar con los estudiantes y procesar mejor toda la informacién que nos llega
sobre estos temas. En lo que sigue, para referirnos al modelo original de ecuacio-
nes diferenciales, emplearemos la expresiéon ‘modelo continuo’.

El SIR es un modelo de los llamados compartimentales, pues supone que la po-
blacién se divide en compartimentos, que en este caso son tres: Susceptibles, Infec-
tados y Recuperados. Pero no se trata —por emplear un lugar comtn- de comparti-
mentos estancos, sino que los individuos se mueven de un grupo a otro, generan-
do una dindmica que nos interesa analizar, ya que determina cuantos infectados
habrd, cudndo se produce el famoso "pico", etc.

El articulo esta organizado de la siguiente manera. En la préxima seccién se
presentan algunas generalidades y una breve resefia histérica de los modelos ma-
tematicos para la propagacion de enfermedades infecciosas. Los fundamentos es-
pecificos del modelo SIR se describen en las secciones §3 y §4. Las tres secciones
siguientes estdn dedicadas a las propiedades bésicas del sistema, la exponencia-
lidad inicial y el comportamiento asintético de las curvas de susceptibles e infec-
tados. En la seccién §8 se muestran algunos ejemplos numéricos elementales y
finalmente, en la tltima seccién, se brindan estimaciones del niimero maximo y
el nimero total de infectados a lo largo de la epidemia.

§2. Modelos matematicos para las epidemias

El estudio de las epidemias es casi tan antiguo como la civilizacién. Se suele
hacer mencién del Papiro de Ebers (aproximadamente 1500 a.C.) como el primer
documento médico referido a enfermedades infecciosas; mas especificamente, a
unas fiebres pestilentes que —segtn se cree— eran de malaria. A lo largo de los
siglos, fueron apareciendo estudios méds o menos sistemdticos sobre las distintas
epidemias, aunque el desarrollo e implementacién de modelos matemaéticos rigu-
rosos comenzaria recién en el siglo XX. Un antecedente notable del modelo SIR
es el trabajo sobre la viruela que en 1760 present6é Daniel Bernoulli ante la Acade-
mia de Ciencias (Bernoulli, 1766) y discutido por algunos matematicos célebres
como d’Alembert, que sin embargo no fue adoptado oficialmente: una prueba de
ello es que el mismisimo rey Luis XV de Francia muri6é unos afios después: jde
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viruela! Esto deja una moraleja bastante clara: no estaria mal que todos los go-
bernantes prestaran mayor atencién al consejo de los cientificos.' Pero fue Ronald
Ross, un médico nacido en la India quien, después de afios de investigar precisa-
mente sobre la malaria y nombrado —también precisamente— Sir en 1911, habria
de destacar la importancia de los modelos matematicos segtin se cita por ejemplo
en (Martcheva, 2015; Weiss, 2013):

En rigor toda la epidemiologia, relacionada como estd con la variacién de una
enfermedad en el tiempo y de un lugar a otro, debe ser considerada matemdti-
camente, sin importar cudntas variables implicadas haya, si es que se la quiere
considerar de manera cientifica."

Pero dicha importancia va mds alld de una mera des-
cripcién: como se afirma en (Weiss, 2013), muchos as-

pectos fundamentales en la evolucion de los procesos | THE FREVENTION
OF MALARIA

BEH, FACE, B

requieren modelos matematicos para entenderlos y ac- whd Lt

epidémicos no se deducen directamente de los datos y

WITH CONTRIMITIONS BY

tuar en consecuencia. Por tal motivo, como punto cru-
cial en esta historia podemos situar el afio 1927, cuando
William Kermack y Anderson McKendrick (Kermack &
McKendrick, 1927) introdujeron el primer modelo ma-
temético completo en epidemiologia, con el que anali-

zaron una epidemia de peste en India de 1906. Se trata, _

ni mas ni menos, del modelo SIR, que se apoya en tra- i UG A oy
bajos previos de Ross y William Hamer.

La idea principal es tan sencilla que parece tautols-
gica: las enfermedades infecciosas se transmiten por el pigypa 1. Portada original de
contacto entre un individuo infectado y otro suscepti- (Ross, 1910)
ble. La clave, por supuesto, se encuentra en la forma
precisa en que esto ocurre e involucra varios factores, ya que no solo importa la
cantidad promedio de contactos de cada individuo (por unidad de tiempo) sino
también la proporcion, en cada momento, de individuos susceptibles de ser con-
tagiados. Pero ademds hay que tener en cuenta que no todo contacto implica ne-
cesariamente un contagio: a esto se le asigna una probabilidad, que varia sustan-
cialmente de una enfermedad a otra. Finalmente, se tiene en cuenta también el
tiempo que dura la enfermedad, pues alguien que esté infectado durante muchos
dias potencialmente va a contagiar un nimero mayor de individuos. Estos factores

a veces se compensan: por ejemplo, para un virus como el HIV la probabilidad de

A modo de curiosidad, cabe mencionar que los rumores (o acaso fake news) de la época eran que
Luis XV muri6 de sifilis. Como se menciona en (Serra, 2015), "Su ajetreada vida sexual y el nombre
similar de ambas enfermedades en francés (petite vérole = viruela; grande vérole = sifilis) dieron pie
al malentendido".
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8  Pablo Amster

contagio es baja, pero una persona infectada puede contagiar a lo largo de varios
anos.

El modelo SIR bésico supone, como dijimos, tres grupos: susceptibles, infecta-
dos y recuperados. Se asume que la poblacién es constante, es decir, no se pro-
ducen nacimientos o muertes. Esto puede parecer una simplificacién exagerada,
al estilo de los célebres caballos esféricos, especialmente cuando se trata de una
enfermedad que se lleva cada dia la vida de miles de personas. Sin embargo, lo
que significa es que se trata de un sistema cerrado, en el que no se suman ni se res-
tan individuos a la poblacién. Tanto los infectados que se curan como los que se
mueren pasan del grupo I al grupo R. Esta forma de plantearlo dio lugar, en los tl-
timos tiempos, a algunos comentarios poco felices; por eso hay quienes prefieren
resignificar la letra inicial del grupo y hablar de removidos en vez de recuperados.
Desde el punto de vista del modelo, la cuestién no cambia, pues lo que importa
es que se trata de individuos que dejaron de estar infectados y, en consecuencia,
ya no contagian. Y ademads, detalle importante, también se asume que adquie-
ren inmunidad, al menos temporaria, es decir: no pueden volver a contagiarse. Esto
diferencia el SIR de otros modelos como el SIS, en el que la segunda S vuelve a
significar "susceptibles": por ejemplo, esto ocurre en enfermedades como el resfrio
o la gripe comtn.

En resumen, la dindmica de esta poblacién se resume en dos clases de des-
plazamiento, del primer grupo al segundo y de este al tercero, lo que se puede
representar asi:

S—I—R

En las préximas secciones veremos los supuestos segtin los cuales se producen
los desplazamientos de un grupo al otro y las ecuaciones que se deducen de ellos.
Esto nos permitira estudiar por fin la cuestién que més nos interesa: la curva de
infectados.

§3. La ley de accién de masas

En esta seccién veremos cémo el modelo plantea el pasaje del primer grupo al
segundo, de acuerdo con el esquema

S — 1.
BSIT

Esto responde a la llamada ley de masas, un concepto proveniente de la quimica
que en 1906 reformulé Hamer en el contexto de la epidemiologia (Hamer, 1906).

2Existen muchos otros modelos que incluyen méas compartimentos, todos basados en el modelo
original de 1927: SEIR (E=expuestos), SIQR (Q=cuarentena), SEIHR (H=hospitalizados), MSEIR
(M=inmunidad materna), etc. Para una descripcién de estos modelos, ver por ejemplo (Mufioz,
2020).
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Se trata, simplemente, de suponer que los contagios son directamente proporcio-
nales tanto a la cantidad de infectados como a la de susceptibles; por otra parte,
se asume que la poblacién es homogénea: todos se contactan mas o menos con la
misma cantidad de individuos y contagian en la misma medida. Es claro que en
general esto no se cumple: al fin y al cabo, un conjunto de personas no se compor-
ta como las moléculas de una solucién ideal. Sin embargo, para la mayoria de las
enfermedades comunes el supuesto funciona muy bien y por eso el modelo SIR y
sus variantes siguen siendo la herramienta més utilizada.

El pardmetro 3 > 0 se conoce como la velocidad de infeccién y viene dado por la

relaciéon
_ bR
6 - N,
donde « es el promedio de contactos per capita (por unidad de tiempo), p es la

probabilidad de contagio y IV es la poblacién total. Esto se explica de la siguiente
forma: en promedio, cada infectado se contacta, por unidad de tiempo (por ejem-
plo, un dia), con  individuos, pero de ellos, solo una fraccién % estd en riesgo de
contagiarse:

S o . . .
Ko = contactos per cdpita con susceptibles por unidad de tiempo.

Pero, ademés, el contagio no ocurre de manera inexorable sino con probabilidad
p, de modo que

S
Pry = contagios que produce un infectado por unidad de tiempo.

Finalmente, si multiplicamos por la cantidad total de infectados, obtenemos:
S
p/ﬂ;NI = cantidad de nuevos infectados por unidad de tiempo.

En otras palabras, la cantidad de individuos que pasa del grupo S al grupo I
en el instante n es 55(n)I(n), de donde se deduce la recurrencia:

S(n+1)=S(n)-pS(n)I(n).

Los valores de p y x (y en consecuencia de (3) se suponen constantes, aunque en
modelos més generales se puede suponer que varian en funcién del tiempo. Ob-
servemos también que 3 es un ntiimero real, de modo que los valores sucesivos de
S(n), I(n)y R(n) no tienen por qué ser nimeros naturales, como corresponderia
si se tratase de cantidades exactas de personas. Esto es claro por la forma en que
estd planteado el modelo y dichas funciones deben entenderse como un ntimero
aproximado de tales cantidades a lo largo del tiempo. Aunque, bien mirado, tam-
bién podria ser una manera de darle sentido a expresiones tales como "hoy me
siento medio enfermo". Es razonable también suponer que /3 es pequefio, de mo-
do tal que la cantidad 51(n) sea siempre menor que 1y evitar que la poblacién se
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10  Pablo Amster

quede sin susceptibles. Para asegurar que esto es asi, cualquiera sea el niimero de
infectados, impondremos la condicién SN < 1.°

§4. Yendo del grupo I al grupo R

Al igual que en la seccién previa, el desplazamiento de individuos del grupo
I al grupo R también se rige por una ley, que en este caso es mds sencilla: los
infectados abandonan el segundo grupo a medida que... dejan de serlo.

I —R
I

En otras palabras, hay un tiempo de recuperacion o, si se prefiere, velocidad de remo-
cion, habitualmente denotada con la letra v, que se interpreta como el inverso de
la duracién media D de la enfermedad e indica la proporciéon de infectados que
pasan (como siempre, por unidad de tiempo) al tercer grupo:

1
V= D
Al igual que 3, supondremos que 7 es constante y, ademas, es claro que debe ser
un namero entre 0 y 1, porque v/ debe ser menor que /. De esta forma, el grupo

R aumenta por unidad de tiempo segtin la regla
R(n+1)=R(n)+~I(n).

Todo esto nos permite calcular coémo se va modificando la cantidad de infectados,
que por unidad de tiempo pierde una cantidad v/(n) de individuos y, a su vez,
recibe una cantidad 35(n)I(n) proveniente del primer grupo:

I(n+1)=1I(n)+pSn)I(n)—-~I(n).
Esta ecuacion es la que determina el comportamiento de la curva de infectados;
sin embargo, esto no depende solo de I(n) sino también de las otras variables

desconocidas. Por eso, lo que debemos estudiar no es una tinica ecuacién sino un
sistema.

§5. El juego de las 3 diferencias

De acuerdo con lo desarrollado en las ultimas dos secciones, tenemos el si-
guiente sistema de ecuaciones en diferencias

Sn+1)-5(n) = -BI(n)S(n)
(5.1) I(n+1)-1I(n) = (B5(n)-7)I(n)
R(n+1)-R(n) = ~I(n)

3Esta restriccién no es necesaria en el modelo continuo, en el que es facil probar que S > 0. De todas
formas, un valor muy grande de 3 hace que la cantidad de susceptibles decrezca muy rapidamente.
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para el que se suponen las condiciones iniciales:

S(0)=Sy>0, I(0)=1Iy>0, R(0)=0.

Esto es bastante claro: por un lado, es 16gico suponer que al comienzo de la enfer-
medad todavia no hay individuos recuperados; por otro lado, si la cantidad inicial

de infectados fuera nula, entonces seguiriamos yendo a clase y compartiendo el

mate con total tranquilidad, ya que nadie podria contagiarse. Cabe mencionar que

justamente las soluciones con /(0) = 0 corresponden a los tnicos equilibrios del sis-
tema, vale decir, las soluciones constantes.

Veamos ahora algunas propiedades basicas:

(1) La poblacién total N = S+ I + R permanece constante. Esto se corresponde
con el supuesto inicial de que no hay nacimientos ni muertes y, por cierto,
se deduce a partir de las ecuaciones: si sumamos las tres igualdades de
(5.1) nos queda, para todo n,

N(n+1)-N(n) =0,

de modo que N(n+1) = N(n) = Sy + I. Sabiendo esto, se puede prescin-
dir de la tercera ecuacién del sistema, ya que el comportamiento de R se
deduce a partir de la igualdad R=N -1-S.

(2) Losvalores S(n), I(n)y R(n) son positivos para todo n > 0 (y, en particular,
son menores que V). En efecto, podemos tomar como hipétesis inductiva
que I(n),S(n) > 0y R(n) > 0, que obviamente se cumple para n = 0. A
partir de alli resulta claro que R(n + 1) = R(n) +vI(n) > R(n) > 0. Por otra
parte, f1(n) < N <1, de donde

S(n+1)=[1-p1(n)]S(n)>0
mientras que
I(n+1)=[1-~v+8S(n)]I(n) > 0.

S~ Y=
>0 >0

(3) Las sucesiones {S(n) }nen Y {R(1) }nen son estrictamente monétonas y aco-
tadas; por lo tanto, convergen. En efecto, como 1 (n) es positivo, ya vimos
en (2) que R(n) es creciente; por otra parte,

S(n+1)-8(n)=-6I(n)S(n) <0,
de modo que S(n) es decreciente.

El comportamiento de I(n) es el que mas nos interesa y merece que lo analice-

mos aparte. Aqui esta entonces, con todos ustedes:
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§6. La famosa “curva’

Cabe empezar esta seccion con una aclaracion, que justifica las comillas del titu-
lo: en el sistema discreto, las funciones S, I, R son en realidad sucesiones y, como
tales, no definen auténticas curvas. Sin embargo, a los fines practicos siempre se
puede suponer que interpolamos los puntos de manera razonable y las grafica-
mos como funciones continuas para ¢t > 0. De todas formas, se puede estudiar
directamente el crecimiento o decrecimiento de la sucesion {I(n)},.y dada, como
dijimos, a partir de la férmula:

I(n+1)-1I(n)=(8S(n)-v)I(n).
Como se trata de una recurrencia, conviene ver primero lo que ocurre al comienzo,
cuando n = 0. Esto nos lleva a considerar dos casos:

Caso 1. 35, -y < 0. Entonces, como S(n) es decreciente, vale 55(n) -~ < 0 para
todo n > 0. A su vez, esto implica que I(n+1) - I(n) <0, es decir: I(n) es siempre
decreciente. Gran noticia, porque entonces no hay epidemia.

Pero, infelizmente, las epidemias ocurren, asi que es mejor echar una mirada
también a la otra situacién posible:

Caso 2. 35, — v > 0. Esto significa que, al comienzo, I(n) crece. Veamos que
lo hace hasta cierto valor n,,,, y luego decrece. En efecto, al igual que en el caso
anterior se verifica que si 45(n) — v < 0 para cierto n, a partir de entonces la can-
tidad de infectados es decreciente; luego, alcanza con probar que /(n) no puede
ser creciente para todo n. Pero esto puede verse como consecuencia inmediata de
un hecho fundamental, que merece que lo demostremos de manera separada:

Teorema 6.1. Dados 3 € (0,+), v € (0,1), So, Lo > 0, vale:
lim I(n) = 0.

Demostracion. Ya vimos que 0 < I(n), R(n) < N para todo n > 0. Por otra parte,
dada la igualdad

R(n+1) = R(n) = vI(n),
podemos sumar de manera telescopica hasta cierto valor m, de donde (recordando
que R(0) = 0) resulta:

R(m+1) =7§)](n).

Solo resta observar que, como R(m) se mantiene acotado y ademds I(n) > 0, la
serie Y.", I(n) converge y, en consecuencia, I(n) — 0. O

En definitiva, el comportamiento de la curva de infectados depende de manera
esencial de un valor que permite de antemano saber si habrd o no epidemia:

RO = éS()

t')/
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Este es otro de los "famosos"que aparecen seguido en las noticias; su denominacén
es algo confusa, pero no se refiere al valor inicial del ntimero de recuperados (que
es 0) sino que la letra R proviene aqui de otro lado. Se trata del llamado niimero
de reproduccion efectiva, que determina, como dijimos, la forma de la curva: el caso
1 corresponde a la situacién R, < 1, mientras que el caso 2 se da cuando R, > 1.
En resumen, se trata de un pardmetro fundamental y por eso es tan importante
conocerlo, pues indica lo que ocurriria con la epidemia en caso de que no se tome
ninguna medida para contenerla.* Por supuesto, no se trata de un valor directa-
mente observable sino que se estima; para ello, existen diversas técnicas como las
que se mencionan por ejemplo en (Martcheva, 2015). En general, tampoco es claro
cuédntos infectados hay al comienzo del proceso; por tal motivo, a menudo tam-
bién se tiene en cuenta el llamado niimero de reproduccion bdsica, definido como
Ry = gN , que esencialmente es igual al anterior mientras la proporcién de infecta-
dos es pequefia. Una vez que la epidemia estd avanzada, la cantidad gS (n) sigue
siendo un indicador importante, pues permite saber sila curva de infectados crece
o decrece, segtin su valor sea mayor o menor que 1. Ese es precisamente el llama-
do R; las politicas de salud ptiblica estan orientadas a lograr que se mantenga lo
mads bajo posible. Pero, ;qué se puede hacer? Teniendo en cuenta lo anterior, vale

R- gsm) -2 DS (),

de modo que los caminos posibles son:

Reducir D, mediante el hallazgo y produccién de antivirales efectivos.
Reducir p (transmisibilidad): medidas de higiene, barbijos.
Reducir «: medidas de aislamiento.

Volviendo a las ecuaciones, cabe observar que la anterior cuenta “telescopi-
ca” del Teorema 6.1 dice que la sucesién {I(n)},.y siempre converge a 0, sea cual
sea el valor de R,. Esto nos brinda el pequefio alivio de comprobar que, al fin y
al cabo, los infectados tienden a desaparecer: jvictoria! Esto puede parecer una
obviedad, porque estamos suponiendo que la poblacién es constante y que todo
infectado, tarde o temprano, pasa al grupo R. Pero, en principio podria tratarse de
una victoria pirrica: jno serd que ya se enfermé todo el mundo y no quedan maés
susceptibles por contagiar? Felizmente, esto no ocurre: para cualquier Ry, la can-
tidad de susceptibles siempre tiende a un niimero estrictamente positivo, lo que
equivale a decir que no toda la poblacion se enferma. La explicaciéon es muy senci-
lla en el modelo continuo, cuyas ecuaciones diferenciales son andlogas al sistema
(5.1); sin embargo, el caso discreto requiere algo méas de cuidado y lo veremos en
el siguiente resultado.

*En muchos textos, el Ry se define directamente como el nimero promedio de individuos que

cada infectado contagia a lo largo de su enfermedad. El lector puede analizar esta interpretacion
a partir de las definiciones de § y v de las secciones previas.
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Teorema 6.2. Dados 3 € (0, <), v € (0,1), So, Lo > 0, vale:
lim S(n) > 0.

Demostracién. Por lo visto en la seccién previa, ya sabemos que el limite existe,
pues {S(n)}nen € Ry y es decreciente. Por otra parte, veamos que, al igual que en

la suma, tiene sentido plantear un "producto telescépico”. En efecto, dado que
S(n+1)

AN )
S0y =1 A1),

entonces para m > n tenemos:

S Sty 10000

es decir, 5 Dy m

Ahora una idea habitual en el estudio de los productos infinitos acude en nuestra
ayuda. Comencemos resescribiendo la igualdad anterior en la forma
S(m+1) ) .
In In(1-p81(5))
(F5er) - £
y observemos que, para cualquier x > 0 suficientemente chico, vale por ejemplo
que In(1 - z) > -2z. Como I(j) — 0, podemos elegir un valor grande de n (que a

partir de ahora dejamos fijo) tal que la desigualdad anterior se cumple para ()
con j >ny luego

m(M) i[ 281 :—252[(;)

J
Pero recordemos que R(j + 1) — R(j) = vI(j), de modo que (jotra vez la suma
telescopica!) vale, para todo m > n,

S(m+1) 26 & o
In (W) 285 016) =230 Gm +1) - RO0)

y, en definitiva:
S(m+1) > S(n)e 2PLEMAD-EM] 5 g (p)e 20IN-RM]

que es una constante positiva. U

§7. El corto plazo: la exponencialidad tan temida

Ya sabemos, a grandes rasgos, lo que ocurre a largo plazo. Ahora nos interesa
analizar brevemente cudl es la situacién al comienzo, cuando la epidemia recién
estd en sus inicios y todavia hay muy pocos individuos infectados. Si la poblacién
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es bastante grande, el ntiimero de susceptibles es aproximadamente igual a N y
se puede asumir que se comporta casi como una constante: en el fondo, ;qué di-
ferencia hay entre tener 10, 20 o 60 infectados en una poblacién de unos cuantos
millones? En otras palabras, para n pequefio podemos asumir que
KoL) s 58y =14 4(Ry - 1)

I(n)

o, si se prefiere,
In+1)~I(n)[1+~(Ro-1)]

e inductivamente

I(n+k)~I(n)[1+~(Ry-1)]"
Esto quiere decir que al comienzo la curva tiene un comportamiento tipo expo-
nencial: a intervalos regulares, la curva avanza (casi) en progresiéon geométrica.
Por ejemplo, un pardmetro muy tenido en cuenta es el tiempo de duplicacion; si es
muy corto, significa que el R, es grande y la epidemia avanza muy rapido. Si la
duracién promedio D es, pongamos por caso, de unos 15 dias (es decir, v = =) y
Ry = 2, entonces el tiempo de duplicacion, al comienzo, se puede aproximar de la
siguiente forma:

In(2) _ In(2)

I(n+k)
— =2 ~ = =10,74
I(n) = K In[1+7(Ro-1)] In(:2) 0, 740053

15

Es claro que se trata de una estimacién muy “a o0jo”, aunque sirve para tener
una idea de dénde estamos parados. Y, fundamentalmente, sirve también al revés:
conociendo el tiempo de duplicacién y el valor de vy se puede estimar (a ojo, como
siempre) el valor de R,.”

§8. Algunos ejemplos

Una de las ventajas del modelo discreto es que se pueden mostrar ejemplos
numéricos a partir de una simple planilla de célculo y, jugando con los pardmetros,
analizar los distintos resultados que se producen.

Supongamos para empezar una poblacién de 100000 personas, entre las que un
buen dia (mejor dicho, uno malo) aparece un infectado. Para valores 3 = 0,000004
y v = 0,08, las primeras dos filas de nuestra planilla van a decir algo asi:

S I R N B ~
99999 1 0 100000 0,000004 0,08

>Estas aproximaciones son ligeramente diferentes en el modelo continuo, para el cual se tiene, si
n es pequeno:
I(n+1)  BSo-
I(n)
Como se puede observar, los resultados no son tan diferentes a los del modelo discreto ya que,
cuando z es chico, vale e® ~ 1 + x.
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La cuarta columna no es otra cosa que la suma de las tres primeras y da por
resultado la poblacién total, que es constante; conviene ponerla, solo para verificar
que no metimos la pata con los célculos. Escribimos entonces las férmulas para
las primeras cuatro columnas,

= A2+ (1-B2%E2)=DB2+(1+ A2+ E2-F2)=C2+ F2+ B2 = A3+ B3+ (3

mientras que las dos tltimas mantienen siempre los valores de la primera fila. Por
ejemplo, los valores de S, I y R en la tercera fila van a ser

99999 + (1 —1 % 0,000004) = 99998, 60004

1% (1499999 = 0,000004 - 0,08) = 1,31996
0+0,08%1=0,08.

El resultado hasta n = 200 es el siguiente:

120000
100000
80000

60000 — susceptibles
= nfectados

removidos
40000

20000 k

A pesar de ser un modelo "de juguete", se llega a ver aqui el comportamiento
tipico de los sistemas SIR: la curva de infectados al comienzo crece rapidamente,
hasta que alcanza un pico /,,., y luego baja. Observamos, con cierta preocupacion,
que en este caso la curva de susceptibles llega a tomar valores muy bajos (y, en
consecuencia, la de removidos se acerca al valor total V). La explicacién, claro
estd, es que el valor R, = % 99999 = 4,99995 es grande y, en consecuencia,
casi toda la poblacién resulta infectada. Si lo bajamos un poco modificando Sy 7,
el panorama deberia ser mas alentador; por ejemplo, para 3 = 0,0000027 y v = 0, 15

(es decir, Ry = 1,799982) se tiene:
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120000

100000

80000 = susceptibles
= nfectados

removidos
60000

40000 \

20000

0 M

SO a0 AR O D DO DD
FPFESS L PPHFEEL P

El objetivo fundamental (al menos el méas urgente) de “aplanar la curva” consis-
te en lograr que el niimero de infectados permanezca en un nivel tal que evite el
colapso de los servicios de salud. Por ejemplo, si el niimero de camas disponibles
es cierta cantidad C'y se estima que una determinada fraccién « de los infectados
va a requerir hospitalizacién, entonces se debe procurar que al,,,,; < C. Por eso,
mas alla del R, inicial interesa analizar los efectos de una intervencion, entendida
como una accién que se lleva a cabo en cierto momento para modificar los para-
metros originales. El siguiente ejemplo comienza con los mismos pardmetros que
el primero, pero a partir del dia 30 el valor de /3 baja drasticamente a 0,0000015:

120000
100000
80000

60000 — susceptibles

= nfectados
o \

removidos
20000

(2\7
\7{’9
{%)
\777
3 %
<

6 A D
SO NS

A veces, tales intervenciones pueden durar un tiempo limitado: por ejemplo, la
cuarentena reduce los contactos pero no se puede mantener indefinidamente. Por
eso es tan importante estudiar el mejor momento para aplicarla y cémo salir de
ella de forma paulatina. El lector puede probar los resultados de distintas inter-
venciones a partir de nuestro ejemplo de juguete o algtin otro que quiera inventar.
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§9. Lo que queda (al final) del dia

De acuerdo con nuestro andlisis y los ejemplos de la seccién previa, en el mode-
lo SIR la curva de infectados siempre alcanza un valor maximo que, por razones
bastante obvias, resulta importante poder estimar. Esto no es fécil si se lo preten-
de ajustar a un proceso epidémico en curso, a partir de los datos concretos que
surgen de los informes diarios, ya que los parametros varian en realidad todo el
tiempo; sin embargo, si se fuerza un poquito esa realidad y se supone que se rige
por un modelo SIR para ciertos 3y v fijos, entonces el maximo se puede calcular.
Esto no es tan facil en el caso discreto, aunque para las ecuaciones diferenciales
del modelo continuo se obtiene una férmula bien precisa, cuya deduccién puede
verse por ejemplo en (Martcheva, 2015; Pedersen, 2015):

Imax =N - &(IH(RO) + 1)
Ry

Si ademds tenemos en cuenta que al comienzo el nimero de infectados es muy
bajo (es decir, Sy ~ N), entonces la férmula anterior se traduce a otra mas sencilla,
que es aproximada pero solo depende de R, (y de N, claro):

In(Ry) +1
) R—o) |
Conviene advertir que aplicar esta férmula de manera directa puede resultar algo

Linaz ~ N(l

escalofriante: por ejemplo, para R, = 2 nos dice que, si nadie hace nada para evi-
tarlo, en algtin momento mas del 15% de la poblacién va a estar infectada. Este
valor indica, debemos recordarlo, personas infectadas al mismo tiempo, dato que en
general resulta més dificil encontrar en las noticias, que suelen enfatizar el nitmero
total de casos confirmados desde el comienzo. Pero si se mira con més detalle, en
muchos medios se discrimina con mayor cuidado y se habla de casos activos, que

se obtienen restando del namero total, la cantidad de removidos (recuperados y
fallecidos).

De todos modos, ese nimero total es algo que también importa: entre otras
cosas, podemos preguntarnos como serd la situacién una vez que todo pase: ;cudl
serd el nimero I, de personas infectadas a lo largo de toda la epidemia? Como
antes, se trata de una cuenta mucho maés facil de hacer en el caso continuo, para
el que se obtiene la férmula:

_By
SOG ytotal 4 Itatal =N

Observemos que, a diferencia del célculo de /,,,,, no tenemos aqui de una expre-
sién explicita sino una ecuacién trascendente para I 14, que no podemos despejar
de manera directa y, gracias a eso, los escalofrios tardan un poco més en llegar.
Pero es facil encontrar una solucién aproximada, tarea que puede quedar para el
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lector. Otra cosa que podemos hacer es tratar de entender cémo varia este nime-
ro total en funcién de Ry. Para eso conviene, como antes, suponer que la cantidad
inicial de infectados es muy pequefia, de modo que Sy ~ Ny Ry ~ gN . Escribiendo
= %, la ecuacion anterior se transforma en

%6_5]\[3: +r=1
y luego en la aproximacion
e for p oy~ 1.
Esto permite pensar al revés: el valor R, como funcién de la fraccién total de in-
fectados, es decir:

Ry~ ~In(1 —ZL‘).
T

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Esta funcion es facil de graficar y muestra algunas cosas importantes. Por ejem-
plo, si tomamos como antes R, = 2, entonces el 80 % de la poblacién va a resultar
infectada. Pero observemos ademas, que el ntimero total de infectados es bastante
poco sensible a las variaciones de Ry: como se ve en la gréfica, si fuera dos o tres
décimas menor, de todas formas se infectaria una porcién muy grande de la po-
blacién. Por eso hay quienes dicen que no se debe actuar, sino simplemente dejar
que la gente se contagie y gane inmunidad. Pero este argumento es engafioso por
varios motivos: por un lado, porque si la curva de infectados se reparte mejor en
el tiempo, se evita que el pico sea demasiado abrupto y -como dijimos- colapsen
los servicios de salud. Y por otro, porque se habra ganado justamente eso: tiempo,
para fortalecer el sistema sanitario y confiar en que un dia llegard, finalmente, la
tan esperada vacuna.
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