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Resumen

Presentamos antecedentes sobre la validacién
de un modelo cognitivo para el aprendizaje
del espacio vectorial R2. Como hallazgo,
destacamos el papel que desempena asociar
un par de nimeros reales a una ecuacion lineal
homogénea (de dos incognitas) para inducir
estructura algebraica a su conjunto solucion.
Ademas, se entrega evidencia de cémo el uso
de un parametro, para escribir una solucién de
una ecuacion lineal homogénea, es un factor
importante que pone de relieve a la ponderaciéon
de una solucion por un escalar como una
operacion que se asocia al conjunto solucion de
una ecuacion lineal homogénea. Todo lo anterior
en estrecha relacién con la construccion del
espacio vectorial R2.

Palabras clave: Modelo cognitivo, espacio
vectorial R2, ecuacion lineal homogénea,
conjunto solucién, teoria APOE.

ABSTRACT We present background information on
the validation of a cognitive model for the learning
of the vector space R2. As a result, we highlight
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the role played by the association of a pair of real
numbers to a homogeneous linear equation (with
two unknowns) to induce an algebraic structure to
the solution set. Furthermore, we present evidence
of how the use of a parameter to write a solution
of a homogeneous linear equation, is an important
factor that highlights the product of a solution
by a scalar as an operation that is associated
with the solution set of an homogeneous linear
equation. All of this has a close connection with
the construction of the vector space R2.

Keywords: Cognitive model, vector space R2,
homogeneous linear equation, solution set,
APOS theory.

La ensenanza del espacio vectorial desde la
Didactica de la Matematica

Respecto de la ensenanza del concepto de
espacio vectorial, desde la Didactica de la
matematica, destacan algunas perspectivas
(Dorier etal.,, 2002; Dubinsky, 1996; Harel, 2000)
como aquella que pone de manifiesto principios
como el de representacion multiple y algunas
fases a tener en cuenta (Harel, 2000) o aquella
quesitiaalespaciovectorialcomo unaestructura
algebraica sistematizadora y generalizadora,
la que debe tenerse en cuenta al momento de
ensefiar (Dorier et al, 2002) o la que intenta
revertir el papel imitador y reproductor del
estudiante (Dubinsky, 1996). Ademads destacan
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algunas iniciativas que se han documentado
como exitosas y que establecen fases para ir
situando paulatinamente al estudiante en un
proceso gradual de abstraccion (Harel, 2000)
y otras que ponen de relieve el concepto de
abstraccién reflexiva como mecanismo que
permite construcciones mentales (Arnon et al,
2014; Trigueros, M. & Oktag, 2005).

Pregunta de Investigacion

¢Qué estructuras mentales son necesarias como
prerrequisitos para la construccién cognitiva del
espacio vectorial R?, a través del Cartesiano R2?

Marco teodrico: APOE

En la teorfa APOE, las estructuras de construccion
de un fragmento del conocimiento matematico
estdn  descritas por cuatro  estructuras
mentales:  Acciones, Procesos, Objetos vy
Esquemas, que un individuo construye en su
proceso de comprension, y para ello pone en
juego mecanismos mentales: interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion y reversion, que son
considerados casos particulares de la abstraccion
reflexiva (Arnon et al, 2014; Trigueros, M. &
Oktag, 2005; Parraguez, M. y Oktag, 2010).

Consideramos que un concepto matematico,
una accion asociada a dicho concepto se realiza
sobre objetos construidos para otros conceptos
matematicos que se toman como base para
la construccion del nuevo. Las acciones se
caracterizan por ser transformaciones que se
realizan paso a paso, obedeciendo a estimulos
que son o se perciben como externos (Arnon et
al, 2014, Parraguez, M.y Oktag, 2010).
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Un individuo ha interiorizado una accion en
un proceso, si puede realizar una operacion
interna que hace (o imagina) esencialmente
la misma transformacién enteramente en su
mente, sin necesariamente realizar todos los
pasos especificos. Dos 0 mas procesos pueden
coordinarse para construir un nuevo proceso
y un proceso puede revertirse. Si el individuo
considera un proceso como un todo, y realiza
y construye transformaciones sobre él, se
considera que ha encapsulado el proceso en una
construccion objeto. Ademas, cuando se recupera
desde el objeto al proceso que le dio origen,
ha ocurrido una desencapsulacion del objeto
(Parraguez, M.y Oktag, 2010).

Metodologia

Con base en el ciclo de investigacion de APOE
(Arnon et al, 2014) se considerd un estudio
de caso multiple pues permite indagar en
profundidad los distintos aspectos que plantean
las preguntas de investigacion, dado que ademas
permite una aproximacién conceptual apropiada
para examinar las particularidades al interior de
un contexto global de suyo multiple y complejo
(Stake, 2010).

Las unidades de estudio fueron conformadas
por 7 estudiantes de dos universidades chilenas
de las carreras de Licenciatura y Pedagogia en
Matematica como se indica en la Tabla 1.

Tabla 1:
Unidad de analisis para la conformacién de los
dos casos de estudio
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Unidad de
Analisis

Aplicacién de Instrumentos:

1Entrevista de 4 preguntas

Caso 1: 5 Estudiantes de Pedagogia en
Matematica (E1, E2, E3, E4 y E5)

1 cuestionario de 5 preguntas
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Caso 2: 2 Estudiantes de Licenciatura
en Matemética (E6y E7)

Aplicacién de Instrumentos:
1 cuestionario de 5 preguntas
1Entrevista de 4 preguntas

EN EL ENCABEZAMIENTO SE HABLA DE “estudiantes ... de las carreras de Licenciatura y Pedagogia

en Matematica” Y EN LA TABLA 1 SE MENCIONAN estudiantes

Una descomposicion genética del espacio
vectorial R2

LaDescomposiciéon Genética(DG)que se propone,
pone de manifiesto que el espacio vectorial R2 se
construye a partir de una accion: asociar un par
de numeros reales a los términos de una ELH.
Dicha asociacién sumada al uso de un parametro
permite interiorizarla en un proceso, solucion de
una ELH, siendo necesario que éste se coordine
con el proceso par ordenado, como concepto
previo, para conformar un nuevo proceso, CSELH.

Pensar en la dilatacion de un segmento dirigido
desde una solucion del CSELH, asociado a una
rectavectorial, permite coordinarel procesoCSELH
con el proceso operacion binaria, como concepto
previo, para obtener el proceso ponderacion de
una solucion de una ELH. Pensar en la traslacion
de puntos de una recta vectorial para obtener
una recta afin (recta paralela a una recta vectorial)
permite desencapsular el objeto plano cartesiano
en el proceso algebra de pares ordenados.
Abocarse a obtener nuevas soluciones en
combinacion lineal de dos rectas vectoriales
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permite coordinar los procesos, algebra de pares
ordenados y ponderacion de una solucién, en
un nuevo proceso, el cartesiano R2. Finalmente
comparar estructura de subconjuntos de R2,
desde el CSELH y CSELNH, permite encapsular el
proceso cartesiano R2 en el espacio vectorial R2.

Resultados

EL E3, como se aprecia en la figura 1, define en
el apartado 1d de la pregunta 1 una operacién
binaria externa para el conjunto solucion, desde
lo que se va solicitando en los apartados 1a 'y
1b. Comenta que toda solucién del CSELH se
puede generar a partir de un par ordenado y un
escalar real. Esto evidencia que ponderar una
solucion por un escalar real permite coordinar
dos procesos, CSELH y operacion binaria, en
un proceso, ponderacion de un par ordenado.
Ademas evidencia una concepcién proceso del
Cartesiano R2.
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Figura 1: Respuesta de E3 al apartado 1d.

Por otro lado, el E4, como se aprecia en la figura 2, concibe el CSELH como un sub-espacio vectorial
del espacio vectorial R2. Lo que evidencia una concepcién Objeto de conjunto solucién para una ELH.

Figura 2: Respuesta de E4 al apartado 1d.

Ademas, el E7, como se aprecia en la figura 3, reconoce en el CSELH un grupo aditivo destacando la
propiedad de clausura, lo que evidencia una concepcién objeto del CSELH.

Figura 3: Respuesta de E7 al apartado 1d.
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Conclusiones

Las respuestas de los tres estudiantes,
ponen de relieve distintos aspectos sobre
las construcciones y mecanismos mentales
dispuestos en la DG, como por ejemplo, que al
comparar soluciones del CSELH considerado
la accién asociar ndmeros reales a una ELH
permite coordinar el proceso soluciones de una
ELH con el proceso averiguar propiedades para
construir el proceso grupo de soluciones, como
plantea E7. De igual manera reescribir el CSELH
utilizando un parametro, permite coordinar el
proceso solucion de una ELH con el proceso
operacion para construir el proceso ponderacion
de una solucion. Todo lo anterior, para dar cuenta
de la encapsulacion del objeto Cartesiano RZ2.
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