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5HVXPHQ 

Presentamos antecedentes sobre la validación 
de un modelo cognitivo para el aprendizaje 
del espacio vectorial 52. Como hallazgo, 
destacamos el papel que desempeña asociar 
un par de números reales a una ecuación lineal 
GNLNF¤MD@� �CD� CNR� HMB®FMHS@R�� O@Q@� HMCTBHQ�
estructura algebraica a su conjunto solución. 
Además, se entrega evidencia de cómo el uso 
de un parámetro, para escribir una solución de 
TM@� DBT@BH®M� KHMD@K� GNLNF¤MD@�� DR� TM� E@BSNQ�
importante que pone de relieve a la ponderación 
de una solución por un escalar como una 
operación que se asocia al conjunto solución de 
TM@�DBT@BH®M�KHMD@K�GNLNF¤MD@
�3NCN�KN�@MSDQHNQ�
en estrecha relación con la construcción del 
espacio vectorial 52. 

3DODEUDV� FODYH� Modelo cognitivo, espacio 
vectorial 52�� DBT@BH®M� KHMD@K� GNLNF¤MD@��
conjunto solución, teoría APOE.

ABSTRACT :H�SUHVHQW�EDFNJURXQG�LQIRUPDWLRQ�RQ�
the validation of a cognitive model for the learning 
of the vector space R2�� $V� D� UHVXOW�� ZH� KLJKOLJKW�

WKH�UROH�SOD\HG�E\�WKH�DVVRFLDWLRQ�RI�D�SDLU�RI�UHDO�
QXPEHUV�WR�D�KRPRJHQHRXV�OLQHDU�HTXDWLRQ��ZLWK�
WZR�XQNQRZQV��WR�LQGXFH�DQ�DOJHEUDLF�VWUXFWXUH�WR�
WKH�VROXWLRQ�VHW��)XUWKHUPRUH��ZH�SUHVHQW�HYLGHQFH�
RI�KRZ�WKH�XVH�RI�D�SDUDPHWHU�WR�ZULWH�D�VROXWLRQ�
RI�D�KRPRJHQHRXV�OLQHDU�HTXDWLRQ��LV�DQ�LPSRUWDQW�
factor that highlights the product of a solution 
E\� D� VFDODU� DV� DQ� RSHUDWLRQ� WKDW� LV� DVVRFLDWHG�
ZLWK� WKH� VROXWLRQ� VHW� RI� DQ� KRPRJHQHRXV� OLQHDU�
HTXDWLRQ��$OO�RI� WKLV�KDV�D� FORVH� FRQQHFWLRQ�ZLWK�
the construction of the vector space R2.

.H\ZRUGV�� Cognitive model, vector space 52, 
homogeneous linear equation, solution set, 
APOS theory.

/D� HQVH°DQ]D� GHO� HVSDFLR� YHFWRULDO� � GHVGH� OD�
'LG FWLFD�GH�OD�0DWHP WLFD�

Respecto de la enseñanza del concepto de 
espacio vectorial, desde la Didáctica de la 
matemática, destacan algunas perspectivas 
(Dorier et al., 2002; Dubinsky, 1996; Harel, 2000) 
como aquella que pone de manifiesto principios 
como el de representación múltiple y algunas 
fases a tener en cuenta (Harel, 2000) o aquella 
que sitúa al espacio vectorial como una estructura 
algebraica  sistematizadora y generalizadora, 
la que debe tenerse en cuenta al momento de 
enseñar (Dorier et al., 2002) o la que intenta 
revertir el papel imitador y reproductor del 
estudiante (Dubinsky, 1996). Además destacan 

&RQVWUXFFL²Q�FRJQLWLYD�GHO�HVSDFLR�YHFWRULDO�52

0LJXHO�5RGU¬JXH]��0DUFHOD�3DUUDJXH]��0DU¬D�7ULJXHURV 
4MHUDQRHC@C�CD�/K@X@� MBG@��"GHKD��Ŕ�/NMSHƥBH@�4MHUDQRHC@C�"@S®KHB@�CD�5@KO@Q@¨RN��"GHKD��Ŕ�/NMSHƥBH@�
4MHUDQRHC@C�"@S®KHB@�5@KO@Q@¨RN�Ŕ�(MRSHSTSN�3DBMNK®FHBN� TS®MNLN�CD�,¤WHBN��,¤WHBN�



56

 

 

RECHIEM REVISTA CHILENA DE EDUCACIÓN MATEMÁTICA 

VO
L1

1 
- N

UM
 1

algunas iniciativas que se han documentado 
como exitosas y que establecen fases para ir 
situando paulatinamente al estudiante en un 
proceso gradual de abstracción (Harel, 2000) 
y otras que ponen de relieve el concepto de 
abstracción reflexiva como mecanismo que 
permite construcciones mentales (Arnon et al., 
2014; Trigueros, M. & Oktaç, 2005).

3UHJXQWD�GH�,QYHVWLJDFL²Q

z0T¤�DRSQTBSTQ@R�LDMS@KDR�RNM�MDBDR@QH@R�BNLN�
prerrequisitos para la construcción cognitiva del 
espacio vectorial 52��@�SQ@U¤R�CDK�"@QSDRH@MN�52? 

0DUFR�WH²ULFR��$32(

En la teoría APOE, las estructuras de construcción 
de un fragmento del conocimiento matemático 
están descritas por cuatro estructuras 
mentales: $FFLRQHV�� 3URFHVRV�� 2EMHWRV y 
(VTXHPDV, que un individuo construye en su 
proceso de comprensión, y para ello pone en 
juego mecanismos mentales: interiorización, 
coordinación, encapsulación y reversión, que son 
considerados casos particulares de la abstracción 
reflexiva (Arnon et al, 2014; Trigueros, M. & 
Oktaç, 2005; Parraguez, M. y Oktaç, 2010).

Consideramos que un concepto matemático, 
una acción asociada a dicho concepto se realiza 
sobre objetos construidos para otros conceptos 
matemáticos que se toman como base para 
la construcción del nuevo. Las acciones se 
caracterizan por ser transformaciones que se 
realizan paso a paso, obedeciendo a estímulos 
que son o se perciben como externos (Arnon et 
al., 2014, Parraguez, M. y Oktaç, 2010). 

Un individuo ha interiorizado una acción en 
un proceso, si puede realizar una operación 
interna que hace (o imagina) esencialmente 
la misma transformación enteramente en su 
mente, sin necesariamente realizar todos los 
pasos específicos. Dos o más procesos pueden 
coordinarse para construir un nuevo proceso 
y un proceso puede revertirse.  Si el individuo 
considera un proceso como un todo, y realiza 
X� BNMRSQTXD� SQ@MRENQL@BHNMDR� RNAQD� ¤K�� RD�
considera que ha encapsulado el proceso en una 
FRQVWUXFFL´Q�REMHWR. Además, cuando se recupera 
desde el REMHWR al proceso que le dio origen, 
ha ocurrido una desencapsulación del REMHWR 
(Parraguez, M. y Oktaç, 2010). 

0HWRGRORJ¬D

Con base en el ciclo de investigación de APOE 
(Arnon et al., 2014) se consideró un estudio 
de caso múltiple pues permite indagar en 
profundidad los distintos aspectos que plantean 
las preguntas de investigación, dado que además 
permite una aproximación conceptual apropiada 
para examinar las particularidades al interior de 
un contexto global de suyo múltiple y complejo 
(Stake, 2010).

Las unidades de estudio fueron conformadas 
por 7 estudiantes de dos universidades chilenas 
de las carreras de Licenciatura y Pedagogía en 
Matemática como se indica en la Tabla 1.

7DEOD��� 
Unidad de análisis para la conformación de los 
dos casos de estudio
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Caso 1: 5 Estudiantes de Pedagogía en 
Matemática (E1, E2, E3, E4 y E5)

Aplicación de Instrumentos:
1 cuestionario de 5 preguntas
1Entrevista de 4 preguntas

Caso 2: 2 Estudiantes de Licenciatura 
en Matemática (E6 y E7)

Aplicación de Instrumentos:
1 cuestionario de 5 preguntas
1Entrevista de 4 preguntas

EN EL ENCABEZAMIENTO SE HABLA DE “estudiantes … de las carreras de Licenciatura y Pedagogía 
en Matemática” Y EN LA TABLA 1 SE MENCIONAN estudiantes  de Pedagogía y de Ingeniería

8QD� GHVFRPSRVLFL²Q� JHQ¨WLFD� GHO� HVSDFLR�
YHFWRULDO�52

+@�#DRBNLONRHBH®M�&DM¤SHB@��#&��PTD�RD�OQNONMD��
ONMD�CD�L@MHƥDRSN�PTD�DK�DRO@BHN�UDBSNQH@K�52 se 
construye a partir de una acción: asociar un par 
CD� MµLDQNR� QD@KDR� @� KNR� S¤QLHMNR� CD� TM@� $+'
�
Dicha asociación sumada al uso de un parámetro 
permite interiorizarla en un proceso, solución de 
TM@�$+'��RHDMCN�MDBDR@QHN�PTD�¤RSD�RD�BNNQCHMD�
con el proceso par ordenado, como concepto 
previo, para conformar un nuevo proceso, CSELH. 

Pensar en la dilatación de un segmento dirigido 
desde una solución del CSELH, asociado a una 
recta vectorial, permite coordinar el proceso CSELH 
con el proceso operación binaria, como concepto 
previo, para obtener el proceso ponderación de 
una solución de una ELH. Pensar en la traslación 
de puntos de una recta vectorial para obtener 
una recta afín (recta paralela a una recta vectorial) 
permite desencapsular el objeto plano cartesiano 
en el proceso álgebra de pares ordenados. 
Abocarse a obtener nuevas soluciones en 
combinación lineal de dos rectas vectoriales 

permite coordinar los procesos, álgebra de pares 
ordenados y ponderación de una solución, en 
un nuevo proceso, el cartesiano 52. Finalmente 
comparar estructura de subconjuntos de 52, 
desde el CSELH y CSELNH, permite encapsular el 
proceso cartesiano R2 en el espacio vectorial 52.   

5HVXOWDGRV�

El E3�� BNLN�RD�@OQDBH@�DM� K@�ƥFTQ@����CDƥMD�DM�
el apartado 1d de la pregunta 1 una operación 
binaria externa para el conjunto solución, desde 
lo que se va solicitando en los apartados 1a y 
1b. Comenta que toda solución del CSELH se 
puede generar a partir de un par ordenado y un 
escalar real. Esto evidencia que ponderar una 
solución por un escalar real permite coordinar 
dos procesos, CSELH y operación binaria, en 
un proceso, ponderación de un par ordenado. 
Además evidencia una concepción proceso del 
Cartesiano 52.
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)LJXUD��� Respuesta de E3 al apartado 1d.

Por otro lado, el (���BNLN�RD�@OQDBH@�DM�K@�ƥFTQ@����BNMBHAD�DK�"2$+'�BNLN�TM�RTA�DRO@BHN�UDBSNQH@K�
del espacio vectorial 52. Lo que evidencia una concepción Objeto de conjunto solución para una ELH. 

)LJXUD����Respuesta de E4 al apartado 1d.

Además, el�(���BNLN�RD�@OQDBH@�DM�K@�ƥFTQ@����QDBNMNBD�DM�DK�"2$+'�TM�FQTON�@CHSHUN�CDRS@B@MCN�K@�
propiedad de clausura, lo que evidencia una concepción objeto del CSELH. 

)LJXUD��� Respuesta de (� al apartado 1d.
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Las respuestas de los tres estudiantes, 
ponen de relieve distintos aspectos sobre 
las construcciones y mecanismos mentales 
dispuestos en la DG, como por ejemplo, que al 
comparar soluciones del CSELH considerado 
la acción asociar números reales a una ELH 
permite coordinar el proceso soluciones de una 
ELH con el proceso averiguar propiedades para 
construir el proceso grupo de soluciones, como 
plantea (�� De igual manera reescribir el CSELH 
utilizando un parámetro, permite coordinar el 
proceso solución de una ELH con el proceso 
operación para construir el proceso ponderación 
de una solución. Todo lo anterior, para dar cuenta 
de la encapsulación del objeto Cartesiano 52.
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